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Az aldbbiakban a ,Lokalis tétel és rekurrencia sikbeli Lorentz-folyamatra”
cimi PhD értekezést foglaljuk 6ssze. Bemutatjuk a lorentz-folyamatot, mint
a vizsgalat targyat, a kérdéseket és azok torténeti hatterét, kozoljiik az ered-
ményeket, majd réviden bepillantunk a bizonyitas stratégiajaba.

1. A modell és a kérdések bemutatasa

1.1. A Sinai-bilidArd, és a Lorentz-folyamat

Tekintsiink a lapos siktoruszon véges sok O; iitkozét (akadéalyoknak is szokas
hivni) T? D O = UQO; tigy hogy mindegyik iitkozs szigortian konvex, hatéara
pedig C3-sima. Legyen n(q) a O hatargérbe norméalvektora a ¢ pontban,
mely legyen az O-bol kifele mutatd. A rendszer fazistere:

X ={(qge00,veR?)| v =1, (v,n(q)) > 0}.

A biliard dinamika 7" : X — X egyenes vonali v sebességvektora egyen-
letes mozgés, melyet rugalmas titk6zés kévet (v-t tiikrozziik az titkézéspont-
beli érintGegyenesre). Ennek a rendszernek van egy természetes invarians
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mértéke: ha [ jeloli a 9O gorbe teljes hosszat, akkor du = 5 (v, n(q)) dgdv,
invarians valoszintiségi meérték, hiszen [, (v,n(q))dgdv = 2I. A normalo
konstanst % = ¢,-vel fogjuk jel6lni.

Ezt a fazisteret azonositani fogjuk véges sok henger unidjaval 0O x

[—%; %} . Ezen dolgozatban ha v egy fazispont sebességvektorat jeloli, akkor
azt ugy értjik, hogy v € [—%; %}

Ezen fazistér Sy hatara érinté titkozésekbdsl all. A dinamika ezen hatar

Gsképeiben, az inverz dinamika ezen hatar képeiben szakad. Ezeket S; =
TSy, i € Z jeloli.

1. abra. 100 1iitkozéses Lorentz trajektoria-darab kor alaki titkozékkel és
véges horizonttal

A sikbeli Lorentz folyamat az el6bb leirt torusz-biliard természetes Z2
fedése. Pontosabban: tekintsiik a sik Z3-tel valo faktorizalasat IT : R? —
T?! Ennek fundamentalis tartomanya legyen D, ami lehet egy félig nyilt
félig zart négyzet R%-ben, vagyis R? = U,cz2(D + z), ahol D + z az eltolt
fundamentéalis tartomany.

Felemeljiik a sikra az iitkézoket (legyen O = I1710), és definialjuk az X
fazisteret, és a T dinamikat ugyanugy, mint a fenti leirdsaban. A szabad it
Fiigguényt ¥ : X — R? a kivetkezsképpen definialjuk: @Z(f) = Q(Tf) —q(7).
A diszkrét szabad it figguényt & - X — 72 pedig igy: #(%) = «(TF) — (%),
ahol «(#) = 2z ha & € D + 2. Vegyiik észre, hogy 1 és & invariansak
a Z* csoporthatéassal szemben, igy létezik 1) és x eredeti X-en definialt
fliggvény, hogy zZ = [I*¢Y és k = [I*k. Valbjaban céljainknak inkabb egy
olyan fundamentalis tartoméany fog megfelelni, ahol 9O N ID = (. Igy &
folytonos fiiggvény.

A Lorentz folyamatot tekinthetjiik a toruszbilidrd feletti ferdeszorzatnak
is akar T : (z,a) — (Tx,a + k(z)) ahol & € X a fazispont a cellan beliil,
a € Z? pedig a cella-index.

1. Definicio. [Horizont] A rendszert véges horizontunak hivjuk, ha a sza-
bad it fiigguény korldatos. Eqyébként végtelen horizontrdl beszéliink.
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A modell (fizikai) egyszeriisége ellenére szadmos interpretacidja létezik.
Eredetileg egy elektron mozgasat volt hivatva leirni egy kristalyban [Lor 05],
de beszélhetiink gazmodellrdl is, ahol csak egyetlen részecske mozgasat ko-
vetjiik és nem érdekel a tobbi részecske kozotti kolcsonhatas. Ez utébbi
megkozelités nem tudja igazolni a periodicitast, amit technikai feltevésnek
tekint.

Amikor [BS 81] (lasd még [BChS 91]) bebizonyitottak hogy a trajektoria
gyengén tart a brown-mozgashoz, akkor ezzel a gazmodellt is igazoltak. A
brown-mozgas [Brown]| alapvetSen egy pozitiv hdmérséklett kozegben 1éve
részecske mozgasat irja le, ahol a dinamikat a kozeg részecskéitél kapott
apro 1okések vezérlik. Az eredmény bebizonyitotta, hogy a kozeg tipusa
nem érdekes, még fagyott kristaly is lehet mindaddig, amig stirtisége nem
enged meg akdrmilyen hosszu szabad repiilést.

1.2. A rekurrencia és a lokalis tételek kérdéskore

A brown-mozgas legegyszeriibb matematikai mikroszkopikus modellje az
egyszeri szimmetrikus bolyongés. A teriilet hires eredménye a Poélya tétel,
amely rekurrenciat allit. Itt rekurrencia alatt azt értjiik, hogy a folyamat
majdnem biztosan visszatér a konfiguraciés tér minden korlatos tartomaé-
nydba. Miutan belattak, hogy a sikbeli Lorentz-folyamat diffaziv limesze a
wiener-folyamat rekurrencidjdnak kérdése azonnal felvet6dott Ya. G. Sinai-
ban 1979-ben.

Az els§ pozitiv eredmény [KSz 85]-t6] szarmazott, ahol a rekurrencia
egy gyengébb valtozatat lattdk be: a folyamat majdnem biztosan visszatér
végtelen sokszor egy visszafogottan (logaritmikusan) névekvs tartomany-
sorozatba. A szerzSk a valészintiségszamitasi modszert 6tvozték a markov-
approximaciok dinamikai eszkdzével. A rekurrencia gyengébb formaja gyen-
gébb lokdlis hatdreloszlds-tételiikon mult: csak annak valészintiségét tudtak
kiszamolni, hogy a Lorentz-folyamat n-edik iitkozés pillanataban vett pozi-
civja S,, gyengén novekvi méretii tartomanyba esik, de azt nem hogy egy
rogzitett tartomanyba. Tovabba ezek az eredmények csak véges horizont
mellett voltak érvényesek, vagyis ha nincsenek tlitkozésmentes palyak.

Egy 1j —és meglep6— megkozelités jelent meg 1998-1999-ben, amikor egy-
méstol fiiggetlentil Schmidt [Sch 98] és Conze [Conze 99| bebizonyitotték a
rekurrenciat. Modszeriikben csak a centralis hatéareloszlas-tételre (CHT)
[BS 81] és (absztrakt) ergodelméleti 6tletekre tamaszkodtak. Megkozelité-
siitk 1ényegesen tdmaszkodik azokra a megszoritasokra, hogy a modell sikbeli
és véges a horizontja. Célunk, hogy visszatérjiink a val6szintiségszamitési-
dinamikai megkdozelitéshez és el6bb egy valodi lokalis centralis hatareloszlas-
tételt (LCHT) bizonyitsunk a sikbeli S,, Lorentz-folyamatra.
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LCHT-t markov-lancok fiiggvényeire Kolmogorov bizonyitott 1949-ben
[Kol 49] valoszintiségszamitasi modszerekkel. 1957-ben Nagaev [Nag 57| —
operator értéki Fourier transzformaélttal és perturbacié elmélettel— altala-
nos bizonyitast adott LCHT-re szintén markov-lancok fliggvényeire. Ennek
a modszernek a varidnsait késébb ujra felfedezték és/vagy alkalmaztak: A)
Kramli és Szasz [KSz 83] hogy LCHT-t bizonyitsanak belss allapotu bolyon-
gasra, B) Guivarch és Hardy [GH 88| Anosov diffeomorfizmusok esetében C)
Roussean-Egele, [R-E 83], Morita [Mor 94| és Broise [Bro 96] tagito interval-
lumleképezésekre és végiil D) Aaronson és Denker, [AD 01] Gibbs-Markov
leképezésekre.

Maganak a rekurrencidnak szintén van egy érdekes kdvetkezménye. Sza-
badjon elgszor megjegyezniink, hogy a Lorentz folyamat erds szochasztikus
tulajdonsagait, mint a korrelacié-lecsengést, hatareloszlas tételeket stb. csak
periodikus iitk6zékonfiguraciora tudjuk belatni, amikor az Sinai-biliarddé
faktorizdlhat6. Ugyanerre az esetre mégis érdekes lenne, hogy a Lorentz-
dinakia vajon a faktorizalas nélkiil is ergodikus-e (N. B. ebben az esetben
az invaridns mérték végtelen!). Simanyi egy régi eredménye [Sim 89| a re-
kurrencia és a végtelen mérték ergodicitasat allitja a Lorentz-folyamatra.

1.3. A végtelen horizont esete
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2. dbra. 100 iitkozéses Lorentz trajektoria-darab kor alaku iitkozékkel és
végtelen horizonttal

A végtelen horizont esetrdl a fizikai irodalomban észrevették hogy ano-
malis diffaziv viselkedést mutat (v6. [FM 84], [BD 85], [Bun 85] és [ZGNR 86]).
Annak a lehetGsége, hogy a mozgd részecske tetszdélegesen hosszan szaba-



don repiilhet azt okozza, hogy ezek a hosszu szabad repiilések dominaljak az
elmozdulast: a hosszu szabad repiilések Gsszege valamivel gyorsabban né,
mint a korlatos tagok Osszege, ami szuperdiffizichoz vezet. Mennyiségileg
ez a farokviselkedéshez kapcsolhato, vagyis ahhoz, hogy hogyan viselkedik
a szabad repiilés vektor az iitkozésmentes palyak kornyékén.

Bleher 1992-ben részben szigort, részben heurisztikus cikkében [Bleher|
megmutatta, hogy az n-edik iitkézéskor vett S, elmozdulas aszimptotikus
viselkedése enyhén szuperdiffaziv, és \/nslgm—téﬂ varhato, hogy nemelfajulé
gaufs limeszhez tart. Szintén megéri megemliteni, hogy a diszkrét idejd
dinamika nem &ll nyilvanvalé kapcsolatban a fizikai id6vel, mert kettejiik
hanyadosa (a szabad uthossz) nem korlatos. Bleher azt is megmutatta, hogy
fizikai id6ben is ugyanezt a v/t logt skilazast kell alkalmazni, ha nemelfajulé
gaul-limeszt akarunk. Ez az eredménye szigoru, feltéve hogy a globalis
hatareloszlas tétel igaz.

Ebben az esetben azonban még globalis hatareloszlas tétel sem volt ko-
rabban szigortian bizonyitva. Elsé célunk tehat a globalis tétel, majd —
ugyanigy, mint a végtelen horizont esetében, csak més skalazassal— a lokalis
tétel levezetése, végiil a rekurrencia bizonyitasa.

2. Eredmények

2.1. Hatareloszlas-tételek véges horizontra

Véges horizontii Lorentz-folyamat esetében a diszkrét elmozduléasra S, =
S ko T a kivetkezd allitas érvényes:

1. Tétel. [Lokdlis tétel, véges horizont| Legyen k, € Z* olyan sorozat, hogy

\k/—% — k € R?%. Ha véges a horizont akkor a kévetkezd dllitds igaz:

L
lim n - u{S, =k,} = ————
JNim n - S

valamilyen nemelfajulo X kovariancia-mdtrixra.

A nem diszkrét elmozdulésra a kovetkez6 igaz. Legyen v, a Z;’:_Ol PoT"
Birkhoff 6sszeg eloszlasa.

2. Tétel. [Folytonos lokdlis tétel] Legyen v, € R? olyan sorozat, amire
\”/—% — v € R%2. Ha véges a horizont, akkor a kévetkezd igaz:

e—%vE_lvT
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ahol § a szdmldlomérték Z2-en, m, az ivhosszmérték a fundamentdlis tar-
tomdny tutkozdinek hatdrdn 0O N D, m_ pedig eqy m. eloszldsiu vektor el-
lentettjének eloszldsa. A konvergencidat a mértékek gyenge topoldgidjaban
értyiik, €s x pedig a konvolicio jele.

Ezt a két tételt a lokélis tétel egy olyan verzi6jabol vezettiik le, amely
még ennél is tobbet allit:

3. Tétel. [Egyiittes hatdreloszlds| Legyen k, € Z? olyan sorozat, melyre
\’;—% — k € R%. Legyen Y, az (Sy(x) — kyn,x, T"x) hdrmas eloszldsa. Ha
véges a horizont, akkor a kovetkezd igaz:

y - L

imn-¥,=—— f-u-

n—00 2m det X R
ahol § a szdmldle mérték Z2-en, és a konvergencidt a mértékek gyenge topo-
logidajdaban értyik.

A rekurrencia bizonyitdsihoz sziikségiink volt egyfajta aszimptotikus
fliggetlenségre, amit egyiittes lokalis tétel formajaban adtunk meg:

4. Tétel. [Aszimptotikus fiiggetlenség Legyen j,, € Z* olyan sorozat, melyre
\J/—"ﬁ — j € R?, és k,, € Z? legyen olyan sorozat, melyre % —kecR2 Haa
horizont véges, akkor

o3 (5T HEETET)

m,nl—lg—wom . (n B m) . M{Sm - jm, Sn - ]m + kn—m} B 47'('2 det2 by

Ezen utols6 tételnek van olyan alakja is, amely az x,T™z,T"x fazis-
pontok eloszlasat is tartalmazza, de annak kimondasit méar f6loslegesnek
érezziik.

2.2. Hatareloszlas-tételek végtelen horizontra

Mint kordbban emlitettiik, az iitk6zésmentes palyak koérnyékén kiértékelt
szabad 1t vektor dominélja a birkhoff-6sszeget, igy ki tudjuk szdmolni a
hatareloszlasként el6allo gauk eloszlas kovarianciaméatrixat geometriai kons-
tansok segitségével. E célbdl definidljuk a folyosépontok halmazat, mint a
mindig érintd, periodikus pontok halmazat.

C={recX |3 Tax=z Vj T'zcdX}



Definialjuk a > méatrixot, mint

c.d? V2 () U (2)1hs ()
Z2\¢(m)\(¢1(w)wz(x> V3 (x) ) (1)

zeC

ahol b = (v¢1,19) a komponensfiiggvényekre hasznalt jeldlés, d, pedig a
folyosé szélessége. (v6. 3 abra).

|

3. &bra. Folyosot atmetsz6 szabad repiilés, valamint a folyoso szélessége.

DA S -

Vi - N s N N

Mind a diszkretizalt, mind a nem diszkretizalt szabad repiilés vektor
Birkhoff-féle 6sszegére, vagyis az .5, elmozdulésraigaz a globalis hatareloszlas-

tétel v/nlogn skalazassal.

5. Tétel. [Globdlis hatdreloszlds-tétel] Teqyiik fel, hogy a folyoso szabad re-
pilés vektorok {1 (x) | © € C} kifeszitik a sikot. Ekkor

S,
" c A k
M{%Eﬁ }%Aﬂ)
ahol v az a nemelfajulo Gaufs-féle striség, melynek nulla a vdrhato értéke,
és a (1) képlettel definidlt 3 a kovariancia mdtriza.

Ha a folyos6 szabad repiilés vektorok nem feszitik ki a sikot, de a ho-
rizont végtelen, akkor anizotropikus skaldzast kell alkalmazni, hogy nemel-
fajuld gaufsi limeszt kapjunk. Itt nem tudjuk pontosan megadni a limesz
kovarianciamétrixat.

6. Tétel. [Parhuzamos folyosdk| Tegyiik fel, hogy minden folyosé szabad
repilés vektor eqy irdnyba esik ¥(x) || v (Vo € C). Definidljuk a kovetkezd

mdtrizot B, = (JOE \/?%gn) a (U, ¥) ortogondlis bdzisban. Ekkor

u{%&feA}+/¢%)
A
ahol p nemelfajulo normdlis siriség nulla varhato értékkel.

Nézziik a lokalis tételeket!



7. Tétel. [Lokdlis tétel, végtelen horizont] Tegyiik fel, hogy a folyosé szabad
repiilés vektorok {¢(x) | © € C} kifeszitik a sikot. Legyen k, € Z* olyan

sorozat, melyre i k € R%. Ekkor

nlogn p{S, = k,} — o(k)

ahol ¢ egqy nemelfajulé Gauf-féle striiség nulla varhato értékkel, és (1)-ben
definidlt 3 kovariancia mdtrizszal.

Csakugy, mint a végtelen horizont esetén itt is sziikségiink van egy
aszimptotikus fiiggetlenség tipusu allitasra.

8. Tétel. [Aszimptotikus fiiggetlenség] Teqyiik fel, hogy a folyosé szabad re-

piilés vektorai {¢(x) | € C} kifeszitik a sikot. Legyen j, € Z* olyan

sorozat, melyre \/ﬁm — j € R?, és k,, € Z? legyen olyan sorozat, melyre

\/nklgm — k € R%. Ekkor

lim  mlogm (n—m)log(n—m) p{Sm = jm, S = Jm+kn_m} = p(j)p(k)

m,n—m —0oo

ahol ¢ gaufsi stiriség nulla varhato értékkel és 3 kovariancia mdtrizszal.

A lokalis tétel tobbi alakjat is kimondhatnank, amelyik (S, (z), z, T"x)
egylittes eloszlasara vonatkozik, vagy amelyik a nem diszkretizalt szabad
repiilésre vonatkozik és a tobbit.

2.3. Rekurrencia és ergodicitas

A sikbeli Lorentz-folyamat (mind véges, mind végtelen horizont esetén)
diszkretizalt .S, elmozdulasara a kovetkezs igaz:

9. Tétel. [Rekurrenciaf
p(Ing — oo S, =0)=1
Ezen tétel kovetkezménye [Sim 89| szerint:

10. Tétel. [Ergodicitas] A Lorentz folyamat végtelen invaridns mértéke dji =
cosvdqdv (ahol dq az thossz mérték végtelen sok 1itkozd peremNén) ergodikus,
vagyis barmely invaridns A halmazra vagy fi(A) = 0 vagy (X \ A) = 0.



2.4. A bizonyitasrodl

A bizonyitas stratégiaja fogjuk tomoren leirni. Mindegyik esetben az az
altalanos cél, hogy valamiképp kezelhetévé tegyiik a Birkhoff-féle 6sszeg
fourier-transzformaltjat. E célbol egy olyan szimbolikus dinamikira van
sziikség, ahol rés van a transzfer-operator spektrumjaban. Ezt Young konst-
rualta meg hiressé lett cikkében [You 98|. Torony konstrukci6jadhoz hoz-
zatartozik egy olyan fliggvénytér definidlasa, mely tartalmazza az eredeti
fazistér Holder megfigyelhet&ihez kapcsolt fliggvényeket, és a transzfer ope-
ratornak ezen a téren van rés a spektruméban.

Definidljuk a fourier-transzformalt operatort P-t, mely tgy kapcsolédik
a probléméhoz, hogy a p invariéns stirtiségen hatva az integral [ P/"(p) nem
més mint a Birkhoff-féle 6sszeg fourier-transzformaltja a ¢ helyen. Kis ¢
értékekre P, tekinthetd a transzfer operator P perturbéltjanak, mert Py =
P. Ilyenkor altaldban be kell bizonyitani, hogy P; vezets sajatértéke \; és
a spektrum tobbi része kozott is rés van, illetve hogy a rés mérete el van
hatarolva nullatol.

Nagy t értékekre pontosan tudni kell, hogy P, spektruma mikor metszi
az egységkort. A mi esetiinkben a nem diszkretizalt szabad repiilés vektorra
ez akkor torténik, ha t € 2rZ2. Emiatt vizsgalodasainkat a diszkretizalt &
fliggvényre folytatjuk. Ezzel azt érjiik el, hogy mivel ez egészértéki vektor,
ha t € 2nZ2, akkor P, = P, igy faktorizalhatunk, és tekinthetjiik tigy hogy
t € 2rT?. Ez a minimalitas kérdése.

Miutan belattuk a spektrélis rés 1étezését kis ¢ értékekre, tudjuk hogy
P = A} + O(W"), megfelel6 ¥ < 1-re. Kovetkezésképpen a fiiggs Osszeg
karakterisztikus fiiggvénye hatvannyal kozelithets. Igy mar csak A\, aszimp-
totikajat kell vizsgalnunk. A véges horizontu esetben ezt a P, operator
egytitthatdés masodrendii sorfejtésébsl kapjuk.

Ez a sorfejtés nem létezik, ha a horizont végtelen. Igy mas megkozeli-
tésre van sziikség. Még miel6tt geometriai megfontolason alapulé megko-
zelitésiinkkel elértiik volna célunkat megjelent egy érdekes munka Balint és
Gouézel tollabol [BG 06]. A stadion bilidrdra bizonyitottak globalis hatéar-
eloszlés tételt \/nlogn skilazassal. Eljarasuk alapvetSen analitikus volt. A
skalazasok egybeesése a mi modelliink hosszii repiilései és a stadion kvazi-
integralhato, egyenes falak kozott pattogd, trajektoriai kozotti analogiaval
magyarazhato. A [BG 06] cikk érvelései lényegében harom ponton kénnyi-
tették meg a mi esetiink bizonyitéasat:

1. ha van a modellre Young-féle torony, akkor 3.4-es tételiik altalanos és
tomor feltételt ad a nem standard gauls limesz 1étezésére;

2. a ,torony-0sszeg’et kezelhetd, de még mindig domindns tartoméanyra



szoritottak;

3. a farokban tett kirAnduléasokra Chernov [Ch 99| egy igen komoly ered-
ményét hasznaltak.

Kérdéses persze, hogy tényleg sziikség van-e Chernov gyonyord, &m igen-
csak ,,Agyt’nak szdmit6 eredményére.
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