
Lokális tétel és rekurren
ia síkbeliLorentz-folyamatra

ím¶ PhD értekezés téziseiVarjú TamásMatematika Intézet, Budapesti M¶szaki és Gazdaságtudományi EgyetemTémavezet®: Szász Domokos2006Az alábbiakban a �Lokális tétel és rekurren
ia síkbeli Lorentz-folyamatra�
ím¶ PhD értekezést foglaljuk össze. Bemutatjuk a lorentz-folyamatot, minta vizsgálat tárgyát, a kérdéseket és azok történeti hátterét, közöljük az ered-ményeket, majd röviden bepillantunk a bizonyítás stratégiájába.1. A modell és a kérdések bemutatása1.1. A Sinai-biliárd, és a Lorentz-folyamatTekintsünk a lapos síktóruszon véges sokOi ütköz®t (akadályoknak is szokáshívni) T

2 ⊃ O = ∪Oi úgy hogy mindegyik ütköz® szigorúan konvex, határapedig C3-sima. Legyen n(q) a ∂O határgörbe normálvektora a q pontban,mely legyen az O-ból kifele mutató. A rendszer fázistere:
X = {(q ∈ ∂O, v ∈ R

2) | |v| = 1, 〈v, n(q)〉 ≥ 0}.A biliárd dinamika T : X → X egyenes vonalú v sebességvektorú egyen-letes mozgás, melyet rugalmas ütközés követ (v-t tükrözzük az ütközéspont-beli érint®egyenesre). Ennek a rendszernek van egy természetes invariáns1



mértéke: ha l jelöli a ∂O görbe teljes hosszát, akkor dµ = 1
2l
〈v, n(q)〉 dqdv,invariáns valószín¶ségi mérték, hiszen ∫

X
〈v, n(q)〉 dqdv = 2l. A normálókonstanst 1

2l
= cµ-vel fogjuk jelölni.Ezt a fázisteret azonosítani fogjuk véges sok henger uniójával ∂O ×

[

−π
2
; π

2

]. Ezen dolgozatban ha v egy fázispont sebességvektorát jelöli, akkorazt úgy értjük, hogy v ∈
[

−π
2
; π

2

].Ezen fázistér S0 határa érint® ütközésekb®l áll. A dinamika ezen határ®sképeiben, az inverz dinamika ezen határ képeiben szakad. Ezeket Si =
T iS0, i ∈ Z jelöli.

1. ábra. 100 ütközéses Lorentz trajektória-darab kör alakú ütköz®kkel ésvéges horizonttalA síkbeli Lorentz folyamat az el®bb leírt tórusz-biliárd természetes Z
2fedése. Pontosabban: tekintsük a sík Z

2-tel való faktorizálását Π : R
2 →

T
2! Ennek fundamentális tartománya legyen D, ami lehet egy félig nyíltfélig zárt négyzet R

2-ben, vagyis R
2 = ∪z∈Z2(D + z), ahol D + z az eltoltfundamentális tartomány.Felemeljük a síkra az ütköz®ket (legyen Õ = Π−1O), és de�niáljuk az X̃fázisteret, és a T̃ dinamikát ugyanúgy, mint a fenti leírásaban. A szabad útfüggvényt ψ̃ : X̃ → R

2 a következ®képpen de�niáljuk: ψ̃(x̃) = q̃(T̃ x̃)− q̃(x̃).A diszkrét szabad út függvényt κ̃ : X̃ → Z
2 pedig így: κ̃(x̃) = ι(T̃ x̃) − ι(x̃),ahol ι(x̃) = z ha x̃ ∈ D + z. Vegyük észre, hogy ψ̃ és κ̃ invariánsaka Z

2 
soporthatással szemben, így létezik ψ és κ eredeti X-en de�niáltfüggvény, hogy ψ̃ = Π∗ψ és κ̃ = Π∗κ. Valójában 
éljainknak inkább egyolyan fundamentális tartomány fog megfelelni, ahol ∂Õ ∩ ∂D = ∅. Így κfolytonos függvény.A Lorentz folyamatot tekinthetjük a tóruszbiliárd feletti ferdeszorzatnakis akár T̃ : (x, a) 7→ (Tx, a + κ(x)) ahol x ∈ X a fázispont a 
ellán belül,
a ∈ Z

2 pedig a 
ella-index.1. De�ní
ió. [Horizont℄ A rendszert véges horizontúnak hívjuk, ha a sza-bad út függvény korlátos. Egyébként végtelen horizontról beszélünk.2



A modell (�zikai) egyszer¶sége ellenére számos interpretá
iója létezik.Eredetileg egy elektron mozgását volt hivatva leírni egy kristályban [Lor 05℄,de beszélhetünk gázmodellr®l is, ahol 
sak egyetlen része
ske mozgását kö-vetjük és nem érdekel a többi része
ske közötti köl
sönhatás. Ez utóbbimegközelítés nem tudja igazolni a periodi
itást, amit te
hnikai feltevésnektekint.Amikor [BS 81℄ (lásd még [BChS 91℄) bebizonyították hogy a trajektóriagyengén tart a brown-mozgáshoz, akkor ezzel a gázmodellt is igazolták. Abrown-mozgás [Brown℄ alapvet®en egy pozitív h®mérséklet¶ közegben lév®része
ske mozgását írja le, ahol a dinamikát a közeg része
skéit®l kapottapró lökések vezérlik. Az eredmény bebizonyította, hogy a közeg típusanem érdekes, még fagyott kristály is lehet mindaddíg, amíg s¶r¶sége nemenged meg akármilyen hosszú szabad repülést.1.2. A rekurren
ia és a lokális tételek kérdésköreA brown-mozgás legegyszer¶bb matematikai mikroszkopikus modellje azegyszer¶ szimmetrikus bolyongás. A terület híres eredménye a Pólya tétel,amely rekurren
iát állít. Itt rekurren
ia alatt azt értjük, hogy a folyamatmajdnem biztosan visszatér a kon�gurá
iós tér minden korlátos tartomá-nyába. Miután belátták, hogy a síkbeli Lorentz-folyamat di�úzív limesze awiener-folyamat rekurren
iájának kérdése azonnal felvet®dött Ya. G. Sinai-ban 1979-ben.Az els® pozitív eredmény [KSz 85℄-t®l származott, ahol a rekurren
iaegy gyengébb változatát látták be: a folyamat majdnem biztosan visszatérvégtelen sokszor egy visszafogottan (logaritmikusan) növekv® tartomány-sorozatba. A szerz®k a valószín¶ségszámítási módszert ötvözték a markov-approximá
iók dinamikai eszközével. A rekurren
ia gyengébb formája gyen-gébb lokális határeloszlás-tételükön múlt: 
sak annak valószín¶ségét tudtákkiszámolni, hogy a Lorentz-folyamat n-edik ütközés pillanatában vett pozí-
iója Sn gyengén növekv¶ méret¶ tartományba esik, de azt nem hogy egyrögzített tartományba. Továbbá ezek az eredmények 
sak véges horizontmellett voltak érvényesek, vagyis ha nin
senek ütközésmentes pályák.Egy új �és meglep®� megközelítés jelent meg 1998-1999-ben, amikor egy-mástól függetlenül S
hmidt [S
h 98℄ és Conze [Conze 99℄ bebizonyították arekurren
iát. Módszerükben 
sak a 
entrális határeloszlás-tételre (CHT)[BS 81℄ és (absztrakt) ergodelméleti ötletekre támaszkodtak. Megközelíté-sük lényegesen támaszkodik azokra a megszorításokra, hogy a modell síkbeliés véges a horizontja. Célunk, hogy visszatérjünk a valószín¶ségszámítási-dinamikai megközelítéshez és el®bb egy valódi lokális 
entrális határeloszlás-tételt (LCHT) bizonyítsunk a síkbeli Sn Lorentz-folyamatra.3



LCHT-t markov-lán
ok függvényeire Kolmogorov bizonyított 1949-ben[Kol 49℄ valószín¶ségszámítási módszerekkel. 1957-ben Nagaev [Nag 57℄ �operátor érték¶ Fourier transzformálttal és perturbá
ió elmélettel� általá-nos bizonyítást adott LCHT-re szintén markov-lán
ok függvényeire. Enneka módszernek a variánsait kés®bb újra felfedezték és/vagy alkalmazták: A)Krámli és Szász [KSz 83℄ hogy LCHT-t bizonyítsanak bels® állapotú bolyon-gásra, B) Guivar
h és Hardy [GH 88℄ Anosov di�eomor�zmusok esetében C)Roussean-Egele, [R-E 83℄, Morita [Mor 94℄ és Broise [Bro 96℄ tágító interval-lumleképezésekre és végül D) Aaronson és Denker, [AD 01℄ Gibbs-Markovleképezésekre.Magának a rekurren
iának szintén van egy érdekes következménye. Sza-badjon el®ször megjegyeznünk, hogy a Lorentz folyamat er®s szo
hasztikustulajdonságait, mint a korrelá
ió-le
sengést, határeloszlás tételeket stb. 
sakperiódikus ütköz®kon�gurá
ióra tudjuk belátni, amikor az Sinai-biliárddáfaktorizálható. Ugyanerre az esetre mégis érdekes lenne, hogy a Lorentz-dinakia vajon a faktorizálás nélkül is ergodikus-e (N. B. ebben az esetbenaz invariáns mérték végtelen!). Simányi egy régi eredménye [Sim 89℄ a re-kurren
ia és a végtelen mérték ergodi
itását állítja a Lorentz-folyamatra.1.3. A végtelen horizont esete

2. ábra. 100 ütközéses Lorentz trajektória-darab kör alakú ütköz®kkel ésvégtelen horizonttalA végtelen horizontú esetr®l a �zikai irodalomban észrevették hogy ano-mális di�úzív viselkedést mutat (vö. [FM 84℄, [BD 85℄, [Bun 85℄ és [ZGNR 86℄).Annak a lehet®sége, hogy a mozgó része
ske tetsz®legesen hosszan szaba-4



don repülhet azt okozza, hogy ezek a hosszú szabad repülések dominálják azelmozdulást: a hosszú szabad repülések összege valamivel gyorsabban n®,mint a korlátos tagok összege, ami szuperdi�úzióhoz vezet. Mennyiségilegez a farokviselkedéshez kap
solható, vagyis ahhoz, hogy hogyan viselkedika szabad repülés vektor az ütközésmentes pályák környékén.Bleher 1992-ben részben szigorú, részben heurisztikus 
ikkében [Bleher℄megmutatta, hogy az n-edik ütközéskor vett Sn elmozdulás aszimptotikusviselkedése enyhén szuperdi�úzív, és Sn√
n log n

-t®l várható, hogy nemelfajulógauÿ limeszhez tart. Szintén megéri megemlíteni, hogy a diszkrét idej¶dinamika nem áll nyilvánvaló kap
solatban a �zikai id®vel, mert kettejükhányadosa (a szabad úthossz) nem korlátos. Bleher azt is megmutatta, hogy�zikai id®ben is ugyanezt a √t log t skálázást kell alkalmazni, ha nemelfajulógauÿ-limeszt akarunk. Ez az eredménye szigorú, feltéve hogy a globálishatáreloszlás tétel igaz.Ebben az esetben azonban még globális határeloszlás tétel sem volt ko-rábban szigorúan bizonyítva. Els® 
élunk tehát a globális tétel, majd �ugyanúgy, mint a végtelen horizont esetében, 
sak más skálázással� a lokálistétel levezetése, végül a rekurren
ia bizonyítása.2. Eredmények2.1. Határeloszlás-tételek véges horizontraVéges horizontú Lorentz-folyamat esetében a diszkrét elmozdulásra Sn =
∑n−1

i=0 κ ◦ T i a következ® állítás érvényes:1. Tétel. [Lokális tétel, véges horizont℄ Legyen kn ∈ Z
2 olyan sorozat, hogy

kn√
n
→ k ∈ R

2. Ha véges a horizont akkor a következ® állítás igaz:
lim

n→∞
n · µ{Sn = kn} =

e−
1

2
kΣ−1kT

2π det Σvalamilyen nemelfajuló Σ kovarian
ia-mátrixra.A nem diszkrét elmozdulásra a következ® igaz. Legyen νn a ∑n−1

i=0 ψ ◦T iBirkho� összeg eloszlása.2. Tétel. [Folytonos lokális tétel℄ Legyen vn ∈ R
2 olyan sorozat, amire

vn√
n
→ v ∈ R

2. Ha véges a horizont, akkor a következ® igaz:
lim

n→∞
n · νn =

e−
1

2
vΣ−1vT

2π detΣ
c2µ · ♯ ⋆ m+ ⋆ m−5



ahol ♯ a számlálómérték Z
2-en, m+ az ívhosszmérték a fundamentális tar-tomány ütköz®inek határán ∂O ∩ D, m− pedig egy m+ eloszlású vektor el-lentettjének eloszlása. A konvergen
iát a mértékek gyenge topológiájábanértjük, és ⋆ pedig a konvolú
ió jele.Ezt a két tételt a lokális tétel egy olyan verziójából vezettük le, amelymég ennél is többet állít:3. Tétel. [Együttes határeloszlás℄ Legyen kn ∈ Z

2 olyan sorozat, melyre
kn√

n
→ k ∈ R

2. Legyen Υn az (Sn(x) − kn, x, T
nx) hármas eloszlása. Havéges a horizont, akkor a következ® igaz:

lim
n→∞

n · Υn =
e−

1

2
kΣ−1kT

2π detΣ
♯ · µ · µahol ♯ a számláló mérték Z

2-en, és a konvergen
iát a mértékek gyenge topo-lógiájában értjük.A rekurren
ia bizonyításához szükségünk volt egyfajta aszimptotikusfüggetlenségre, amit együttes lokális tétel formájában adtunk meg:4. Tétel. [Aszimptotikus függetlenség℄ Legyen jn ∈ Z
2 olyan sorozat, melyre

jn√
n
→ j ∈ R

2, és kn ∈ Z
2 legyen olyan sorozat, melyre kn√

n
→ k ∈ R

2. Ha ahorizont véges, akkor
lim

m,n−m→∞
m · (n−m) · µ{Sm = jm, Sn = jm + kn−m} =

e−
1

2
(jΣ−1jT +kΣ−1kT )

4π2 det2 ΣEzen utolsó tételnek van olyan alakja is, amely az x, Tmx, T nx fázis-pontok eloszlását is tartalmazza, de annak kimondását már fölöslegesnekérezzük.2.2. Határeloszlás-tételek végtelen horizontraMint korábban említettük, az ütközésmentes pályák környékén kiértékeltszabad út vektor dominálja a birkho�-összeget, így ki tudjuk számolni ahatáreloszlásként el®álló gauÿ eloszlás kovarian
iamátrixát geometriai kons-tansok segítségével. E 
élból de�niáljuk a folyosópontok halmazát, mint amindig érint®, periodikus pontok halmazát.
C = {x ∈ X | ∃i T ix = x ∀j T jx ∈ ∂X}6



De�niáljuk a Σ mátrixot, mint
∑

x∈C

cµd
2
x

2|ψ(x)|

(

ψ2
1(x) ψ1(x)ψ2(x)

ψ1(x)ψ2(x) ψ2
2(x)

) (1)ahol ψ = (ψ1, ψ2) a komponensfüggvényekre használt jelölés, dx pedig afolyosó szélessége. (vö. 3 ábra).
d3. ábra. Folyosót átmetsz® szabad repülés, valamint a folyosó szélessége.Mind a diszkretizált, mind a nem diszkretizált szabad repülés vektorBirkho�-féle összegére, vagyis az Sn elmozdulásra igaz a globális határeloszlás-tétel √n logn skálázással.5. Tétel. [Globális határeloszlás-tétel℄ Tegyük fel, hogy a folyosó szabad re-pülés vektorok {ψ(x) | x ∈ C} kifeszítik a síkot. Ekkor

µ

{

Sn√
n logn

∈ A

}

→
∫

A

ϕ(k)ahol ϕ az a nemelfajuló Gauÿ-féle s¶r¶ség, melynek nulla a várható értéke,és a (1) képlettel de�niált Σ a kovarian
ia mátrixa.Ha a folyosó szabad repülés vektorok nem feszítik ki a síkot, de a ho-rizont végtelen, akkor anizotrópikus skálázást kell alkalmazni, hogy nemel-fajuló gauÿi limeszt kapjunk. Itt nem tudjuk pontosan megadni a limeszkovarian
iamátrixát.6. Tétel. [Párhuzamos folyosók℄ Tegyük fel, hogy minden folyosó szabadrepülés vektor egy irányba esik ψ(x) ‖ ~v (∀x ∈ C). De�niáljuk a következ®mátrixot Bn =
( √

n 0

0
√

n log n

) a (~v⊥, ~v) ortogonális bázisban. Ekkor
µ

{

SnB
−1
n ∈ A

}

→
∫

A

ϕ(k)ahol ϕ nemelfajuló normális s¶r¶ség nulla várható értékkel.Nézzük a lokális tételeket! 7



7. Tétel. [Lokális tétel, végtelen horizont℄ Tegyük fel, hogy a folyosó szabadrepülés vektorok {ψ(x) | x ∈ C} kifeszítik a síkot. Legyen kn ∈ Z
2 olyansorozat, melyre kn√

n log n
→ k ∈ R

2. Ekkor
n logn µ{Sn = kn} → ϕ(k)ahol ϕ egy nemelfajuló Gauÿ-féle s¶r¶ség nulla várható értékkel, és (1)-bende�niált Σ kovarian
ia mátrixszal.Csakúgy, mint a végtelen horizont esetén itt is szükségünk van egyaszimptotikus függetlenség típusú állításra.8. Tétel. [Aszimptotikus függetlenség℄ Tegyük fel, hogy a folyosó szabad re-pülés vektorai {ψ(x) | x ∈ C} kifeszítik a síkot. Legyen jn ∈ Z

2 olyansorozat, melyre jn√
n log n

→ j ∈ R
2, és kn ∈ Z

2 legyen olyan sorozat, melyre
kn√

n log n
→ k ∈ R

2. Ekkor
lim

m,n−m→∞
m logm (n−m) log(n−m) µ{Sm = jm, Sn = jm+kn−m} = ϕ(j)ϕ(k)ahol φ gauÿi s¶r¶ség nulla várható értékkel és Σ kovarian
ia mátrixszal.A lokális tétel többi alakját is kimondhatnánk, amelyik (Sn(x), x, T nx)együttes eloszlására vonatkozik, vagy amelyik a nem diszkretizált szabadrepülésre vonatkozik és a többit.2.3. Rekurren
ia és ergodi
itásA síkbeli Lorentz-folyamat (mind véges, mind végtelen horizont esetén)diszkretizált Sn elmozdulására a következ® igaz:9. Tétel. [Rekurren
ia℄

µ(∃nk → ∞ Snk
= 0) = 1Ezen tétel következménye [Sim 89℄ szerint:10. Tétel. [Ergodi
itás℄ A Lorentz folyamat végtelen invariáns mértéke dµ̃ =

cos vdqdv (ahol dq az íhossz mérték végtelen sok ütköz® peremén) ergodikus,vagyis bármely invariáns A halmazra vagy µ̃(A) = 0 vagy µ̃(X̃ \A) = 0.
8



2.4. A bizonyításrólA bizonyítás stratégiájá fogjuk tömören leírni. Mindegyik esetben az azáltalános 
él, hogy valamiképp kezelhet®vé tegyük a Birkho�-féle összegfourier-transzformáltját. E 
élból egy olyan szimbolikus dinamikára vanszükség, ahol rés van a transzfer-operátor spektrumjában. Ezt Young konst-ruálta meg híressé lett 
ikkében [You 98℄. Torony konstruk
iójához hoz-zátartozik egy olyan függvénytér de�niálása, mely tartalmazza az eredetifázistér Hölder meg�gyelhet®ihez kap
solt függvényeket, és a transzfer ope-rátornak ezen a téren van rés a spektrumában.De�niáljuk a fourier-transzformált operátort Pt-t, mely úgy kap
solódika problémához, hogy a ρ invariáns s¶r¶ségen hatva az integrál ∫ P n
t (ρ) nemmás mint a Birkho�-féle összeg fourier-transzformáltja a t helyen. Kis tértékekre Pt tekinthet® a transzfer operátor P perturbáltjának, mert P0 =

P . Ilyenkor általában be kell bizonyítani, hogy Pt vezet® sajátértéke λt ésa spektrum többi része között is rés van, illetve hogy a rés mérete el vanhatárolva nullától.Nagy t értékekre pontosan tudni kell, hogy Pt spektruma mikor metsziaz egységkört. A mi esetünkben a nem diszkretizált szabad repülés vektorraez akkor történik, ha t ∈ 2πZ
2. Emiatt vizsgálódásainkat a diszkretizált κfüggvényre folytatjuk. Ezzel azt érjük el, hogy mivel ez egészérték¶ vektor,ha t ∈ 2πZ

2, akkor Pt = P , így faktorizálhatunk, és tekinthetjük úgy hogy
t ∈ 2πT

2. Ez a minimalitás kérdése.Miután beláttuk a spektrális rés létezését kis t értékekre, tudjuk hogy
P n

t = λn
t + O(ϑn), megfelel® ϑ < 1-re. Következésképpen a függ® összegkarakterisztikus függvénye hatvánnyal közelíthet®. Így már 
sak λt aszimp-totikáját kell vizsgálnunk. A véges horizontú esetben ezt a Pt operátoregyütthatós másodrend¶ sorfejtéséb®l kapjuk.Ez a sorfejtés nem létezik, ha a horizont végtelen. Így más megközelí-tésre van szükség. Még miel®tt geometriai megfontoláson alapul® megkö-zelítésünkkel elértük volna 
élunkat megjelent egy érdekes munka Bálint ésGouëzel tollából [BG 06℄. A stadion biliárdra bizonyítottak globális határ-eloszlás tételt √n logn skálázással. Eljárásuk alapvet®en analitikus volt. Askálázások egybeesése a mi modellünk hosszú repülései és a stadion kvázi-integrálható, egyenes falak között pattogó, trajektóriái közötti analógiávalmagyarázható. A [BG 06℄ 
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