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ẋ = f(x)
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|Φ(h, x) − ϕ(h, x)| ≤ const · hp+1
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Φ(h, ·)
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ϕ(h, ·)
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J : [0, h0] × U → V
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J(h, ·)
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h ∈ [0, h0]
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Φ(h, J(h, x)) = J(h,ϕ(h, x))
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Φ(h, ·)
.=���$!#�W���A!#�r�/��� .���'2���"��9A!#%���35!#3�&�9I_���%�%)��:A�x3���%*!Z_�.�61�=U

�5;#:�!=Q ��� q1f$��l��RqA��� ��� �v��'(3d+?,�%). ;#��%[c�:A@�3/��> ��3�_Ve��?<�>$!�����:AT?�(F(��e�% _Ve���!z�-61�1_V��:�;1F��)Ku,(�b!#'7�).�����3���35;1�
%)���-,�+?��'2,(�435;(9-61%)�5;#:�;#32QB� 3/629A;#T�T��*!#��T$!#�v!

|J(h, x) − x|
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ϕ(h, ·)
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α
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α̃ 	
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x = 0
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|α − α̃|
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�W��� .=>$;#�/61� �(�/��3�T?���v!#'N;#%�%*!#� .�KxF(,�%��-,���3W����3���'2013�3
O(hp)
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J(h, ·, α)
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Φ(h, ·, α)
,(�

ϕ(h, ·, α)
%)���-,�+?��'2,(�/���-��34�A!#� 61������� �^!#%*!#���5!b> 61'('(���?QN� � 61���I;#%D\]61���I!ZUR3��5!#� ��'�\]61�VU

�I;1F��)K1�xik� �Z Zi���i5n[m1�1f2�kgA�-�-��l]�#m2mA¢kf$�L�)��\]��%D\]61:A>$!#3/K1�?<�9A!#:A@��)�L61%�@�!#�d� ���W%���� �2;#���)�S�-6�61�/.=���$;#35!#3��5!#� ��'�\]61���I;ZU
F��)K1���-,���32<
!#����%�@-���B�-61�����/��3���'Z;#% _/;#�7,(�s��:A@=��'2����� ��&�3����x!I�-,(�/M1T�T��	9���'2��:�;#%*!#3/61�A!#32QJ�Y>$;#�/61� T��D\������A;1F��)KA�
+?61��3O�-01'2��%),�T?���x!���'2K1T$!#�=\]61��:-KH%)���-,�+�'2,(�/F(�5!#%*;1.#_/!#�����8!W�-029-��3��-��'2MN!#%*!#���5!W3��5!#� ��'�\]61���I;#%�>$!#3/K1�?Q^��� 3/,kU
3/��%)����T?���

f
!#%)�/K^��� .��k®����
!^����:1\]��%)��%)MW9A;#%�3/61'2K1�d��'2��������3��X+$!#�/F��*;#%��)�P.�������9A;#%�35!#�A!#3	_���%)01%����?Q �

)�*,+.-0/21436587:9;1%<(1%=�>0?2@;ACB�DFE�GIHKJ<(LNM�>%GIB�O2* ¨X��:A@�e��7\]��%R<X> 61:A@z!d����:1\]��%)��%)M����G�����I!^_�61T�T?61%). !#%�c
ẋ =

f(x, α)
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(x, α) = (0, 0)
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f ∈ Cp+6 < f(0, 0) = 0

<
fx(0, 0) = 0

<
fxx(0, 0) 6= 0

,(�
fα(0, 0) 6= 0
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x 7→ Φ(h, x, α)

%)���-,�+?��'2,(��3O!#'
x 7→ NΦ(h, x, α) := hα + x + s · hx2 + hx3 · η(h, x, α)
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x 7→ ϕ(h, x, α)
%)���-,�+?��'2,(��3O!#'

x 7→ Nϕ(h, x, α) := hα + x + s · hx2 + hx3 · η̃(h, x, α)
!#%*!#���5!x> 61'('Z!=Q�� \]����3��)����T?����!#'

s = ±1
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ϕ
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|η−η̃| = O(hp)
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ẋ = f(x, α)
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(x, α) = (0, 0)
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f ∈ Cp+6 < f(0, α) = 0
�p�W��� .����

|α| ≤ α0
�(�/��3/,���k<

fx(0, 0) = 0
<

fxx(0, 0) 6= 0
,(�

fxα(0, 0) 6= 0
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ϕ(h, 0, α) = 0
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h ∈ (0, h0]
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|α| ≤ α0
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x 7→ Φ(h, x, α)

%)���-,�+?��'2,(��3O!#'
x 7→ NΦ(h, x, α) := (1 + hα)x + s · hx2 + hx3 · η(h, x, α)
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x 7→ ϕ(h, x, α)
%)���-,�+?��'2,(��3O!#'

x 7→ Nϕ(h, x, α) := (1 + hα)x + s · hx2 + hx3 · η̃(h, x, α)
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s = ±1
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O(hp)
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|η−η̃| = O(hp)
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ẋ = f(x, α)

��:A@-����%)��3/F(�5!#%*;1.=�$!#��!#'
(x, α) =

(0, 0)
61����:-K79���%�%*!ZURT��D\������A;1F��)KA��+?61��3�_/!=<r9A!#:A@��)�

f ∈ Cp+7 < f(0, α) = 0
�p�W��� .����

|α| ≤ α0
�(�/��3/,���k<

fx(0, 0) = 0
<
fxx(0, 0) = 0

<
fxxx(0, 0) 6= 0

,(�
fxα(0, 0) 6= 0
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ϕ(h, 0, α) = 0
<
ϕx(h, 0, 0) = 1

,(�
ϕxx(h, 0, 0) = 0
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h ∈ (0, h0]
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|α| ≤ α0
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x 7→ Φ(h, x, α)
%)���-,�+?��'2,(��3O!#'

x 7→ NΦ(h, x, α) := (1 + hα)x + s · hx3 + hx4 · η(h, x, α)
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x 7→ ϕ(h, x, α)
%)���-,�+?��'2,(��3O!#'

x 7→ Nϕ(h, x, α) := (1 + hα)x + s · hx3 + hx4 · η̃(h, x, α)
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s = ±1
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Φ
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ϕ
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η
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Φ
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ϕ
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|η−η̃| = O(hp)
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|NΦ(h, x, α) −Nϕ(h, x, α)| ≤ c · hp+1|x|ω
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ω = 3
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ω = 4
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c > 0
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NΦ(h, ·, α)
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Nϕ(h, ·, α)

� 61���I;#%D\]61���I!1F(�5!#%*;1.�61�HT��D\������A;1F��)KA�
+?61��3�_/!W��:A@�!#�5;#��3[!#'"61����:-K�Q

��'Z;#�W&�35;1�5!#�����z�/61�5;#�x����� ��3J�-01'(T?���x\],���@7.�����e�%�34!�
�g�f���i� � g=�]�Rq1¬�h��2o#n/ Zikj��kn(q1���-o��p%*;1�/.x+�%RQN� �#�1���
c1_/!#T�T£,��/.����-�(�83���%*!Z_�.�61� �5;#:�!#���5!=t�T?��T���'261��@�&�3/613�3����?<J> 61:A@~��%)��:-��� .�M����£���)�

h
%),�+?,(���-01'G�(�/��3/,��£3/��3VU

��'2M1%)��:-�(�2<	%)��:�!#%*;#T�Tv��%)�/M1�/��� .=� � ����:-�5w�|[��3�35!ZUR��K�.���'2������:A'Z!#��3���%S����:-M1��'(��!B��@-���/��:-F(�/61��K#UJ,(�^F(��c F(�VU
T��D\������A;1F��)K

n
U�.=��������'(�)KA�2<$9A!#%*!#�W����3"!^3��5!#� ��'(������3������ �VUS,(��9���%�%*!ZURT��D\������A;1F��)KH��:A@=.=��������'(�)KA�P\]��%�3/,�3/��%)����32Q�a

3/�(F/>������A!#�1_���%�%)��:A�^���/�(.=��,���@4+?61��3/6A��������61� . ;1�5;#3/K1%=��3�3
��6A��3	��%�3/��������3�e����?QS���uT��D\������A;1F��)K1�
n
U�.=��������'(�)KA�

%)��&��5;1�5!^����:A35!#%*;#%�>$!#3/KI+�%RQ�!b� �Z�
F�������T?���yQ � �/.����-�(�2<�> 61:A@N!4\]��%�>$!1��'(�$;#%�3��I!#:�!1�5!#T�T��/��� .=�B%*;#� F(��'Z!#T$;#%�@�3
3/01T�T8!#%*!#+�9-��3/MW\]61���5;1���J�����A;#T$!#�B�)�S>���T$;1�5!#�b\]61:�!#%��I!#'(35;#�d����: <$!#�W����3[!#'(3"� �A�y�����J��35!#3�_/!=Q �

�



a	'2���B!#'J���/�(.=��,���@-�������8!b� �Z�Dw�����A�
F������=�/61�/61'Z!#3�T$!#�8��%�9-,�:A'2��3�3O9���'2��:�;#%*!#3/61�d���)��:-,(��'(&�3/,(�/,�� ���d3/��������3VU
> ��3/M1�?< !#> 61%X!4��'2����'2M4����:A9���'2��:�;#% _/!=<�> 61:A@d! � ����:-�5w�|[��3�35!ZUR��K�.���'2���/���d�W��%�@-���b3���%*!Z_�.�61� �5;#:-61�A!#3PM1����'�U
� ��������:���%)���W��T��D\������A;1F��)KA��+?61��3/61���-01'2��%),�T?���yQ�a	�/�(.=��,���@�e�����T?M1%s!#'b�)���-029-��3��-��'(���?<L> 61:A@v!8\]����3��
� 61���I;#%D\]61���I!ZUR3��5!#� ��'�\]61���I;1F��)K1�H� ,�����%�@����-,��/�O����� F(�`��'(e��=�/,�: <�>$!4!

ϕ(h, ·, α)
%)���-,�+?��'2,(� � ����:-�5w�|[��3�35!ZU

��K�.���'2����T?M1%	��'Z;#���I!#'(���?tP+?,�%). ;#��%
α̃ = α

!8�]�-�O��:A@-����%)��3�T?���x����:1\]��%)��%)M�Q�� �����$;#%�%	3/629A;#T�T$;=<E> 61:A@7!d�=Q
,(�P�=Q�3/,�3/��%)���H\]��%�3/,�3/��%)��� � ����:-�5w�|[��3�35!ZUR3�&�+�� ��c

ϕ
UR�/�J!#��3/61�I!#3������ �5!#�B3/��% _��(��e�%�� ���?Q

�P'I����,���3W���W%�&�3/��3�3
	
��%)��:-��� .�M��������)�

h
%),�+?,(���-01' 
I%),���@-��:-�(�J\]��%�3/��9-,(�2<
��:A@�!#���)�

	
�$!#:A@ 
�%),�+?,(���-01'201�

�(�/��3/,��b�)��������32<�> 61:A@b!4��������������� ����K�.���'2���/���dc��yQ�+$!#�5!#'(��35!^����:-61%). ;1�/61�A!#3P�)�S��%)M-;#%�%�&�3�>$!#3��$!#�N,(�S��:-���=U
F(�5!#�HT?61��@-61%���%�3���K�.�61�N9��)�/��%��-�(.=> ��3�� ���?Q � ����:-�5w�|[��3�35!ZUR��K�.���'2���/�����/M1%���'('2��%y�A!#+?F(�/61%*!#3�T$!#�N%*;1�/.d+�%RQr!
� �A�#�X,(�"� ���Z�
F������-��32Q

� ����3��s�5w=�=Qb3/,�3/��%)��������> ��'b!#'d!#%*;#T�T��L����:Z_���:A@�'2,(�/���-��3J\���'('(e��?Q � ��'261��@-6A�^�-01��@�9-�����p+�%RQz� � �#�L9A!#:A@
� �=�����s� ��� +?61��3/6A�5!#�u&���_/;#�x\]��%S!B%)���-,�+?��'2,(�/�����/�H9-61�$!#3��-61'2K73��5!#� ��'(������3������ �VURT��D\������A;1F��)K8\]��%�3/,�3/��%)����32td!#'
613�3�\]��%)�/61�/61%�35!#�v�(�/��3/,��v� ��� \]��%�3/,�3�%)����e�%O%),�+v\]��%�3��5!#� ��'(������3������ �VURT��D\������A;1F��)K�<�!#�W����3b!#'(3H��:A@u+?,�%). ;(9A!#%
����:A�J��35!#3�3����?Q

��9���%�%*!ZURT��D\������A;1F��)K^%),�3/��'2,(�/,�> ��'J!#'[���/6�. !#%)61�JT$!#�N:A@�!#���5!#�d����:A�-029-��3/��%����?<�> 61:A@d!#'
f
_�61T�T?61%). !#%?+$;ZU

�5!#3�%*!#�J\�e�:A:A9-,���@s%)��:A@-���y<A!#'Z!#'-<1> 61:A@
f(x, α) = −f(−x, α)

;#%�% _�61�"\]�����yQ
�u�=QX3/,�3/��%��5;#�J��35!#32<1> 61:A@"�����/�
!�\]��%�3/��9-,(���/�`9A!#%)K#_/;#T$!#�W����� F(�	��'(e��=�/,�: t
!P3/,�3/��%�&�:A@^;#%�35!#%*;#T$!#�8q#n/ �lph^hIi���jkl*mZg�n`9���%�%*!ZURT��D\������A;1F��)Ks%),�3/��'2,(�/,�3
:�!#�5!#��35;#% _/!=QB� T���'261��@�&�35;1��T$!#�v!#'H��:A@����x%),�+?,(�4�/61�5;#��!#'('Z!#%`!b�-,��/.�,(�/�/��%L35!#%*;#% _V���z��'2���JT?���I!#:A�����A!#32<
> 61:A@^>$!"!1.�613�3�9A!#%)KA��\�e�:A:A9-,���@-������:A@W��%)��:-��� .�M����H�����I!s��:A@�+$!#�5!#��,�3/���/�(�

g(x, α)
F(�5!#%*;1.#_/!s,(��!#'

α = 0+$!#�5!#��,�3/���/,���3/,���� ,�%
g(x, α)

UR�$!#�x!#'W61����:-K
k
U���'261�/6A�O:A@-01�-�A<y!#���-61�[�W�
��61� .=>$!#3/KN!I9A!#%)KA�O:A@-01�-01�B��'Z;ZU

�I;#�/K1%	,(�s��'2�����-��'2��3/,��/M1%�!#'
(x, α) = (0, 0)

+?61��3[���)F(������@N�-01����@-��'2��3/,�T?���yQ4|P61�W+�%)�k®z!#�$!#%���3������ �2<?9A!#%)KA�
!#�$!#%���3������ �2<=9A!#%)KA�

C∞
U]\�e�:A:A9-,���@-���?<��/M13`9-,�:-�(�S�����I!1�5;#:A�E6A��'(35;#%�@-61�H�(�/��3/,��B!#'[��%�@-���d3�&�+�� ��cb�-,��/.�,(�/�����-��%

� ���)���/��3��5!1�/�VUJ,(���7!#%�:A�5!#��:-�I«j/iR«�q1j��-��l]�#n8��¢���ik�)ikl�<���%�%)��3�9-�N!7�7!#3�> ���VU]\],�%)���#n/ (�R�#nkl[��¢���ik�W�p%*;1�/.�+�%RQ�� � �Z�
9A!#:A@7�������`,(�P;#%�35!#%*;#� 6A��&�35;1�5!#�y\]61:A%*!#%��-61'(�$!#�?< ����%�@b���/�(.=��,���@-���-��3"!4T��D\������A;1F��)K���%���,�%)��3�T?���7,(�P!W��'(����:A�=U
%*!#����35;1�/��%���,�%)��3�T?������%)MA��'2���/��3/��3�3/��%�>$!1��'(�$;#% _/;#�?Q4�B����6A��3I�p9-,�:-�(�"�����I!1�5;#:b�(�/��3/,���[��'2����3/M1%�\�e�:A:-��3�%)����e�%
!1.=3������B��%)���W��T���'261��@�&�35;1��3"!#���5!=<> 61:A@NT���'261��@-6A�"!#%*!#��c

g
%)���-,�+?��'2,(�[�(�/��3/,��

α = 0
���)�P�-01����@-��'2��3/,�T?���

��:A@H>$;#�/61����'261�/6A��:A@-01��3/,���@-��'2MI> 61:A@�!#�N+?����3�����T$;#%)K�.=>$!#32Q
�8��:1{ :A@-��%�> ��3/M�<�> 61:A@�!J�=Q�,(�L�=Q
3/,�3/��%�T?���d!

ϕ
.=�)��'(���/��3���'Z;1F��)K1�/K1%3/01T�T�3���%*!Z_�.�61� �5;#:-613L�)�	\]��%�3/��3�3�e����?Q

a	:A@=��'2�����x+?,�%). ;#���A!#%���%�%�� ��'(3��5;#%�3����7��'2���8\]��%�3/��9-,(�/���8��'(e��=�/,�:-�(�/�/,�:-,�32tP� ,�%���e�%�e��7!
ϕ(h, ·, α)

F(�5!#%*;1.=T$!#�
!#'J61����:-KW�-01����@-��'2��3/,�T?���B� ���}T���'(3/6A�2<�> 61:A@H%),�3/��'(���d3��5!#� ��'(������3������ �VU�9A!#:A@H9���%�%*!ZURT��D\������A;1F��)KA��+?61��32Q

a	'2���d��35;#�8!4�/�(.=���-F��)KA��%),�+?,(�/���H��35;#�8!^�-61�1_V��:�;1F��)KW�-,��/.�,(�/�J!4����:1\]��%)��%)M�� 61���I;#%D\]61���I;#�d�-01'2013�3��

J(h,NΦ(h, x, α), α) = Nϕ(h, J(h, x, α), α)
�]�-�

\�e�:A:A9-,���@-��:A@-����%)��3O����:-61%). ;1�5;#�5!���:A@=��'2����� �/0�.=���?Q	�P'J!#%*;#T�T��X���/�(.=��,���@-���-��3O��:�!#'261%�3����?Q

�Q*.+.-0/2143�* �P'W�5w=�=Q�3/,�3/��%?\]��%�3/,�3/��%)���E����%�%)��3�3�!d�]�-�L��:A@-����%)��3�� ���H�W��� .����y<���%)��:-��� .�M����b���)F(���
h ∈ (0, h0]

<
|x| ≤ ε0

,(�
|α| ≤ α0

����%�%)��3�3O%),�3/��'(���N61%�@�!#�8����:-61%). ;1�5!=<����%�@��/�4!
J(h, ·, α)

\�e�:A:A9-,���@N> 61���(61��61�V{ '�U
�J� �2Q

�

�~�-61�1_V��:�;1F��)K1�A!#3O!O¡kg�fo-q1hIikf$�R�1� l*ns�Rq1j��R�1h��1f �-�#m���K�.���'2���/,�9-��%y�-61� ��3����$;#%�3����H����: t	�/01:A'(&�3/��3�3
h
,(�

α
����%�%)��3�3P!

J(h, ·, α)
\�e�:A:A9-,���@�3P��:A@d!#%��A!#%��I!1�S����3/����9A!#%�%�����61�B��%)M1&���9A!W!d�]�-�L��:A@-����%)��3O;#3��/��� .���'2,(�/,�9-��%

�/��������'(&�9d��K�.�61�b3�� .#_V���d����3/����_��(��'(3/�����RQ
�}\���� . !#������35;#%��)�I35!#��3/61�I;#��@-61�v��K�.���'2���/�b+�%RQ�!�� � �#���-01��@�9�T?���v35!#%*;#%�>$!#3/Kz����: Qv�}\�e�:A:A9-,���@�U

��:A@-����%)��3/�����/M1%y+?,�%). ;#��%
!4��%*!1�/��'(����� �s� �#�1�y�J�b��@�c1_V3�0A�/��'2�k\]61:A%*!#%)K132Qr�£.=���$!#�W���A!#�E�/��� .���'2���/���b��%���,�%)��3/,kU
T?���I\]61��3/6A��\�e�:A:A9-,���@-��:A@-����%)��3/���b,(�L�-61�1_V��:�;1F��)KA�`�-,��/.�,(�/������e�%)01��T?01'2M^�����I!1�5;#:A�?6A��'(35;#%�@-61��T$!#�d3/01��3/,�� M
����:-61%). ;1�5;#3[!d� �Z�X��61� 61:A�5;Z{!W35!#��35!#%��I!#'('Z!=Q��P'J��:A@=.=��������'(�)KA��� ���W>���+?����T?61%������ �P.=���$!#�W���A!#�X�/��� .���'2�kU
�/���H��6�.������y<�� ��> ,�'"�-,��/.�,(�/�����/M1%L� � �Z��!1.d����3���� MI;#3�3/��������3/,(��32Q

�



ar.�.=��:A�S���/�(.=��,���@-�������G0A�/��'2�k\]61:A%*!#%*;1�5!#�-,�+�+?������%���61� .=>$!#3/K�<	> 61:A@z��@-���/��:-F(�/61��K#URT��D\������A;1F��)KA�W+?61��3
�-01'2��%),�T?����!

Φ(h, ·, α)
F(�5!#%*;1.x��������������� �5!#�G��3�������3����5;#%��)�5!#����35!#T���%��)�2<
;#� !d3��5!#� ��'(������3������ �VUO,(�s9���%�%*!ZU

T��D\������A;1F��)KA�J+?61��3/61�G;#%�35!#%*;#� 6A�^.=�)��'(���/��3���'Z;1F��)K1���5!B� ,�'(9-�I��������������� �5!#��f?ikh ��3�������3����5;#%��)�5!#����35!#T���%*!#�?Q
�[!b!#'261��T$!#��!H����:-����:-�(.���3�3

ϕ
+?����3�����T$;1F��)K1�7>$!#%��I!#'Z;#3J%)�(��'(����&�3�_Ve��7!b�=QW,(�J�=Q^3/,�3/��%�T?���x����:1\]61:�!#%DU

�I!#'2613�3�3���%*!Z_�.�61� �5;#:AcH.=�)��'(���/��3���'Z;1F��)K1���5!=<=!#���-61�L![��������������� �L��3�������3����5;#%��)����35!#T���%���35;1�L��'2����T��D\������A;1F��)KA�
+?61��3/61�d�-01'2��%),�T?���N�)�S> ��%�@��/�2;#%�%RQ

���I�����	��������&��������� ������&����(���
�

J
�-61�1_V��:�;1F��)K1������:A�-61� ��3����$;#%*;1�5!J��35;#�dF(,�%���������6A��3S!#'-<�> 61:A@��W��� ,�%�_�61T�T�\]��%)�/MJT?�(F(��%),(��3`!1.#_V�����I!#'

|x − J(h, x, α)|
��e�%)01��T �/,�:-�����/��!IT��D\������A;1F��)KA�[+?61��3/61�B�-01'2��%),�T?���yQJ¨X�(F/>������A!#����'2���W+?61��3�T?K1%r�4�-,��/.�,(�

3/��>$;#3O!J\�e�:A:A9-,���@-��:A@-����%)��3/���N��9A!#��3���35!#3�&�9b��%���,�%)��3/,�T?�"��%�%)�(��'(�-�(.=���?Q

�B��� .=>$;#�/61� T��D\������A;1F��)K13�&�+�� �s�(�/��3/,��7+?,�%). ;#���A!#%���%�%�� ��'(3��5;#%�3����7!#���$!#�B%)��> ��3/MA�/,�:-,�32<E> 61:A@
Φ(h, ·, α),(�

ϕ(h, ·, α)
{�®=+?61��3�_/!#���$!#�^35;(9-61%)�5;#:�!"!#%���%��/K1%$,(�
\]��%�e�%��/M1% �)�

O(hp)
UR9-��% T?�(F(��e�%�> ��3/M�Q��B��9-��%$!O�-61�1_V��:�;1F��)K

{�®=+?61��3/613s{�®=+?61��3�T$!H�-��%�%R<y> 61:A@8�-,�+?��'('2���y<y��T�T?M1%�!#'W�-029-��3��-��'(���?<X> 61:A@x!#'
|x − J(h, x, α)|

��%�3/,��/,(���/�
O(hp)

UR� ,�%�_�61T�Tb\]��%)�/M^T?�(F(��%),(�P;#%�35!#%*;#T$!#�N� ��� !1.=>$!#3/K�Q

��*C+.-0/2143 58+ <(T�U?2V0L�<�GW/"GIL�J?XD -%? �G 3 3IT4DFE�GIHKJ<(LNM�>%GIB�O2* ¨X��:A@�e��B\]��%R<?> 61:A@x!d�=Q4,(�"�=Q"3/,�3/��%�\]��%�3/,�3/��%)���
\]�����$;#%�%��$!#�?Q	a	���-61�`!#'[;#%�35!#%��������-61� ��3����$;#%�3

J
�-61�1_V��:�;1F��)K1�I�(�/��3/,��8��j�q1f�n/ kmZjkl���l*mZg�nk¬y,(� � lp�p��q1¬�§kl ¡kg�j5m1�-��l]�#n

+?61��3/61�G!#%��A!#%��I!1�5!#�����)�J�-01����@-��'2��3/,�T?�����5«?��lph��1� l*nH�-01'2��%)�/,�:A�LT?�(F(��%),(�/���z��:�!#'Z!#�?<��I;1�^��'Z!(9A!#���A!#%R<
9A!#�
61%�@�!#�N+?61'(��3�&�9

const > 0
��'Z;#�N<=> 61:A@d�W��� .����

h ∈ (0, h0]
<
|x| ≤ ε0

,(�
|α| ≤ α0

�(�/��3/,��

|x − J(h, x, α)| ≤ const · hp.

¦�:�!#'O3/629A;#T�T$;=<�> 61:A@H!
J(h, ·, α)

�-61�1_V��:�;1F��)K1�d!#'[��%)�/MJ,(�L>$!#���I!1.=����9A;#%�3/61'2K#_V����3/K1%�l*n�\]61%�@�3/61� 6A�5!#�I\�e�:1U
:-��� ���?Q

�

��T���'261��@�&�35;1���/61�5;#�H!O�-61�1_V��:�;1F��)K1�^�/��������'(&�9W.��k{ ��&)F��)K#_/;#T?K1% ����:A�J��35!#3�_V���?<�> 61:A@W![�-01'2��%)�/,�:A� T?�(F(�VU
%),(�/���H%),���@-��:-,�T?���8.=�)��'(���/,�3��O�/61�
	`!#%�%DUR3�&�+�� ��c8T?�(F(��%),(�/���-���B!#%*!#+���%��$!#�?<!#'Z!#'


h

n∑

i=0

|xi|
ω




n∏

j=i

(
d

dx
NΦ

)
(h, xi, α)





 · hp �p���

!#%*!#��c~���D\]�¤_���'2,(�/����T?�(F(��%),(�/,��/�79A!#�~��'(e��=�/,�: <s!#> 61%4!G3��5!#� ��'(������3������ �NT��D\������A;1F��)K1�$;#%
ω = 3

<"!G9���%�%*!ZU
T��D\������A;1F��)K��(�/��3/,��N+?�(.=��:

ω = 4
Q��P'

xi ≡ xi(h, α)
�/61�/61'Z!#3/613`wb!#%��A!#%��I!1�

x0
�-��'2.�M�,���3/,��d����%�%)��3�3Swd!#'

Nϕ(h, ·, α)
� 61���I;#%D\]61���I!^��3/���5;#%�3�_/!#���-,���3[.��k{ ���*;#% _V���?Q

� �p���RURT?���z��'2���/��+�%)Md���D\]�¤_���'2,(�/���b\]��%)�/MHT?�(F(��%),(�/,�T?���z!I� ��> ,�'2�/,�:-��3"��:A@��/,(��'(3J!#'O_���%)����3��R<E> 61:A@x!H.��kU
����9A;#%�35!#�z!bT��D\������A;1F��)KA�"+?61��3��$;#%

1
�-01��e�%����JT?61%�@-61:A�$!#�?<
&�:A@z!b+��/6�.=����3���� !1. !#%),��A!b�-01'(9-��3�%)����e�%`� ���

%*;#3�>$!#3/K�<��I;1���/,(��'(3P!#'
xi

�/61�/61'Z!#3S35!#:Z_/!#�EF(�5!#�I���W+�%��)F���3���K�.�61�y<���:A@�U���:A@H� ���W%���� �2;#���)���/��������'(�)K29A!#%E9A!#�=U
�$!#�d.��k{ ���*;#%�9A!=<

	
'Z;#��3 
O\]61���J��%*!

xi
UR�/�s3/��>$;#3O!#%���:A>$!^9A;#��>$!#3/K�Q

a	'2���G!I+?61��3/61�b_���%)����3/��3�3[\]��%�T?�(F(��e�%�> ��3/��3�%)�����/��:A&�3/�/,�:-��3"¨`> 61�/��3/�����Pe�%)�[+$!#�5!#��,�3/���/�(��h��2o�ik�p� ¡��A�2�1¬
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a > 0
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q ∈ N

+ 3/��3/��'2M1%)��:-�(�W��'Z;#��61�z,(�
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h ∈ (0, h0]
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|x| ≤ ε0
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|x − J(h, x, α)| ≤ const · hp.
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α
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ω > 3
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��'Z;#�W�I!#%��W��� .����y<E��%)��:-��� .�M����7���)F(������@
h ∈ (0, h0]

<
|x0|,(�

•
�p3��5!#� ��'(������3������ �VUL,(�S9���%�%*!ZURT��D\������A;1F��)K��(�/��3/,���
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•
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−α0 ≤ α ≤ 0+$!#�5!#��,�3/���/,���3/,����/�J3/��3/��'2M1%)��:-�(�
n ∈ N
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|N
[n]
Φ (h, x0, α) −N [n]

ϕ (h, x0, α)| ≤ const · hp,
!#> 61%

N [n](h, x, α)
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N (h, ·, α)
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n
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h0
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ε0
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α0
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hp ��:A@�e�3�3�>$!#3/K1���-,���3b��'2���/��+�%)M
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p ≥ 1
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c > 0
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c
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x 7→ η(h, x, α)

,(�
x 7→ η̃(h, x, α)
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[0, h0]× [−ε0, ε0]× [−α0, α0]
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J(h, 0, α) := 0
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