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1. Bevezetés

Ez a mi a Modellvdlasztds informdcios kritériumokkal famodellekre és Markov me-
z0kre cimi Ph.D. értekezés vazlata. Az értekezés harom fejezetbdl all. Az els6 atte-
kintést nyujt a modellvalasztasi problémakrol. A két tovabbi fejezet az értekezés 1j
eredményeit tartalmazza: a méasodik fejezet a kontextusfak becslésével foglalkozik,
a harmadik fejezet a Markov mezGk esetében tiizi ki célul a modellvalasztast.

Az értekezés minden része publikalasra keriilt. A harom fejezet hdrom publikaci-
onak felel meg. Lényegében az 1., 2. és 3. fejezet sorra a (Talata, 2004), a (Csiszar
and Talata, 2004b) és a (Csiszar and Talata, 2004a) publikacio.

A tézisfiizet a 2. fejezetben bemutatja a modellvalasztéasi problémat, és a 3. feje-
zetben Osszegzi az irodalomban taldlhaté azon eredményeket, amelyek az értekezés
1j eredményeit Osztonozték. A két 0j eredmény a 4. és 5. fejezetben keriil megfo-
galmazasra, jelezve a bizonyitasok modszereit. Az irodalomjegyzék tartalmazza az
értekezés Osszes hivatkozasat.

2. A modellvilasztasi probléma

Legyen adott egy { Xy, t € T'} sztochasztikus folyamat, ahol minden egyes X, egy
valosziniiségi valtozo a € A értékekkel, és T egy indexhalmaz. Az X;, t € T valoszi-
niiségi valtozok egylittes eloszlasara a folyamat eloszlasaként fogunk hivatkozni és
Q-val fogjuk jelolni. A folyamat egy modellje meghatarozza a folyamat egy hipoteti-
kus eloszlasat vagy hipotetikus eloszlasok egy csoportjat. Egy modellt tipikusan egy,
valamilyen K halmazbeli k struktira-paraméter és egy 6, € O, C R% paraméter-
vektor hataroz meg; ezt a modellt Mp, -val jeloljiik. Adottak a folyamat lehetséges
modelljei, ezeket modellosztalyokba lehet rendezni a struktura-paraméter szerint:
My, ={ My, 0, € O, C R¥* }. A folyamatrol statisztikai kivetkeztetést annak egy
{z¢, t € T} realizaciojanak az R, C T tartomanyban adott megfigyelése alapjan
vonunk le, ahol R, névekszik n-nel. Igy az n-edik minta x(n) = {x;, t € R, }. Az
alabbiakban felsorolunk néhéany jellemzé példat folyamatokra és azok modelljeire.

Striségfigguény becslése esetén T = N, és az X, t € N valoszintiségi valtozok
fiiggetlenek és azonos eloszlasuak (i.i.d.) az fy, striségfiiggvény szerint. Az n-edik
minta {z;, i =1,...,n}.

Polinomillesztés soran T C R, ahol T egy megszamlélhatd halmaz, A = R, és a
model

X, = 0,[0] + Ok[1] t + 0R[2) 8> 4 ... + Ok — 1]t* + Z,,

ahol Z;, t € T fiiggetlen valoszintiségi valtozok normalis eloszlassal, nulla varhato ér-

tékkel, ismeretlen kozos szoréassal, és 0;[i] az i-edik komponense a k-dimenzids 0y pa-

ramétervektornak. Most a k € N struktira-paraméter a 0;[0]+0[1] t+0,[2] > +. . .+

0x[k—1] t*~1 polinom fokszama plusz 1, és az n-edik minta { z;, t € {t1,...,t,} C T }.
A folyamat, amikor T'= N, A = R, k rend autoregressziv (AR) folyamat, ha

k
Xy = Z a; Xi—i + Zy,

=1
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ahol Z;, t € N fiiggetlen valoszintiségi valtozok normalis eloszléssal, nulla varhato

értékkel, ismeretlen kozos szorassal, és a; € R, i = 1,...,k alkotja a 6, paraméter-
vektort. Most a k € N struktira-paraméter az a; egyilitthatok szama, és az n-edik
minta {z;, i =1,...,n}.

Az autoregressziv mozgd dtlag (ARMA) folyamat hasonlo az AR folyamathoz.
Ebben az esetben

p q
Xt = Z aithi + Zt + Z ijtfj-
i=1 j=1
A paramétervektor 6, = {a1,...,a,,b1,...,b, } € RPT9, és a k struktira-paraméter

kétkomponensii: k = (p,q) € N2
A folyamat, amikor 7' = N, |A| < oo, k rendd Markov ldnc, ha

n

QX =af) = Q(XT =af) [] QulaiZh), n=k af €A,

i=k+1

alkalmas Q( . | .) &tmenet-valoszintiségekkel. Az x) az 2, zi41, . . ., ¥; sorozatot jeloli.
Mivel minden egyes a¥ € A*-ra a {Q(ald}), a € A} vektor valosziniiségi eloszlas
az A-n, a 0, € R% paramétervektor d, = (|JA| — 1) |A|* szamt Q(a|af), a € A*,
ab € A* atmenet-valoszintségbdl all, ahol |A*| = |A| — 1. Most a k € N struktira-
paraméter azon szekvencidk hossza, amelyektdl az &tmenet-valoszintiségek a mésodik
valtozojukban fiiggenek. Az n-edik minta {z;, i =1,...,n}.

Az AR és ARMA folyamatok és a Markov lancok példak arra az esetre, ami-
kor a modell nem hatarozza meg egyértelmten a folyamat hipotetikus eloszlésat.
Konkrétan, a k rendii AR folyamatok vagy Markov lancok estén a modell csak egy
hipotetikus feltételes eloszlast hataroz meg Xy 1, Xpio, .. .-re adott Xy, ..., X; mel-
lett.

A lehetséges k struktiura-paraméterek I halmaza egy rendezett vagy félig rende-
zett halmaz az M, modellosztalyok tartalmazasara nézve. Amikor a k struktira-
paraméterid My, modell megfelel a folyamat valodi () eloszlasanak, egy Gsszetettebb
modell (a fenti értelemben) nagyobb £’ struktura-paraméterrel szintén megfelelhet a
Q eloszlasnak egy alkalmas 6, paramétervektorral. Példaul barmely k rendt AR fo-
lyamat vagy Markov lanc egyben k' rendii is, minden k' > k-ra. A walddi modellen,
amit My, fog jelolni, a legkisebb modellt értjiikk a valodi @) eloszlasnak megfelels
modellek kozott, azaz amelyre nem létezik a valodi (@ eloszlasnak megfelel6 mésik
modell a fenti értelemben kisebb struktira-paraméterrel. E valodi modell struktira-
paraméterét kg fogja jelolni.

A modellvdlasztdsi probléma a ko valodi struktira-paraméternek a folyamat z(n)
statisztikai megfigyelése alapjan torténé becslésében All.

Az alulbecslés kifejezés arra az esetre utal, amikor a valodi kg-nal egy kisebb &
struktura-paramétert valasztunk. Ilyen esetben 6y ¢ Oy, ennélfogva a valodi modell
nem lehet pontosan becsiilve, a paramétervektor becslése torzitast hordoz.

A feliilbecslés kifejezés arra az esetre utal, amikor a valoédi kyg-nal egy nagyobb &
struktdra-paramétert valasztunk. Ilyen esetben My, € My, C My, igy My, = My,
valamely 6, € O-ra, azonban 0;-nak t6bb komponense van, mint #y-nak, ennélfogva
nehezebb becsiilni a valodi értéket, a paramétervektor becslésének nagyobb lesz a
szorasa.
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Az értekezés a modellvalasztasi problémat targyalja az informéacios kritérium
fogalman keresztiil. Egy informdcids kritérium (IC) az x(n) minta alapjan hozza-
rendel egy valos szamot minden egyes modellosztalyhoz: IC' : K x{z(n)} — R, a kg
becslGje egyenl§ azzal a struktira-paraméterrel, amelyre a kritériumnak a legkisebb
az értéke: R

k(xz(n)) = arg 1;%1’? ICk(z(n)).

3. El6zmények

Kiilénféle folyamatokra bizonyitast nyert, hogy a Bayes-féle Informdcios Kritérium
(BIC) (Schwarz, 1978) és a Legkisebb Leirs Hossz (MDL) kritérium (Rissanen,
1978, 1983a, 1989) a struktura-paraméter erésen konzisztens becslésére vezet. Ez
azt jelenti, hogy a BIC-t illetve az MDL-et minimalizal6 struktira-paraméter je-
161t egyenld a valodi strukttra-paraméterrel, 1 vsz-gel elég nagy n esetén. Itt és a
tovabbiakban az ,,1 vsz-gel elég nagy n esetén” azt jelenti, hogy 1 valoszintiséggel
létezik egy olyan (az { z;, t € T } realizaciotol fiiggs) ng kiiszobszam, hogy az allitas
érvényes minden n > ng-ra.

Konzisztencia bizonyitasok rendelkezésre allnak példaul i.i.d. folyamatokra az ex-
ponencidlis csaladba tartozé eloszlassal (Haughton, 1988), AR folyamatokra (Han-
nan and Quinn, 1979), ARMA folyamatokra (Hannan, 1980), Markov lancokra (Fi-
nesso, 1992) és famodellekre (Willems, Shtarkov and Tjalkens, 1993, 2000).

E bizonyitasok mindegyike magaban foglalja azt a feltételezést, hogy a jelolt
struktira-paraméterek szama véges, azaz van egy ismert felsd korldt a struktira-
paraméterre. Ez a feltételezés technikai természetii és a bizonyitést egyszerisiti.
Mindamellett nemkivanatos, mert a gyakorlatban nem szokott elGzetes informacioé
rendelkezésre allni a struktira-paraméterrsl, tovabba amikor noévekvé mennyiségit
adatunk van, egyre 0sszetettebb hipotetikus modellosztalyokat szeretnénk jeloltként
szamitasba venni. Ezért indokolt célkitlizés elvetni a struktira-paraméter elGzetes
korlatjanak feltételét.

A k rendd Markov lancra a Bayes-féle informacios kritérium a kévetkezs alaki:

(141 - Dl |
2

ahol MLy jeloli a maximum likelihoodot. Itt (|A| — 1)|A[* egyenlé a paraméterek
szamaval. A maximum likelihoodra kapjuk, hogy

N (") N (a7 ™)
e
ahol N, (a¥) jeloli az a} € A* elsfordulasainak szdmat az 27 mintaban.
Az MDL kritérium felirhato
MDLy,(z7) = —log P{™ («}) + L(k)

BICy(x7) = —log ML (z7) + ogn,

Y

MLy (27) = 11

alf+1: Nn(alf+1)21

alakban, ahol Pk(”) egy, a k rendd Markov lancok osztalyara szabott kodolo eloszlast
jelol, és L(k) jeloli a k rend kodhosszat. A szokisos kodold eloszlasok a Kricsev-
szkij— Trofimov (KT) (Krichevsky and Trofimov, 1981) és a Normalizdlt Mazimum
Likelihood (NML) eloszlasok.
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A k rendid KT eloszlas explicit alakja:
k41 k41
1 TL O ) (4™ —2) ()]
n ag+1:Nn(ay™ )2
KTw(1) = e 1 7= § 1A K 4]
Az NML eloszlas definicioja a kovetkezd:

NML (2(n) = MLy(a}) /> MLy(a}) .

P EeAn

Shtarkov (1977) megmutatta, hogy az MLy (x7]) maximum likelihoodoknak az Gsszes
lehetséges x] mintara vett Osszege aszimptotikusan (amint n tart végtelenbe, rog-
zitett k mellett) egyenls (|A| — 1)|A]¥ 271 logn-nel. Ennélfogva az MDL kritérium
NML moédozata aszimptotikusan ekvivalens a BIC-vel, ha a jelolt k& rendek szama
véges. Amint a kovetkez§ eredmények mutatjék, ez az ekvivalencia nem érvényes
amikor nincs el6zetes korlat a k rendre.

Csiszar és Shields (2000) bebizonyitottak, hogy a Markov lancok rendjének BIC
becslje erésen konzisztens még akkor is, ha a rend elézetes konstans korlatjanak
feltételét elvetjiik, és az n-edik z7 mintara az Osszes lehetséges 0 < k < n rendet
jelolt rendnek tekintjiik.

Ugyanakkor Csiszéar és Shields (2000) megmutattak, hogy ugyanez az eredmény
nem lehet érvényes az MDL becslére. Tekintsiik az egyenletes eloszlasu i.i.d. fo-
lyamatot. Ez a folyamat 0 rendd Markov lanc. Az MDL kritériumra, amikor a
P!™ kodolo eloszlas akar KTy, akir NMLY™, és a k rend L(k) kodhosszara teljesiil
L(k) = o(k), azt kapjuk, hogy

k(z?) =arg min  MDLg(z(n)) — +oc0 han — oo,

0<k<alogn

ahol o = 4/log|A|. Ez az ellenpélda azt mutatja, hogy az MDL becslé nem kon-
zisztens, ha a rendre vonatkoz6 korlatot teljesen elvetjiik.

Csiszar (2002) bizonyitotta a Markov lancok BIC rendbecsl§jének erds konzisz-
tenciajat akkor, amikor a jelolt rendek halmaza novekedhet az n mintamérettel,
mégpedig a szamitésba vett rendek korlatja o(logn) a KT esetben, és alogn, ahol
a < 1/log|A|, az NML esetben. Figyeljiik meg, hogy ezen MDL becsl6k nem igé-
nyelnek el6zetes korlatot a valodi rendre. A konzisztencia az L(k) tag nélkiili MDL
kritériumra keriilt bizonyitasra, ami egy erGsebb eredmény.

Az értekezés a modellvalasztasi problémét az alabbiakban ismertetett két mo-
dell esetében tiizi ki célul. A struktura-paraméterekre erésen konzisztens becsléket
adunk. A fenti eredményektsl 6sztonozve, a jelolt modellosztalyok szama noveked-
het a minta méretével, igy nincs sziikség el6zetes korlatra a struktira-paraméterre
vonatkozoan.

4. Kontextusfa becslése nem sziikségképpen véges
memoriaja folyamatokra, BIC és MDL tutjan

Egy véges A halmaz esetén a szamossagat jelolje |A|. Egy s = anamir...a,
sztringet (ahol a; € A, m <i < n) a’’-nel is jeloliink, a hossza [(s) = n—m+1. Az
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iires sztringet @ jeloli, ennek hossza [(@) = 0. Egy u és v sztring Osszelancolasat uv
jeloli. Azt mondjuk, hogy a v sztring utdtagja az s sztringnek, ezt s > v jeloli, ha
létezik egy u sztring amelyre s = uv. Egy valédi utétagra, azaz amikor s # v, azt
irjuk, hogy s = v. Egy egyirdnyban végtelen "L, = ...a_j...a_, sorozat utétagja
hasonloképpen definidlt. Megjegyezziik, hogy az irodalomban > gyakrabban elGtag
relaciot jelol.

Fdnak nevezziik sztringek — és akar egyiranyban végtelen sorozatok — egy 7
halmazét, ha egyik s; € 7 sem utétagja semelyik masik sy € 7-nek.

Minden s = a¥ € 7T sztring egy uttal szemléltehets egy levéltsl a gyokérig (a
gyokeret legfeliilre rajzolva), amely at k szamu, az a; ...ay szimbolumokkal cim-
kézett elbél all. Egy egyiranyban végtelen a”! € 7 sorozat egy gydkérbe tarto
végtelen tttal szemléltethets. Az s € T sztringeket egyuttal a 7 fa leveleivel is
azonositjuk: az s levél az a levél, amelyik a gyokérhez a fentiek szerint megjelenitett
s ut altal kapcsolodik. Hasonloképpen, a 7 fa csomdpontjait az Gsszes (véges vagy
végtelen) s € T véges utotagjaival azonositjuk, a gyokeret pedig a @ iires sztringgel.
Az s csomopont gyermekei azok az as, a € A sztringek, amelyek 6nmagukban is
csomopontok, azaz utdtagjai valamely s’ € 7-nek.

A T fa teljes, ha minden csomopontnak a levelek kivételével pontosan |A| szamu
gyermeke van. Egy gyengébb tulajdonsag, amire majd sziikségiink lesz, az irreduci-
bilitds, ami azt jelenti, hogy egyik s € 7 sem helyettesithet egy valodi utotagjaval
a fa tulajdonsag megsértése nélkiil. Az irreducibilis fak csaladjat Z fogja jelolni.

A Ty és 7, fakra azt irjuk, hogy 75 > 77, ha minden egyes s, € 75-nek van egy
s1 € 71 utétagja, és minden egyes s; € 7; utotagja valamely so € To-nek. Amikor
hangstlyozzuk, hogy 75 # 71, akkor azt irjuk, hogy 75 > 7;.

Jelolje d(7) a T fa mélységét: d(7) = max{I(s),s € T }. Jelolje T‘K a7 fa
elmetszését a K szinten:

(1) T|,={¢:5eTesl(s) <K,
vagy s’ egy | K| hosszisagu utotagja valamely s € 7-nek }.

Tekintsiink egy stacionarius ergodikus sztochasztikus { X;, —o0 < i < 400}
folyamatot véges A abécével. Legyen

Q(ay,) = Prob{ X, = a7, },
és, ha s € A*-ra Q(s) > 0, irjuk azt, hogy
Q(a|s) =Prob{Xo=a| X~} =s}.
A fenti folyamatra () folyamatként fogunk hivatkozni.
4.1. Definicié. Egy s € A* satring a Q folyamat egy kontextusa, ha Q(s) > 0 és
Prob{Xo=a | X-L =2-1 } = Q(a]s) minden a € A-ra,

amennyiben s utdtagja az eqyirdnyban végtelen x~1 sorozatnak, és s-nek nincs valddi
utotagia ugyanezzel a tulajdonsdggal. Eqy végtelen kontextus egy olyan egyirdnyban
végtelen x~1_ sorozat, amely x:}{, k=1,2,... utdtagjai pozitiv valdsziniségiek, de
eqyikik sem kontertus.
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Nyilvanvalo, hogy az 0sszes kontextus halmaza egy fat alkot. Ezt a () folyamat
kontextusfdjanak fogjuk nevezni, és 7, fogja jelolni.

4.2. Megjegyzés. A 7, kontextusfa sziikségképpen teljes, ha Q(s) > 0 minden s
sztringre. Altalanos esetben a 7 kontextusfa egyes s csomopontjainak pontosan
azok az as, a € A-k a gyermekei, amelyekre (as) > 0. Tovabb4, a 4.1. definiciobol
kovetkezik, hogy 7y € Z mindig. O

Amikor a kontextusfa mélysége d(7y) = ko < 00, a @ folyamat k rendd Markov
lanc. Ebben az esetben a kontextusfa egy takarékos leirasat adja a folyamatnak, mert
(|A] — 1)|75| szamu atmenet-valoszintiség elegendd a folyamat leirdsahoz, szemben
az (JA] — 1)|A|* szamival. Megjegyezziik, hogy egy i.i.d. folyamat kontextusfaja
egyedill a @ gyokérbdl all, igy |Zo] = 1.

4.3. Példa. (Felujitasi folyamat). Legyen A = {0,1} és tételezziik fel, hogy az
1-ek el6fordulasa koézotti tavolsag i.i.d.. Jeldlje p; annak a valdészintiségét, hogy ez
a tévolsdg j, azaz p; = Q(10/~'1). Ekkor k > l-ore Q(10*1) = > p; = ¢,
Qr = Q(1110F 1) = pi/qi. Legyen Qo = Q(1) £ qo. Jeldlje ko azt a legkisebb
egész szamot, amelyre Q) &lland6 azon k > ko-k esetén, amikor ¢, > 0, illetve
legyen ky = oo ha nem létezik ilyen egész szam. Igy a kontextusok az 1071, i < kg
sztringek, valamint a 0% sztring (amennyiben ko < oo) vagy az egyiranyban végtelen
0% sorozat (amennyiben ko = oo), 1d. 1. abra. O

(a) (b)

10 0> / 10
000 100 / 100
1. abra. A felujitasi folyamat kontextusfaja. (a) ko = 3. (b) ko = 0.

Az értekezésben a 7y kontextusfanak az x7 mintabol, az X7 egy realizaciéjabol,
torténd statisztikai becslésével foglalkozunk. Megkoveteljiik a becslés erés konzisz-
tencidjat. Ezen a d(7)) < oo esetben azt értjiik, hogy a becsiilt kontextusfa egyenld
To-val, 1 vsz-gel elég nagy n-re, mig egyébként azt, hogy a becsiilt kontextusfa bér-
mely rogzitett K szinten elmetszve egyenld %{K—Val, 1 vsz-gel elég nagy n-re, 1d. (1).
Itt és a tovabbiakban az ,,1 vsz-gel elég nagy n-re” azt jelenti, hogy 1 valoszintiséggel
létezik egy olyan (a kétirdnyban végtelen 2°° realizaciotol fiiggd) ng kiiszobszam,
hogy az allitas érvényes minden n > ny-ra.

Jelolje N, (s,a) az s € A'®) sztring azon elsfordulasainak szdmat az 7 mintdban,
amikor az a € A beti kiveti, ahol feltételezziik, hogy az s hossza legfeljebb logn, és
— technikai okokbdl — csak az ¢ > logn helyen 1évG bettiket tekintjiik:

N,(s,a) = Hz : logn <i <n, ac;:ll(s) =5, x; = aH :
A logaritmusok e alapuak. Az s ilyen el6fordulasait jelolje N, (s):

N,(s) = Hz logn <@ <n, xz:ll(s) :s}‘.
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Adott egy x7} minta, egy alkalmas fa olyan T fa d(7) < [logn]| mélységgel,
amelyre N,(s) > 1 minden s € 7 esetén, és minden egyes s’ sztring amelyre
N,(s") > 1, vagy egy utdtagja valamely s € 7-nek, vagy van egy s € 7 utdtagja.
Egy alkalmas 7 fat r-gyakorinak neveziink, ha N,(s) > r minden s € T-re. Az
osszes alkalmas illetve r-gyakori fak csaladjat Fy(z7) illetve F.(z7) jelolje.

Vil4gos, hogy

ZNn 8 (l ZN’IL — “Ogn—l

acA seT

barmely alkalmas 7 fara. Egy ilyen 7 fat hipotetikus kontextusfanak tekintve az
2} minta valdszintisége a kovetkez6képpen irhato:

n lon n(s,a
Q1) = Q") [ Qlal ).

SET a€A

A kifejezést egy kissé szabadon hasznélva egy hipotetikus 7 € F;(x}) kontextusfara
az. MLz (z}) maximum likelihoodot tgy definialjuk, mint a mésodik fenti tényezs
maximumat )(a| s)-ben. Ezaltal

N, (s,a)

log MLz (z}) = Z N, (s,a)log N (s)

s€T,acA

A 7, becsléséhez két informéciés kritériumot fogunk hasznalni, mindketts az
MDL elvbél szarmaztathato. Egy informécios kritérium egy értéket rendel hozzé
minden egyes hipotetikus modellhez (jelen esetben kontextusfahoz) a minta alapjan,
és a becsld az a modell lesz, amelyre ez az érték a legkisebb.

4.4. Definici6. Adott az 2t minta, a BIC egy alkalmas T fara

(4l = DIT]

1 .
5 ogn

BICr(2}) = —log MLz (x7) +
4.5. Megjegyzés. A BIC jellegzetessége a szabad paraméterek szédma osztva ket-
tével szorozva log n-nel tn. biintetéstag. Most egy 7 kontextusfajiu @ folyamatot a
Q(al s), a € A, s € T feltételes valoszintiségekkel irunk le, és ezek koziil (|A| —1)|7|
szamu a szabad paraméter, ha a 7 fa teljes. Egy nem teljes kontextusfaju folya-
mat esetén bizonyos sztringek valoszintisége sziikségképpen 0, ennélfogva a szabad
paraméterek szadma tipikusan kisebb, mint (|A| — 1)|7], ha 7 nem teljes. Igy a
4.4 definicié némileg eltér a BIC szokésos kifejezésétsl. Megjegyezziik, hogy a 4.4
definicioban az (|A| — 1)/2 helyettesitése barmely ¢ > 0-val nem befolyasolnéa az
eredményeket és azok bizonyitasait. ([l

Ismert (Csiszar and Shields, 2000), hogy a Markov lancok rendjének becslésére
a BIC becsls konzisztens a hipotetikus rend barmilyen megszoritasa nélkiil. Az
alabbi tétel igényel korlatot a hipotetikus kontextusfa mélységére. Mégis, minthogy
ez a korlat névekszik a minta n méretével, nincs sziikség egy el6ézetes korlatra az
ismeretlen 7, méretérdl, s6t d(7y) = oo is megengedett. Megjegyezziik, hogy e
korlat jelenléte csokkenti a szamitasi bonyolultsagot.
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4.6. Tétel. Abban az esetben, amikor d(7) < oo, a

Bic(77) = arg Ter w)gﬁgmsmn) i)

BIC becslére, ha D(n) = o(logn), teljesiil
Toc(e}) =T

1 vsz-gel elég nagy n-re.
Altaldnos esetben a
Tiic(}) = i BICs (z7}
pio(ry) = arg Tefna(x?%%ld(T)gD(n) 7(1)

BIC becsldre, ha D(n) = o(logn) és 0 < a < 1 tetszdleges, teljesil barmely K
konstans esetén

Toic(a)| . = To

P
1 wsz-gel elég nagy n-re.

A 4.6 és 4.9 tételek bizonyitdsa. Ennek és a kovetkez6 tételnek a bizonyitasa a
Markov lancokra vonatkozé nagymintas tipikussagi eredményekre (Csiszar, 2000)
épiil. O

4.7. Megjegyzés. Itt és a kovetkezd 4.9 tételben a jelzett minimum biztosan felveé-
tetik, mivel az alkalmas fak szama véges, de a minimalizalé fa nem sziikségképpen
egyértelmi; ebben az esetben barmelyik minimalizal6o fa vehet6 arg min-ként. 0

Az altalunk vizsgalt masik informéacios kritérium a Kricsevszkij —Trofimov kod-
hossz (1d. (Krichevsky and Trofimov, 1981), (Willems, Shtarkov and Tjalkens, 1995)).
Jegyezziik meg, hogy egy, az alabbi KT (x7) hosszfiiggvényii kod minimalizalja a
legrosszabb esetbeli atlagos redundanciat egy additiv konstans erejéig, a 7 kontex-
tusfaju folyamatok osztalyara.

4.8. Definici6. Adott az 27 minta, o KT kritérium egy alkalmas T fara
KTr(a}) = —log Pr,7(27),

ahol

Pxr,7(z})

_ 1 H Ha:Nn(s,a)Zl [(Nn($> a) - %) (Nn(S, CL) - %) T (%)]
AT (Mals) = 14+ 1) (W

a T szerinti KT-valdszindsége az x7-nek.

A Markov lancok rendjének becslésére bizonyitast nyert a KT becsl6 konziszten-
ciadja akkor, amikor a hipotetikus rendek nagyséagrendje o(logn) (Csiszar, 2002), mig
a rendre vonatkoz6 barmilyen korlat nélkiili esetben, vagy egy olyan korlat esetén,
ami egyenld egy elég nagy konstans szorozva log n-nel, ismert egy ellenpélda a KT
becslé konzisztencidjara (Csiszar and Shields, 2000).
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4.9. Tétel. Abban az esetben, amikor d(7) < oo, a

Tir(z?) = i KT (2"
kr(27) argTefl(x?)rrﬁI%g(T)gD(n) 7(@1)

BIC becslére, ha D(n) = o(logn), teljesiil
Tyr(2}) = To

1 vsz-gel elég nagy n-re.
Altaldnos esetben a

T (z}) = i KTy ()
rer(a5) M e R N, (T <D(n) 7(@1)
KT becsldre, ha D(n) = o(logn) és 0 < a < 1 tetszdleges, teljesil bdrmely K

konstans esetén

,]A-KT(‘%?)‘K = %}K

1 vsz-gel elég nagy n-re.

4.10. Megjegyzés. Szigoruan véve az MDL elv értelmében minimalizalni a KT (z7)
skodhossznak” és egy tagnak, a ,7 kodhosszanak” (ezt a 7 koltségének nevezte Wil-
lems, Shtarkov és Tjalkens (1995)) az Osszegét kellene. Az utobbi tagot figyelmen
kiviil hagyjuk, mivel ez nem befolyésolja a konzisztencia eredményt. U

A gyakorlatban kivihetetlen a becsl6ket tgy kiszamitani, hogy az informécids
kritérium értékét minden egyes modellre kiszdmoljuk, mert a hipotetikus kontex-
tusfak szama nagyon nagy. Azonban az értekezésbeli algoritmusok lehetévé teszik a
targyalt becsl6k kiszamitasat megvalosithatod szamitasi bonyolultsaggal.

A megszokott modon feltételezziik, 1d. (Baron and Bresler, 2004), (Martin, Se-
roussi and Weinberger, 2004), hogy a szamitasokat O(logn) regisztermérettel végez-
zik.

Egyarant tekintiink off-line és on-line médszereket. Megjegyezziik, hogy a becsld
on-line szdmitasa hasznos amikor a minta mérete nem rogzitett, hanem folyamatosan
mintavételeziink amig a becsl6 ,stabilld” nem valik, mondjuk allandé marad ha a
minta mérete kétszeresére ndg.

4.11. Tétel. A 4.6 és 4.9 tételekbeli BIC becslonek és KT becslonek egqy adott xf
mintdra torténd meghatdrozdsihoz szikséges szamitdsok szdma O(n), ami elérhetd
O(n®) szami adat tdroldsdval, ahol € > 0 tetszdleges.

4.12. Tétel. Adott az x7 minta, a 4.9 tételbeli KT becslének az dsszes 2, i < n
részmintdra torténd meghatdrozdsdhoz sziikséges szamitdasok szama o(nlogn), ami
elérhetd minden idépontban O(n®) szdmi adat tdroldsdval, ahol € > 0 tetszdleges.

Ugyanez érvényes a 4.6 tételbeli BIC becsldore a BIC definicidjanak kis mddo-
sitdasdval. Konkrétan, jelilje k,,, m € N azt a legkisebb k egész szamot, amelyre
D(k) = m, és cseréljik ki n-et a biintetéstagban a 4.4 definicioban a {kn,} sorozat
legkisebb olyan elemére, ami nagyobb n-nél.

A 4.11 és .12 tételek bizonyitisa. Ezeket a tételeket a Kontextusfa Maximalizald
(CTM) eljaras (Willems, Shtarkov és Tjalkens, 1993, 2000) kiterjesztésének utjan
bizonyitjuk. O
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5. Alapkornyezet konzisztens becslése Markov me-
zOkre

Tekintsiik a d-dimenzios Z¢ rdcsot. A i € Z¢ pontokat racspontoknak nevezziik,
és ||| jeloli az ¢ maximum norméjat, azaz a koordinatai abszolutértékeinek maxi-
mumét. Egy véges A halmaz szamossagat |A| jeloli. A tartalmazas és a szigoru
tartalmazas C és C jeldléseit megkiilonboztetjiik az értekezésben.

Egy wvéletlen mezd a racs racspontjai altal indexelt valoszintiségi valtozok egy
csaladja: { X (i) : i € Z%}, ahol minden egyes X (i) egy valoszintiségi valtozo egy
véges A halmazbeli értékekkel. A racs egy A C Z? tartomanyara azt irjuk, hogy
X(A) ={X(1):ieA}. Az X(A) realizacidira az a(A) = {a(i) € A:ie€ A}
jelolést hasznéljuk. Ha A véges, a |A| komponenst a(A) € A®-kra blokkokként
fogunk hivatkozni.

Az X (i) valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat jelolje Q. Feltételezziik, hogy
ennek a véges dimenzios marginélisai szigorian pozitivak, azaz

Q(a(A)) = Prob{ X(A) =a(A)} >0 minden véges A C Z%re, a(A) € A>.

E szokasos feltételezés lehetGvé teszi a feltételes valosziniiségek egyértelmi definici-
ojat:

Q(a(A)]a(®)) = Prob{ X(A) = a(A) | X(®) = a(®) }
minden véges diszjunkt A és ® tartoméanyra.

Egy T kiérnyezeten (amely a 0 origd kornyezete) a racspontok egy véges, ko-
zéppontosan szimmetrikus halmazat értjiik, ahol 0 ¢ I'. Ennek a sugara r(I') =
maxer ||i]]. Béarmely A C Zdre a A eltoltjat, amint a 0-t az i-be toljuk, Af-vel
jeloljiik. Egy T’ kérnyezet I eltoltjat az i racspont egy I' kornyezetének fogjuk
nevezni, Id. 2. abra.

Egy Markov mezd egy olyan fenti véletlen mez6, amelyre 1étezik egy I' kornyezet,
amit Markov kérnyezetnek fogunk nevezni, hogy minden i € Z? esetén

(2) Qa(i)] a(A") = Q(a(i)]a(I")) ha ADT, 0¢ A,

ahol az utobbi feltételes valosziniiség eltolas-invarians.
Ez a fogalom azonos a véges kolesonhatas-tavolsagu Gibbs mezGével, 1d. Georgii
(1988). E tény altal osztonozve a

Qr = {Qr(alal)) :a€ A, a(l') € A" }

maéatrixot, amely meghatarozza a (pozitiv, eltolas-invarians) feltételes valoszintisége-
ket (2)-ben, egyponti specifikicionak fogjuk nevezni. Az olyan eloszlasokat A%-en,
amelyek kielégitik (2)-t egy adott Qr feltételes-valoszintiség martixszal, Gibbs elosz-
lasoknak nevezziik Qr egyponti specifikicioval. Az adott Markov mezd () eloszlasa
egy ezek koziil; ) nem sziikségképpen eltolas-invarians.

A kovetkezd lemma, 6sszefoglal néhény jol ismert tényt.

5.1. Lemma. A rdcson értelmezett fenti Markov mezdre létezik eqy olyan T'y kor-
nyezet, amellyel a Markov kornyezetek pontosan azok lesznek, amelyek tartalmazzdk
Ig-at. Tovdbbd, a

Qa(A)]a(Z\ A)) = Q(a(A)] a(Uealy \ A))
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globdlis Markov tulajdonsdg teljesiil minden egyes véges A C Z% tartomdnyra. Ezek a
feltételes valosziniségek eltolds-invaridnsak és egyértelmien meghatdrozottak a Qr,
eqyponti specifikdcio dltal.

Az 5.1 lemmabeli legkisebb I'y Markov kdrnyezetet alapkornyezetnek fogjuk ne-
vezni.

Az értekezésben a I'y alapkornyezet statisztikai becslésével foglalkozunk, a Mar-
kov mez6 egy realizicidjanak névekvs véges A, C Z%, n € N tartomanyokon adott
megfigyelésébdl; igy az n-edik minta x(A,,).

A statisztikai kovetkeztetést egy lehetséges I" alapkornyezetrol az x(A,,) mintaban
elsforduld a(T') € A' blokkok alapjan fogjuk levonni. Technikai okokboél csak azokat
a blokkokat fogjuk tekinteni, amelyek kozéppontja a A, egy A, résztartomanyaba
esik, ahol A,, azon i € A, racspontokbol all, amelyekre az i kézépponti és logi |\,
sugard gomb A,,-be esik:

An:{ieAn:{jeZd:Hi—j|!§10g71d\An\}gAn},

Id. 2. abra. A logaritmusok e alapiiak. Csupéan azt fogjuk feltételezni a A,, minta-
tartomanyokrol, hogy

A CAyC..o |An|/‘/§n‘ — 1.

log2d |A,|

2. abra. Az i racspont I' kornyezete és a A,, mintatartoméany.

Minden egyes a(I') € A' blokkra jeldlje N,,(a(T)) az a(I") blokk azon elsfordulé-

sainak szamat az x(A,,) mintaban, amikor a kézéppontja A,-ben van:
Ny(aT)) = |{i €A, : " C A, (") = a(l) }|.

Azokat a blokkokat, amelyeket a kozéppontjaikkal kiegészitett I' kOrnyezetek al-
kotjak, roviden a(I",0)-val fogjuk jelélni. Hasonloan az el6zGekhez, minden egyes
a(T',0) € A™1%ra azt irjuk, hogy

Np(a(T,0)) = [{i € Ay : T" C Ay, 2(T" U {i}) = a(T,0) }|.

Az a(T',0) € x(A,) jelolés azt fogja jelenteni, hogy N, (a(T',0)) > 1.
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AT® C A, megkdtés a fenti definiciokban automatikusan teljesiil, amikor (T") <
1
log2d |A,,|. Ennélfogva minden kornyezet esetén, kivéve a nagyon nagyokat, ugyan-
annyi blokkot vesziink szidmitasba:

Z No(a(T)) = [A,|  ha r(T) <log3a [A,|.

reAr

A Markov mez6kre a likelihood fiiggvényt nem lehet explicit alakban meghata-
rozni. Helyette az alabbiakban definialt pszeudo-likelihoodot fogjuk hasznalni.

Adott az x(A,,) minta, egy I" kdrnyezetre a pszeudo-likelihood fiiggvény az alabbi
fiiggvénye a Q1 matrixnak, ahol Q-t egy olyan hipotetikus Markov mez6 egyponti
specifikacidjanak tekintjiik, amelyre I' egy Markov kérnyezet:

PLr(z(An), Q1) = [] Qr(@)a(M)) = [  @(a(0)] a(m))N=eron,

i€An a(T,0)ex(An)

Megjegyezziik, hogy nem minden olyan Q. matrix lehetséges egypontu specifikicio,
amelyre teljesiil

> Qra0)]aM) =1, al) e A",

acA
egy egypontu-specifikicio6 matrix elemeinek eleget kell tenniiik kiilonféle algebrai
Osszefiiggéseknek, amelyeket itt nem részleteziink. Mindazonaltal a pszeudo-likeli-
hoodot olyan Qp-kre is definidljuk, amelyek nem elégitik ki ezeket az Gsszefiiggéseket,
megengedve akir azt, hogy Q néhany eleme 0 legyen.

A pszeudo-likelihood maximuma Qf(a(0)|a(T)) = w esetén éretik el. Igy,

n(a(I))
adott z(A,,) mintara, a mazimum pszeudo-likelihood logaritmusa egy I' kbrnyezetre

Nn(a(T, 0))

log MPLr(z(A,) = Y Nn(a(F,O))logW.

a(T,0)ex(Arn)

Meg tudunk fogalmazni egy olyan kritériumot a Bayes—féle informécios kritérium

“, e,

5.2. Definicié. Adott az x(A,) minta, a Pszeudo Bayes-féle Informdcids Krité-
rium, roviden PIC, a I' kérnyezetre

PICr(x(Ay)) = —log MPLp(z(A,)) + |A|M log |A,] .

5.3. Megjegyzés. A fenti biintetéstagban a lehetséges a(T') € A blokkok |A|!
szama helyettesiti a BIC-ben megjelend ,,szabad paraméterek szamdnak a felét”, amely-
re nem dll rendelkezésre eqyszerd kifejezés. Megjeqyezziik, hogy az eredményeink
érvényesek maradnak ugyanazokkal a bizonyitdsokkal, ha a fenti biintetéstagot be-
szorozzuk tetszdleges ¢ > 0-val. O

A Ty alapkornyezet PIC becslGjét gy definidljuk, mint azt a hipotetikus I'-t,
amelyre a kritérium értéke a legkisebb. Fontos jellemzGje a becslénknek, hogy a
hipotetikus I'-k csalddja novekedhet amint n — oo, igy nincs sziikség elézetes felsg
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korlatra az ismeretlen I'g-r6l. A f6eredményiink szerint a PIC becsl§ erésen konzisz-
tens amikor a hipotetikus I'-k azok, amelyekre r(I") < r,,, ahol r,, megfelelGen lassan
novekszik.

Er6s konzisztencian azt érjiik, hogy a becsiilt alapkornyezet egyenls I'p-val, 1
vsz-gel elég nagy n-re. Itt és a tovabbiakban az 1 vsz-gel elég nagy n-re” azt
jelenti, hogy 1 valoszintiséggel létezik egy olyan (a végtelen z(Z?) realiziciotol fiiggd)
ng kiiszobszam, hogy az allitas érvényes minden n > ng-ra.

5.4. Tétel. A R
Cpic(z(Ay)) = arg min  PICp(z(A,))

(D) <rn
PIC becslore, ha
Tn =0 <logﬁ |An|> ,
teljestil R
Ipic(z(Ay)) =T

1 vsz-gel elég nagy n-re.

Bizonyitds. A talbecslés kizarhatosagat Besag kodolasi technikaja” (Besag, 1974) és
nagy eltérések felhasznalasaval bizonyitjuk. Az alulbecslés kizarhatosagat entropia
szamitassal bizonyitjuk. O

5.5. Megjegyzés. Valojiban az dllitdst olyan r,-re fogjuk bizonyitani, ami eqyenld
1 —

eqy konstans szorozva log2d |An|—kel. Azonban, minthogy ez a konstans fligg az is-

meretlen Q) eloszldstol, a konzisztencidt csak akkor lehet biztositani, ha

Ty = O <logi ’A”D =0 <log% |An|> )

Nyitott az a kérdés, hogy vajon a konzisztencia igaz marad-e akkor, amikor a hi-
potetikus kdornyezetek gyorsabban ndéhetnek, vagy akdr a hipotetikus kérnyezetekre
vonatkozo mindenfajta feltétel nélkil. O
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