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Ez a dokumentum az azonos cím¶ PhD dolgozat kivonata. A tételek, lemmák stb. szá-
mozása a dolgozatbeliekkel megegyezik. Az általunk kidolgozott új eredményeket arab számo-
zással láttuk el, míg a már ismert eredmények alfabetikus számozással szerepelnek.

1. Bevezetés

A dolgozat célja annak bemutatása, hogy mind elméleti, mind gyakorlati szempontból fontos
a sztochasztikus folyamatok er®s - majdnem mindenütt konvergenciát biztosító - közelítése
egyszer¶ bolyongások segítségével. Az els® ilyen típusú eredményt Frank Knight publikálta
1962-ben [8]. Ezen közelítés Révész Pál [11] és Szabados Tamás [15] munkái nyomán jutott el a
dolgozatban felhasznált formájához. Az ilyen típusú approximációs eredmények általában úgy
szólnak, hogy találjunk id®ben és térben megfelel®en átskálázott bolyongásoknak egy {Bm}m-
mel jelölt sorozatát, amely minden kompakt intervallumon egy valószín¶séggel egyenletesen
konvergál egy Brown mozgás trajektóriájához, amint m tart végtelenhez:

sup
t∈[0,T ]

|Bm(t)−B(t)| → 0.

Az elméleti értékén túl, folytonos idej¶ véletlen folyamatok diszkrét közelítése a folytonos
id®ben felmerül® problémát sokszor átláthatóbbá teszi. A diszkrét közelítés így egy általános
bizonyítási sémát nyújt a folytonos idej¶ folyamatokkal kapcsolatos állításokra: el®ször vesszük
a diszkrét verzióját az állításnak, majd megfelel® határátmenettel kapjuk a folytonos id®re
vonatkozó állítást.

Ebben a dolgozatban olyan típusú állításokkal foglalkozunk, melyek Knight eredményéhez
hasonló közelítést ad folytonos (lokális) martingálokra. Ezen túl olyan eredményeket is közlünk,
melyek bizonyítása az el®bb említett diszkrét bizonyítási sémának alkalmazásával kapható. Ki
fog derülni, hogy a módszer alkalmazása meglehet®sen természetes ezekben az esetekben.

Ezeken az eredményeken túl, néhány, a kutatás során felmerült problémára is választ adunk,
bár ezek nem kapcsolódnak szorosan f® témánkhoz.

2. Folytonos martingálok er®s közelítése

2.1. Bolyongások és Wiener-folyamat

Dolgozatunk egyik f® eszköze a Wiener-folyamat egy elemi konstrukciója, mely egymásba
ágyazott bolyongások megfelel®en átskálázott sorozatának egy valószín¶séggel egyenletesen a
Wiener-folyamathoz konvergáló sorozatán alapszik.

A továbbiakban, mint bolyongásos konstrukcióra fogunk hivatkozni a következ®kben tár-
gyalt módszerre. A kés®bbiekben ezt a közelítést szeretnénk folytonos martingálokra kiter-
jeszteni.

A konstrukció f® lépéseit az alábbiakban foglaljuk össze.
Induljunk ki független, szimmetrikus bolyongások {Sm(k)}k}m-val jelölt végtelen soroza-

tából.
Els® lépésként egy olyan bolyongás sorozatot készítünk, ahol minden bolyongás függ az

el®tte lev®t®l, mégpedig úgy, hogy megfelel® id® és tér skálázást alkalmazva minden bolyongás
az el®z®nek a �nomítása. Az m-dik bolyongás esetében de�niáljuk a Tm(0) = 0, k ≥ 0 megállási
id®ket a

Tm(k + 1) = min{n : n > Tm(k), |Sm(n)− Sm(Tm(k))| = 2} (m ≥ 1) (1)

1



egyenl®séggel. Ezen id®k segítségével de�niáljuk rekurzívan S̃m-t, az ún. csavart bolyongást
k = 1, 2, . . . -re. Kezdjük a 0-dik bolyongással: S̃0(n) = S0(n) (n ≥ 0). Minden �x m esetén
minden k-ra nevezzük a Tm(k) és Tm(k + 1) közötti lépéseket k-dik hídnak. Ha a híd el®jele
különbözik a kívánttól, akkor változtassuk meg a híd lépéseinek az el®jelét a következ®képpen:

X̃m(n) =
{

Xm(n) ha Sm(Tm(k + 1))− Sm(Tm(k)) = 2X̃m−1(k + 1),
−Xm(n) különben.

Így S̃m(n) = S̃m(n− 1) + X̃m(n). Ekkor S̃m(n) (n ≥ 0) szintén egy szimmetrikus bolyongás a
következ® skálázási tulajdonsággal:

1
2
S̃m(Tm(k)) = S̃m−1(k) (m ≥ 1, k ≥ 0).

Könnyen látható, hogy ez a de�níció lineáris interpolációval kiterjeszthet® folytonos id®re is.
Az utolsó lépése a konstrukciónak az id®- és térbeli lépték zsugorítása. A Brown-mozgás

m-dik közelítése legyen a
B̃m(t) = 2−mS̃m(t22m).

egyenl®séggel de�niálva.
Két szomszédos közelítés különbségének nagyságáról a következ®t mondhatjuk.

C lemma. Legyen K > 0 és C > 1. Ekkor minden m ≥ m1(C)-re a

P

{
sup

0≤k2−2m≤K

|B̃m+1(k2−2m)− B̃m(k2−2m)| ≥ K
1
4
∗ (log∗ K)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 3(K22m)1−C ,

becslés írható, ahol K∗ = max{1,K}.

Ezen a lemmán alapul a közelítés hibájáról szóló tétel:

A tétel. A B̃m(t) (t ≥ 0,m = 0, 1, 2, . . . ) folyamat sorozat egy valószín¶séggel egyenletesen
konvergál a W (t) (t ≥ 0) Wiener-folyamathoz minden [0,K], K > 0 kompakt intervallumon.
Tetsz®leges K > 0 és C ≥ 3/2 esetében minden m ≥ m2(C)-re

P
{

sup
0≤t≤K

|W (t)− B̃m(t)| ≥ K
1
4
∗ (log∗ K)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 6(K22m)1−C .

A Borel�Cantelli lemmát használva mondjuk C = 3 esetén azt kapjuk, hogy

sup
0≤t≤K

|W (t)− B̃m(t)| < O(1)m2−
m
2 m.m. (m →∞)

és
sup

0≤t≤K
|W (t)− B̃m(t)| < K

1
4 (log K)

3
4 m.m. (K →∞)

ha m elegend®en nagy, m ≥ m2(3).
A következ®kben a Szkorohod-beágyazással kapott véletlen bolyongások tulajdonságait fog-

juk tanulmányozni. Ki fog derülni, hogy ezen bolyongások sorozata nem egyenl® ugyan a
fentiekben megkonstruált bolyongással, de aszimptotikusan megegyeznek.

Tehát legyen adott egy W Wiener-folyamat. El®ször olyan megállási id®ket fogunk de�niálni,
amelyek segítségével el®állítjuk a Bm(k2−2m) bolyongást a Wiener-folyamatba ágyazva. Min-
den m ≥ 0-re legyen sm(0) = 0 és

sm(k + 1) = inf {s : s > sm(k), |W (s)−W (sm(k))| = 2−m} (k ≥ 0). (2)
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Ekkor legyen a keresett bolyongás a

Bm(k2−2m) = W (sm(k)) (m ≥ 0, k ≥ 0)

egyenl®séggel de�niálva. Ez a bolyongás is kiterjeszthet® lineáris interpolációval folytonos idej¶
folyamattá.

A következ® lemma a B̃m és Bm folyamat párnak néhány érdekes tulajdonságát írja le.
Általában az mondható, hogy B̃m jobban használható azokban az esetekben, mikor meg akarunk
konstruálni egy Brown-mozgást, míg Bm használata el®nyösebb, ha approximációs eredményhez
szeretnénk jutni valamilyen, már adott folyamat mellett.

D lemma. Tetsz®leges C ≥ 3/2, K > 0 mellett tekintsük a következ® eseményt

Am =

{
sup
n>m

sup
0≤k2−2m≤K

|2−2nTm,n(k)− k2−2m| < 6(CK∗ log∗ K)
1
2 m

1
2 2−m

}
,

ahol Tm,n(k) = Tn◦Tn−1◦· · ·◦Tm(k) minden n > m ≥ 0 és k ≥ 0 esetén. Ekkor, ha m ≥ m3(C)
teljesül,

P {Ac
m} ≤ 4(K22m)1−C .

Továbbá, limn→∞ 2−2nTm,n(k) = tm(k) létezik az Am eseményen és a

B̃m(k2−2m) = W (tm(k)) (0 ≤ k2−2m ≤ K),

egyenl®ség is fennáll, vö. (2.1.). S®t, az Am eseményen, egy nullmérték¶ halmazt kivéve, teljesül
a sm(k) = tm(k) egyenl®ség és következ® becslés:

sup
0≤k2−2m≤K

|sm(k)− k2−2m| ≤ 6(CK∗ log∗ K)
1
2 m

1
2 2−m (m ≥ m3(C)).

Ezen lemma segítségével megadható az elkészített Szkorohod-beágyazott, közelít® bolyongás
approximációs hibája:

1. lemma. Minden K > 0 és C ≥ 3/2 számra m ≥ m3(C) mellett a

P
{

sup
0≤t≤K

|W (t)−Bm(t)| ≥ K
1
4
∗ (log∗ K)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 10(K22m)1−C

becslést írható.

2.2. Folytonos martingálok approximációja

Ebben a fejezetben használt egyik f® eszköz a bolyongásos konstrukción túl Dambis (1965)
és Dubins�Schwarz (1965) konstrukciója (ezentúl DDS -konstrukció). Röviden fogalmazva ezen
tétel azt állítja, hogy minden folytonos lokális martingál id®-átparaméterezéssel Brown-mozgás-
sá transzformálható.

Ezen túl feltesszük, hogy adott egy (Ω,F ,P) valószín¶ségi mez®, (Ft, t ≥ 0) �ltráció és egy
hozzá adaptált M(t), t ≥ 0, 0-ból induló folytonos lokális martingál.

Ezen feltételek mellett 〈M〉, M kvadratikus variációja 0-ból induló, folytonos, monoton
növeked® folyamat, azaz id®-átparaméterez® folyamat. 〈M〉-en kívül id®-átparaméterez® folya-
matként használjuk majd az ® kvázi-inverzét, T -t:

Ts = inf{t : 〈M〉t > s}.
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B tétel. [12, V (1.6), p.181] Ha feltesszük még, hogy 〈M〉∞ = ∞ m.m., akkor a W (s) = M(Ts)
folyamat (FTs)-adaptált Brown-mozgás, továbbá M(t) = W (〈M〉t).

Megjegyezzük, hogy hasonló állítás mondható, esetleg a valószín¶ségi mez® kib®vítésével, abban
esetben, mikor 〈M〉∞ < ∞.

Ezentúl W -vel fogunk hivatkozni a most megkonstruált, ún. M -hez kapcsolt DDS Wiener-
folyamatra.

Fontos, hogy az M martingálhoz is de�niálhatunk Szkorohod-tipusú beágyazott megállási
id®ket, ahogy tettük (2) esetében. Minden m ≥ 0 esetén legyen τm(0) = 0 és

τm(k + 1) = inf
{
t : t > τm(k), |M(t)−M(τm(k))| = 2−m

}
(k ≥ 0). (3)

Jól látható, hogy az (m + 1)-dik megállási-id® sorozat �nomítása az m-diknek ((τm(k))∞k=0

(τm+1(j))
∞
j=0-nek részsorozata.)

2. lemma. A (3) sorban de�niált megállási id®k segítségével közvetlenül megkaphatjuk a DDS
Wiener-folyamatot közelít® {Bm}m skálázott Szkorohod-tipusú bolyongásorozatot, vö. (2.1.):

Bm(k2−2m) = W (sm(k)) = M(τm(k)), sm(k) = 〈M,M〉τm(k)

[de τm(k) ≤ Tsm(k) ], ahol tetsz®leges rögzített m ≥ 0 esetén a k értékekre (ω-tól függ®en) az
sm(k) ≤ 〈M〉∞ teljesül

A továbbiakban Bm-mel jelöljük a 2. lemmában de�niált skálázott bolyongás sorozatot.

2.2.1. A kvadratikus variáció közelítése

Ennek az alfejezetnek az a célja, hogy a kvadratikus variációnak egy majdnem mindenütt
konvergenciát biztosító el®állítását adjuk meg egy pontfolyamat sorozat segítségével. A sorozat
m-dik tagját a következ®féleképpen de�niáljuk:

Nm(t) = 2−2m#{r : r > 0, τm(r) ≤ t}
= 2−2m#{r : r > 0, sm(r) ≤ 〈M,M〉t} (t ≥ 0).

Látható, hogy trajektóriái tiszta ugró függvények konstans, 2−2m ugrásokkal. Az ugrások
pontosan a τm(k) helyeken vannak és ezeken a helyeken Nm (τm(k)) = k2−2m. A D lemma
megfelel® alkalmazásával kaphatjuk az approximáció alapjául szolgáló állítást:

3. lemma. Tetsz®leges, adott K > 0 esetén de�niálhatunk egy am = O(m−2−ε22m)K sorozatot
tetsz®legesen kicsi ε > 0-ra, ahol am ≥ K ∨ 1 minden m ≥ 1-re (x ∨ y = max(x, y), x ∧ y =
min(x, y)).

Ekkor tetsz®leges C ≥ 3/2 és m ≥ m4(C) esetén a következ® becsléshez jutunk:

P
{

sup
0≤t≤K

|〈M〉t ∧ am −Nm(t ∧ Tam)| ≥ 12(Cam log∗ am)
1
2 m

1
2 2−m

}
≤ 3(am22m)1−C .

A következ® tétel szellemében hasonló Karandikar [5] megfelel® állításához, de a bizonyítás
módszere különböz®, továbbá mi megadjuk a konvergencia gyorsaságát is.

1. tétel. A 3. lemma jelöléseit használva a következ®ket kapjuk a kvadratikus variáció approx-
imációs hibájára:

sup
0≤t≤K

|〈M〉t −Nm(t)| < O(1)m
1
2 2−m a.s. (m →∞)
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és
sup

0≤t≤K
|〈M〉t −Nm(t)| < K

1
2 (log K)

1
2 a.s. (K →∞)

minden elegend®en nagy m-re, ha m ≥ m4(3).

2.2.2. Folytonos martingálok er®s közelítése

Ezen eszközök használatával már folytonos lokális martingálokra is tudunk megfelel® approxi-
mációs eredményt mondani. A DDS-konstrukciót és a 3. lemmát használva jutunk a követke-
z®höz:

5. lemma. Fix K > 0 mellett vegyünk egy am = O(m−7−ε22m)K sorozatot tetsz®leges ε > 0
esetén, ahol am ≥ K ∨ 1 minden m ≥ 1-re.

Ekkor, ha C ≥ 3/2 és m ≥ m5(C), a

P
{

sup
0≤t≤K

|M(t ∧ Tam)−Bm(Nm(t ∧ Tam)| ≥ 2a
1
4
m(log∗ am)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 14(am22m)1−C

becsléshez jutunk.

3. tétel. A 5. lemma jelöléseit használva a

sup
0≤t≤K

|M(t)−Bm(Nm(t))| < O(1)m2−
m
2 a.s. (m →∞)

és a
sup

0≤t≤K
|M(t)−Bm(Nm(t))| < K

1
4 (log K)

3
4 a.s. (K →∞)

becslések teljesülnek, ha az utóbbi esetben m elegend®en nagy.

Kiefer [7] bizonyította, hogy a Brown-mozgás esetében, tehát ha M = W , a Szkorohod-
beágyazást használva nem tudunk O(1)n−

1
4 (log n)

1
2 (log log n)

1
4 -nél jobb konvergenciát biztosító

konstrukciót mondani (itt n az approximációhoz használt pontok száma). A 3. tétel azt állítja,
hogy esetünkben ez a ráta O(1)n−

1
4 log n (a konstrukció n = K22m pontot használ), ami jól

közelíti a legjobb Szkorohod-beágyazással elérhet®t.

2.3. Szimmetrikusan fejl®d® martingálok

Mind elméleti, mind gyakorlati szempontból fontos kérdés, hogy az M martingálhoz elkészített
Bm bolyongás, amely a DDS Brown-mozgást közelíti, illetve az Nm pontfolyamat milyen
feltételek mellett függetlenek. E kérdés magában foglalja ugyanezt a kérdést a B DDS Brown-
mozgásra illetve a kvadratikus variációra vonatkoztatva, ugyanis a Brown-mozgást a Bm fo-
lyamatok segítségével állítjuk el®, míg a kvadratikus variációt az Nm folyamatok segítségével.
Fordítva is igaz, hiszen ha B és 〈M〉 függetlenek, akkor a megfelel® közelít® folyamatok is azok
de�níciójuk folytán.

Következ® tételünkb®l ki fog derülni, hogy ekvivalens feltételt tudunk adni a függetlenség-
re. Azt kívánjuk meg, hogy a múltra nézve a folyamat szimmetrikus növekmény¶ legyen a
következ® értelemben: minden pozitív egész n-re, 0 ≤ s < t1 < · · · < tn valós számokra és
U1, . . . Un valós Borel-halmazokra a

P
{
Γ | F0

s

}
= P

{
Γ− | F0

s

}
, (4)
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feltételnek kell teljesülnie, ahol Γ = {M(t1)−M(s) ∈ U1, . . . ,M(tn)−M(s) ∈ Un} és Γ− ha-
sonlóan de�niált, csak Uj helyett −Uj-t veszünk Γ− felírásban, továbbá F0

s = σ(M(u), 0 ≤ u ≤
s) az M által generált �ltráció.

A 4. tétel alapvet®en Dubins, Émery és Yor [2] tételének átfogalmazása. Ezen tétel lényegé-
ben Ocone egy eredményén alapul [10], amely azt állítja, hogy azok a martingálok, amelyeknek
eloszlása a kvadratikus variációt feltéve Gauss, azok J-, illetve H-invariánsak. A J-invariancia
azt jelenti, hogy minden jósolható, {−1, 1} érték¶ α folyamat esetében M -nek és

∫ t

0
α dM -

nek ugyanaz az eloszlása. A H invariancia egy ugyanilyen típusú, er®sebb állítás, ugyanis itt
elegend® csak determinisztikus, α(r)(t) = I[0,r](t)−I(r,∞)(t) alakban írható folyamatokat tekin-
teni. Ocone bizonyította, hogy a feltételes Gauss eloszlásúság, J-invariancia és H-invariancia
ekvivalenciája nem csak folytonos, hanem cadlag martingálokra is igaz.

Dubins, Émery és Yor bizonyították [2], hogy ezek a feltételek ekvivalensek azzal, hogy a
martingál DDS Brown-mozgása és a kvadratikus variációja független. Ebben a dolgozatban [2]
és egy másik, Vostrikova és Yor [20] által publikáltban a szerz®k további ekvivalens feltételeket
sorolnak fel az el®bbi tulajdonságra. A továbbiakban ezekre a martingálokra az irodalomban el-
terjedt, Ocone martingál névvel fogunk hivatkozni. A [2] dolgozatukban mutatják be a témakör
egyik megoldatlan problémáját. Az a sejtésük, hogy egy martingál pontosan akkor Ocone, ha
M -nek és Lévy-transzformáltjának, M̂ =

∫
sgn(M) dM -nak az eloszlása megegyezik.

2.3.1. Ocone martingálok karakterizációja az eloszlás segítségével

4. tétel. (a) Ha W (t) (t ≥ 0) egy Wiener-folyamat és C(t) (t ≥ 0) egy t®le független, 0-ban
elt¶n®, monoton növeked® és folytonos véletlen folyamat, akkor az M(t) = W (C(t)) lokális
martingál folytonos lokális Ocone-martingál.

(b) Megfordítva, ha M szimmetrikusan fejl®d®, folytonos lokális martingál, akkor az ® DDS
Brown-mozgása és kvadratikus variációja függetlenek.

Ennek bizonyítása úgy történik, hogy a diszkrét közelítés megfelel® folyamat párjainak a
függetlenségét látjuk be a (4) feltételb®l. Pontosabban azt bizonyítjuk, hogy a (4) feltétel
mellett minden m esetén a {τm(k)}k sorozat független a {M(τm(i+1))−M(τm(i))}i sorozattól.

2.3.2. Ocone martingálok tulajdonságai

Ennek a fejezetnek az elején felsorolunk néhány, az Ocone tulajdonsággal ekvivalens feltételt.
A D tételben a (ii-iv) részek ekvivalenciáját Ocone bizonyította. A (i-iii-v-vi) részek ekvivalen-
ciájának a bizonyítását Émery-Dubins-Yor végezte el.

D tétel. Legyen M folytonos martingál. A következ® öt állítás ekvivalens:

(i) a βM DDS Brown-mozgás és a 〈M〉 kvadratikus variáció függetlenek;

(ii) feltéve 〈M〉-et M Gauss eloszlású martingál;

(iii) minden {−1, 1} értéket felvev®, F-jósolható H folyamat esetén(∫
H dM, 〈M〉) d= (M, 〈M〉

)
;

(iv) minden determinisztikus, I[0,a] − I(a,∞) alakú h függvényre az
∫

h dM és az M mar-
tingáloknak ugyanaz az eloszlásuk;
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(v) tetsz®leges F-jósolható, B(R+)⊗ σ(〈M〉) mérhet® olyan H folyamatra, mely egyben m.m.
négyzetesen integrálható

(∫∞
0

H2
s d〈M〉s < ∞ m.m.

)
a

E
[
exp

(
i

∫ ∞

0

Hs dMs

) ∣∣∣〈M〉
]

= exp
(
−1

2

∫ ∞

0

H2
s d〈M〉s

)
egyenl®ség teljesül;

(vi) minden
∑n

j=1 cjI[0,aj ] formában írható h függvényre

E
[
exp

(
i

∫ ∞

0

h(s) dMs

)]
= E

[
exp

(
−1

2

∫ ∞

0

h2(s) d〈M,M〉s
)]

.

A fejezet elején említettük, hogy a témában fennáll egy tíz éves sejtés, miszerint egy mar-
tingál pontosan akkor Ocone, ha M -nek és Lévy-transzformáltjának, M̂ =

∫
sgn(M) dM -nak

az eloszlása megegyezik.
Dubins, Émery és Yor bizonyították, hogy ez a sejtés ekvivalens a 70-es évek második fele

óta fennálló másik sejtéssel. Ez azt állítja, hogy a T : B →
∫

sign(B) dB Lévy-transzformáció
ergodikus a Wiener-téren.

Ennek a sejtésnek az igazságát többek között egy Dubins és Smorodinsky [3, 1992] által
bizonyított tény er®síti, miszerint a Lévy-transzformáció diszkrét verziója ergodikus.

Ennek a fejezetnek a végén bizonyítjuk még azt az egyszer¶ állítást, hogy a T nB n ≥ 0
folyamatok páronként gyengén ortogonálisak a következ® értelemben [12]:

Két lokális martingál, M és N gyengén ortogonális, ha EMsNt = 0 minden s, t ≥ 0 esetében.
Ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy s ≥ 0 esetén E〈M,N〉 = 0. Jelen helyzetben ez azt jelenti,
hogy a T nMt és a T kMt martingálok együttesen nem Gauss eloszlásúak.

1. állítás. A T nW, n ≥ 0, martingálok páronként gyengén ortogonálisak, azaz minden s, t ≥ 0
id®pontban, minden n 6= k pozitív hatványokra az

ET nWsT kWt = 0

egyenl®ség teljesül.

2.3.3. Néhány példa Ocone és nem Ocone martingálokra

A dolgozat ezen fejezetében néhány érdekes, ismert tulajdonságát elevenítjük fel az Ocone
martingáloknak, továbbá itt írjuk le néhány új eredményünket. A dolgozatban ezen kívül
további példákat is adunk Ocone, illetve nem Ocone martingálokra. Ebben az összefoglalóban
nem közöljük az összes ismert példát és tulajdonságot.

2. állítás. Tegyük fel, hogy 〈M〉∞ = ∞ és M a

Mt = x +
∫ t

0

σ(Ms) dβs

alakban írható, ahol σ egy sehol sem elt¶n® függvény és β egy Brown-mozgás. Ekkor, M Gauss
eloszlású martingál.

7



B példa. ([20]). Legyen (Bt, Ct), t ≥ 0 egy síkbeli Brown-mozgás, akkor a

At =
1
2

∫ ∞

0

(Cs dBs −Bs dCs)

folyamat Ocone martingál. Ez az állítás a következ®, általánosabb tétel felhasználásával is
bizonyítható. Ehhez a tételhez az inspirációt Marc Yor adta.

5. tétel. Legyen Φ : Rd → Rd egy reguláris függvény. A deriváltjának az adjungáltját jelölje
Ψ(x) = (Φ′)T (x). Továbbá tegyük fel, hogy a következ® egyenl®ségek teljesülnek:

Ψ(x)Φ(x) = x és x · Φ(x) = 0 minden x ∈ R esetén

ahol · jelöli a skalárszorzást Rd-ben. Ekkor, ha B egy d-dimenziós Brown-mozgás, akkor

Mt =
∫ t

0

Φ(Bs) · dBs

Ocone martingál.

1. következmény. Ha Φ a Φ(x) = Ax alakban írható, ahol A egy reguláris mátrix, akkor az
el®bbi feltételekb®l következik, hogy A ortogonális és anti-szimmetrikus.

Ezt felhasználva a B példa martingáljának Ocone tulajdonsága azonnal látható.

2.4. A lokális id® közelítése

Az általunk használt bolyongásos konstrukció különösen jól használható a Brown-mozgás lokális
idejének approximációjára, ugyanis a konstrukció során ha két tetsz®leges pont ugyanazon a
szinten volt, akkor a kés®bbi lépésekben is ugyanazon a szinten maradnak, így lényegében
azt kell meghatározni, hogy egy adott szinten és adott �nomításból kiindulva a következ®
�nomításban hány új pont jön be az adott szintre.

Mivel az, hogy mikor ér vissza el®ször a 0-ba a bolyongás az egyes �nomítási lépésekben
véletlen mennyiség, ezért a tárgyalt közelítési módszerünkkel nem tudunk természetes közelítést
adni a Brownian excursion-re, bridge-re és meander-re. A dolgozatban ezen mennyiségek
közelítésére Phillipe Marchal konstrukcióját mutatjuk be, ami viszont nem annyira természetes
a lokális id® közelítésére.

2.4.1. A lokális id® közelítése

Jelölje L a B Brown-mozgás 0-beli lokális idejét. Legyen {Bm} a szokásos skálázott bolyon-
gás sorozat, amely a B-t közelíti. Legyen `m(k) := #{0 ≤ l < k | S̃m(l) = 0} és Lm(t) :=
1

2m `m

⌊
t22mc

)
a Bm folyamat lokális ideje a 0-ban a t ideig. Azt bizonyítjuk, hogy ez a mennyi-

ség egy valószín¶séggel egyenletesen konvergál a Brown mozgás lokális idejéhez. A bizonyítás f®
ötlete az, hogy kiszámoljuk, hogy egy adott szinten az eggyel kés®bbi közelítés hány új pontot
hoz be. Kiderül, hogy az m-dik közelítés minden 0-elérése után az (m + 1)-dik szinten bejön
még a többit®l független geometriai(1/2) eloszlású számú 0-elérés. Tehát a tételünk:

6. tétel. Amint n →∞

P

(
sup
[0,K]

|Ln(t)− L(t)| ≥ C K1/4(log∗ K)2n22−n/2

)
≤ λ(C)

(
K1/22n

)2−C

,

elegend®en nagy C és C-t®l függ® λ(C) kostansokkal egy megfelel®en nagy n után.
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A C konstans helyes megválasztásával a Borel-Cantelli lemmát használva kapjuk a következ®
eredményt.

2. következmény.

sup
[0,K]

|Ln(t)− L(t)| < O(1)n22−
n
2 m.m. (n →∞)

sup
[0,K]

|Ln(t)− L(t)| < K
1
4 (log K)2 m.m. (K →∞)

minden elegend®en nagy m-re.

Az alábbi következmény szükséges eszköze lesz a 9. tételnek a 2.5. fejezetben.
Miel®tt kimondanánk ezt a lokális id® globális konvergenciájáról szóló tételt, be kell vezet-

nünk néhány jelölést. Jelölje La(t) és La
n(t) a Brown-mozgás, illetve annak n-dik közelítésének

a lokális idejét. Mivel ennél a diszkrét mennyiségnél nem egyértelm¶ a de�níció, legyen La
n(t) =

Ldaen
n (t)-ként de�niálva, ahol daen = da2ne

2n . Még részletesebben, Ldaen
n (t) = 1

2m `
da2ne
m (bt22mc) =

1
2m #{0 ≤ l < bt22mc | S̃m(l) = da2ne}.

3. következmény.

sup
a∈R

sup
[0,K]

|La
n(t)− La(t)| < O(1)2−( 1

2−ε)n m.m. (n →∞)

minden tetsz®legesen kicsi ε > 0 számra.

2.4.2. Brownian excursion, bridge és meander � Marchal konstrukciója

Ebben a részben felidézzük Phillipe Marchal algoritmusát a Brown excursion, bridge és meander
approximációjára.

2.5. Sztochasztikus integrálás trajektóriák mentén

Ebben a fejezetben az a f® célunk, hogy súlyozott véletlen összegek sorozatának a segítségével
tetsz®leges kompakt intervallumon egy valószín¶séggel egyenletesen megközelítsünk

∫ t

0
Ys dM(s)

típusú integrálokat, ahol M folytonos martingál és Y a martingálra nézve integrálható folyamat.
Ki fog derülni, hogy módszerünk integrandusok két osztályában meglehet®sen természetesen
keresztülvihet®. Az els® osztály olyan Y folyamatokból áll, amelyeknek egy valószín¶séggel
jobbról folytonos és bal limesszel rendelkez® trajektóriái vannak. A második osztály folyamatai
Y = f ′−(M) alakúak, ahol f ′− két konvex függvény különbségének baloldali deriváltja.

A f® vonása ezen konstrukciónak, hogy diadikusan felosztjuk a teret, amely vagy az inte-
granduson, vagy az integrátor folyamaton Szkorohod-típusú megállási id®ket de�niál. Ezen
megállási id®ket használjuk a diszkrét közelítés ugráspontjainak. Ezen a módon olyan megkö-
zelítését kapjuk a sztochasztikus integrálásnak, mely meglehet®sen eltér a szokásostól.

Hasonló megközelítést találhatunk Karandikar dolgozataiban, így összevetés és a dolgozat
teljesebbé tételének céljából néhány alapvet® eredményét közöljük az értekezés ezen fejezetének
2.5.1. alfejezetében. Ezen összefoglalóban ezt a részt elhagyjuk.

A f® különbség a két megközelítés között az, hogy melyik folyamatra alkalmazzuk a fent
vázolt diszkrétizációt. Karandikarnál ez az integranduson történik, míg a mi esetünkben a
meghajtó folyamatra hajtjuk végre.
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2.5.2. Diszkrétizácó a háttér folyamatra alkalmazva

7. tétel. Legyen (Wt, (Ft)) egy Brown-mozgás a standard �ltrációval. Legyen f jobbról folytonos
baloldali határértékkel rendelkez® folyamat és minden n ≥ 1 esetén legyen {sn(i) : i ≥ 0} a (2)
sorban de�niált Szkorohod-féle megállási id®k.

A (In
t ) közelít® integrál legyen a következ®féleképpen de�niálva. sn(k) ≤ t < sn(k+1), k ≥ 0

esetén legyen

In
t =

k−1∑
i=0

fsn(i)(Wsn(i+1) −Wsn(i)) + fsn(k)(Wt −Wsn(k)).

ekkor tetsz®leges T < ∞ esetén fennáll a

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣In
t −

∫ t

0

f dW

∣∣∣∣→ 0 m.m. (n →∞)

konvergencia.

A bizonyítás azon alapul, hogy m növekedésével az {sm(k)}k sorozat értékkészlete s¶r¶ lesz
minden kompakt intervallumon.

Innen, a DDS-konstrukciót használva egyszer¶ következményként adódik a következ®, ál-
talánosabb tétel.

8. tétel. Legyen M olyan folytonos (Ft)-martingál, melynek kvadratikus variációjára teljesül,
hogy az 〈M〉∞ = ∞ esemény egy valószín¶ség¶. Legyen Y cadlag, (Ft)-adaptált folyamat és a
{τn(i) : i ≥ 0}, n ≥ 1 megállási id®k a (3) alapján de�niáltak.

Ekkor az (Y n
t )-t és (In

t )-t τn(k) ≤ t < τn(k + 1), k ≥ 0 esetén az

Y n
t = Yτn(i)

In
t =

∫ t

0

Y n
s dMs =

k−1∑
i=0

Yτn(i)(Mτn(i+1) −Mτn(i)) + Yτn(k)(Mt −Mτn(k)).

kifejezések de�niálják. Ekkor tetsz®leges T < ∞ mellett a

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣In
t −

∫ t

0

Y dM

∣∣∣∣→ 0 m.m. (n →∞)

közelítés kapható.

A következ® fontos állítás egyszer¶ következménye ennek a tételnek.

4. következmény. A 8. tétel feltételei mellett fennáll a

sup
0≤t≤K

∣∣∣∣∣∣
∑

τn(i+1)≤t

Yτn(i)(Mτn(i+1) −Mτn(i))−
∫ t

0

Y dM

∣∣∣∣∣∣→ 0 m.m. (n →∞)

konvergencia.

Ezen következmény alapján mondhatjuk azt, hogy In
t utolsó taggal csonkított változatát fel-

foghatjuk mint sztochasztikusan súlyozott véletlen, ± 1
2m érték¶ lépésekkel rendelkez® szim-

metrikus bolyongás részletösszege.
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2.5.3. A nem jobbról folytonos integrandus esete

Karandikar módszere, ahol az integrandust diszkrétizáljuk, er®sen kihasználja, hogy jobbról
folytonos folyamatokra alkalmazza a diszkretizációt. Így az ® módszere nem m¶ködik a sign(Bt)
folyamat esetén, mely folyamat gyakran szolgál példák és ellenpédák alapjául a sztochasztikus
analízisben. Ezt kiküszöbölhetjük, ha a diszkrétizációt, mint el®bb, a meghajtó folyamatra
hajtjuk végre. Ennek eredményeként módszerünk kiterjeszthet® olyan folyamatokra, melyek
f ′−(B) alakban írhatóak, ahol f ′− két konvex függvény különbségének deriváltja.

Ez a módszer általánosítása Szabados Tamás [15] által bemutatott approximációs ered-
ménynek, ahol

∫
f(B) dB integrálokat közelített f ∈ C2 típusú függvények esetében.

A 3. tételt és az Itô-Tanaka formulát használva [12] juthatunk el a következ® tételhez:

9. tétel. Legyen f két konvex függvény különbségének deriváltja és legyen olyan M folytonos
lokális martingál, mely rendelkezik a 〈M〉∞ = ∞ m.m. tulajdonsággal. Ekkor T > 0 mellett

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

f ′−(Mm(s)) dMm(s)−
∫ t

0

f ′−(M(s)) dM(s)
∣∣∣∣→ 0 m.m. (m →∞)

3. A Brown mozgás egy exponenciális funkcionáljának er®s

közelítése

Ez a rész a bolyongásokkal való közelítés egy speciális alkalmazását mutatja be.
A Brown-mozgásnak az

Iν =
∫ ∞

0

exp (B(t)− νt) dt

egyenl®séggel de�niált exponenciális funkcionálját és f®leg annak diszkrét verzióját fogjuk tanul-
mányozni. Ez az Y = 1 + ξ1 + ξ1ξ2 + · · · tipusú valószín¶ség¶ változók vizsgálatához vezet,
amelyek a következ® di�erencia egyenlet alakban is felírhatók:

Y
d= 1 + ξY. (5)

3.1. Bevezetés

A B Brown-mozgás segítségével felírható

S(t) = S0 exp
(
σB(t) +

(
µ− σ2/2

)
t
)
, t ≥ 0

geometriai Brown-mozgás fontos szerepet játszik a Black�Scholes elméletben.
Az ázsiai opció beárazásának a feladatánál merül fel az átlagos ár folyamatnak,

A(t) =
1
t

∫ t

0

S(u) du, t ≥ 0

vizsgálata. Ezzel kapcsolatos a végtelen id®skálára de�niált sokak által tanulmányozott

I =
∫ ∞

0

exp(B(t)− νt) dt (ν > 0)

exponenciális funkcionál eloszlásának meghatározása. Az az érdekes eredmény mondható, hogy
1/Iν gamma eloszlású 1 paraméterrel és 2ν indexszel:

I =
∫ ∞

0

exp(B(t)− νt) dt
d=

2
Z2ν

(ν > 0).
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Ennek az állításnak a bizonyítását Dufresne [4] adta meg diszkrét gamma-approximációt hasz-
nálva, majd Yor [19] mutatott egy rövid és elegáns sztochasztikus analízisbeli eszközöket alkal-
mazó bizonyítást.

Ennek az eloszlásban vett egyenl®ségnek a következménye, hogy I p-dik egész momentumai
pontosan akkor végesek, ha p < 2ν. Ekkor

E(Ip) = 2p Γ(2ν − p)
Γ(2ν)

. (6)

Ez érvényes a negatív egész momentumokra, melyek karakterizálják I eloszlását.
Érdekesebb összefüggést kapunk, ha a drifttel ellátott Brown mozgást egy (αt, t ≥ 0) sub-

ordinátor (0-ból induló, növeked® Lévy-folyamat) folyamattal helyettesítjük. Ekkor [1] alapján
azt mondhatjuk, hogy a J =

∫∞
0

exp(−αt) dt kifejezés minden pozitív egész momentuma véges
és a következ® tulajdonság teljesül:

E(J p) =
p!

Φ(1) · · ·Φ(p)
, Φ(λ) = −1

t
log E(exp(−λαt)). (7)

Hasonló eredmény a Brown-mozgással el®állított exponenciális funkcionál esetében csak
közelít® értelemben mondható. A közelítésnél a Brown-mozgás bolyongásos konstrukcióját
használva kapjuk a diszkrét exponenciális funkcionált, mely mennyiségnek a tulajdonságait a
továbbiakban vizsgálni fogjuk.

Legyen tehát (Xj)∞j=1 független, azonos eloszlású valószín¶ségi változók sorozata úgy, hogy

P(X1 = ±1) = 1
2 és S0 = 0, Sk =

∑k
j=1 Xj (k ≥ 1). Ekkor I-nek közelít® mennyisége a

Y =
∞∑

k=0

exp(Sk − kν) = 1 + ξ1 + ξ1ξ2 + · · · , ξj = exp(Xj − ν), (8)

kifejezés. A kés®bbiekben Y -hoz hasonló el®állítással rendelkez® valószín¶ségi változókat fogunk
vizsgálni. Ebben az egyszer¶ esetben Y -t diszkrét exponenciális funkcionálnak fogjuk nevezni.

A következ®, 3.2. fejezetben azt bizonyítjuk, hogy az el®bb de�niált Y eloszlása szinguláris
Lebesgue mértékre nézve. Továbbá egy általánosabb eredményt is közlünk, melyben ξj eloszlása
szabadabban megválasztható.

A 3.3. fejezetben meghatározzuk az exp. funkcionál diszkrét közelítésének momentumait és
megmutatjuk, hogy a (6) és a (7) esetekhez hasonló viselkedést tapasztalhatunk. Ezen túlmen®-
en a momentumokkal kapcsolatban egy érdekes rekurziót fedeztünk fel, a közelítések részletes,
korábbi momentumok segítségével felírt kifejtésében, ld. a 3.3.1. alfejezetet.

Végül a 3.4. fejezetben megmutatjuk, hogy a bolyongásos közelítés segítségével egyszer¶,
analitikus módszerekkel meghatározható Iν eloszlása. Így egy új bizonyítást kapunk Dufresne
és Yor által bizonyított tételre.

3.2. A diszkrét exponenciális funkcionál eloszlása

A dolgozat ezen fejezetében átismételünk néhány fraktálanalízisbeli eszközt (3.2.1. fejezet),
majd azzal az esettel foglalkozunk, mikor az (5)-beli Y eloszlása nem �átfed®� (3.2.2. fejezet).
Ezt a speciális esetet magában foglalja a következ®, 3.2.3. alfejezetben bizonyított tétel. Ennek
kimondása el®tt megemlítjük Y következ® fraktális tulajdonságát.

A (5) sorban ξj-nek legyenek az értékei γ1 < · · · < γN < 1 pi = P(ξ = γi) valószín¶ségekkel.
(Az alap esetben, az exp. funkcionál esetében ez a következ®ket jelenti: N = 2, γ1 = e−1−ν ,
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γ2 = e1−ν , p1 = p2 = 1
2 ). A Ti(x) = γix + 1 (1 ≤ i ≤ N) függvények iterált függvény rendszert

alkotnak. Ha

E(log ξ) =
N∑

i=1

pi log γi < 0

teljesül, akkor egyszer¶ meggondolással kapjuk, hogy fennáll a következ® egyenl®ség Y eloszlá-
sára:

F (y) =
N∑

i=1

pi F (T−1
i (y)). (9)

3.2.3. Az eloszlás általános esetben

Ebben a részben belátjuk, hogy a (8)-beli Y eloszlása ν > 1 mellett szinguláris a Lebesgue-
mértékre nézve. Ehhez a következ®, ennél általánosabb érvény¶ tételt bizonyítjuk. A bizonyítás
Simon Károllyal való megbeszélés eredménye [13].

10. tétel. Az ξ valószín¶ségi változó értékei legyenek γi (i = 1, . . . , N), 0 < γ1 < · · · < γN <

1, továbbá legyen pi = P(ξ = γi). Tekintsük a (ξj)∞j=1, ξj
d= ξ független, azonos eloszlású

valószín¶ségi változók sorozatát. Ekkor Y = 1+ ξ1 + ξ1ξ2 + · · · eloszlása szinguláris a Lebesgue-
mértékre a következ® feltétel teljesülése esetén

−χP = E(log ξ) =
N∑

i=1

pi log γi <

N∑
i=1

pi log pi = −HP.

χP jelöli a (T1, . . . , TN ) iterált függvény rendszer Lyapunov exponensét a P Bernoulli mértékre
nézve.

A diszkrét exp. funkcionálhoz visszatérve az kapjuk, hogy ez a feltétel pont akkor teljesül, ha
ν > log 2 ≈ 0.693. Azt a γ2 < 1 tulajdonsággal összevetve kapjuk, hogy Y eloszlása szinguláris
a Lebesgue mértékre nézve, ha ν > 1.

3.3. A diszkrét exponenciális funkcionál momentumai

A binomiális-tételt használva a következ® rekurzió kapható Y p-dik, pozitív egész ep = E(Y p)-
nal jelölt momentumára:

ep =
1

1− µp

p−1∑
k=0

(
p

k

)
µk ek, (10)

feltéve, hogy µp < 1. Itt a µk = E(ξk), ek = E(Y k), k ≥ 0 jelöléseket használtuk.

3.3.1. Permutációk adott csökkenési halmazzal

A (10) összefüggésb®l indukcióval látható, hogy minden p ≥ 1 pozitív egész esetén E(Y p)
racionális függvénye a µ1, . . . , µp momentumoknak:

E(Y p) =
1

(1− µ1) · · · (1− µp)

∑
(j1,...,jp−1)∈{0,1}p−1

a
(p)
j1,...,jp−1

µj1
1 · · ·µjp−1

p−1 , (11)

ahol a számlálóban szerepl® együtthatók ξj eloszlásától függetlenek.

Ezen a
(p)
j1...jp−1

együtthatók egy Pascal-háromszög típusú táblázatba rendezhet®k, ahol az
el®bbi együttható helyét a p-dik sorban a jp−12p−2 + · · ·+ j120 kifejezés adja meg.
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Ezen a ponton felmerül az a valószín¶ségelmélett®l független kérdés, hogy tudunk-e valami-
lyen jelentést tulajdonítani a a

(p)
j1...jp−1

együtthatóknak. A válasz meglehet®sen meglep®en az,

hogy a
(p)
j1...jp−1

egyenl® azon π permutációk számával az Sp csoportból, amelyeknek éppen ott
van csökkenési helye, ahol ji = 1, 1 ≤ i ≤ p − 1. (Egy π ∈ Sp permutációnak csökkenése van
az i helyen, ha π(i) > π(i + 1).) Ezen a felismerésen túl, új rekurziót adunk adott csökkenési
halmazzal rendelkez® permutációk számának a kiszámolására.

Emlékeztetünk arra, hogy egy π ∈ Sp permutáció csökkenési halmaza a D(π) = {i : π(i) >
π(i + 1), 1 ≤ i ≤ p− 1} kifejezéssel de�niált. Ekkor a következ® állítás mondható:

11. tétel. A a
(p)
j1...jp−1

együtthatók megegyeznek azon permutációk számával, b(p)(S)-nel, ahol
az S csökkenési halmaz a következ® de�nícióval adott:

S = {s1, . . . , sm} = {k : jk = 1, 1 ≤ k ≤ p− 1}, m =
p−1∑
k=1

jk. (12)

Ennek az állításnak a bizonyítását mind algebrai, mind kombinatorikai módszerrel is elvégez-
zük. Végül, bemutatunk egy új rekurziót adott csökkenési halmazzal rendelkez® permutációk
számának a meghatározására.

8. lemma. Tetsz®leges p ≥ 2 egész szám és (j1, . . . , jp−1) ∈ {0, 1}p−1 multiindex esetén fennáll
a következ® rekurzió:

a
(p)
j1...jp−1

=
p−1∑
i=1

δia
(p−1)

j
(i)
1 ...j

(i)
p−2

=
∑

(i1,...,ip−2)∈L(j1,...,jp−1)

a
(p−1)
i1...ip−2

,

ahol a(1) = 1, δi = |ji−ji−1| for i ≥ 2, δ1 = 1, j
(i)
k = jk minden 1 ≤ k ≤ i−1 esetén, j

(i)
k = jk+1

tetsz®leges i ≤ k ≤ p − 2 számra. Továbbá L(j1, . . . , jp−1)-vel jelöljük azon különböz®, p − 2
hosszú bináris sorozatok halmazát, amelyekben pontosan egy helyet töröltünk a (j1, . . . , jp−1)
sorozatból. Például a

(5)
0110 = 11 = a

(4)
110 + a

(4)
010 + a

(4)
011.

3.4. A Brown mozgás exp. funkcionáljának közelítése

Ebben a fejezetben az exponenciális funkcionálra diszkrét közelítést alkalmazva karakterizáljuk
az eloszlását. A közelítés, ahogy a bevezetésben is említettük a szokásos bolyongásos approx-
imációt jelenti. Belátjuk, hogy a diszkrét verzió egy valószín¶séggel, minden momentumában és
Lp térben is konvergál. A momentum módszert fogjuk használni az eloszlás meghatározására.
Ehhez szükség van a C lemmának egy általánosabb alakjára: majdnem minden ω-ra létezik egy
m0(ω) szám úgy, hogy minden m ≥ m0(ω) egész mellett és minden �x K ≥ e esetén fennáll a

sup
j≥1

sup
0≤t≤K

|Bm+j(t)−Bm(t)| ≤ K
1
4 (log K)

3
4 m2−

m
2

konvergencia. Ezt használva bizonyíthatjuk a következ® lemmát:

9. lemma. Legyen Bm(t), t ≥ 0, m ≥ 0 a szokásos véletlen bolyongás sorozat, amely a
(B(t), t ≥ 0) Brown-mozgáshoz konvergál egy valószín¶séggel egyenletesen minden kompakt in-
tervallumon. Ekkor amint m →∞, minden ν > 0 mellett fennáll az

Ym = 2−2m
∞∑

k=0

exp
(
2−mS̃m(k)− νk2−2m

)
→ I =

∫ ∞

0

exp (B(t)− νt) dt < ∞ a.s.
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konvergencia.

Az el®z®, momentumokkal foglalkozó fejezet eredményeit alkalmazva Ym-re, majd határértéket
véve meghatározhatjuk a limm→∞E(Y p

m) mennyiségeket minden értelmes p egészre.

3.4.1. Az exponenciális funkcionál momentumai

10. lemma. Ha p olyan pozitív egész, melyre p
2 < ν teljesül, akkor

lim
m→∞

E(Y p
m) =

1∏p
k=1

(
ν − k

2

) < ∞.

Az alábbi negatív momentumokról szóló eredmény egyszer¶ kombinatorikai és analízisbeli
eszközökkel bizonyítható.

11. lemma. p ≥ 1 esetén a következ® eredményhez juthatunk:

lim
m→∞

E(Y −p
m ) = lim

m→∞
E(Y −1

m )
p−1∏
k=1

(
ν +

k

2

)
,

ahol limm→∞E(Y −1
m ) < ∞.

Végül bebizonyítjuk, hogy Y −1
m az Lp térben konvergál I−1-hez. Ez lehet®vé teszi, hogy a

bizonyítsuk Yor Dufresne ([4] és [19]) eredményét.

12. tétel. A következ® állítások teljesülnek:
(a) Y −1

m I−1hez konvergál Lp-ben minden p ≥ 1 valós számra és limm→∞E(Y −p
m ) =

E(I−p) < ∞;

(b) I d= 2/Z2ν , ahol Z2ν gamma eloszlású valószín¶ségi változó 2ν indexszel és 1 paraméter-
rel;

(c) Ym konvergál I-hez Lp-ben minden p, 1 ≤ p < 2ν tulajdonsággal rendelkez® (tegyük fel,
hogy ν > 1

2). Ekkor limm→∞E(Y p
m) = E(Ip) < ∞. Ez az állítás érvényes q, 1 ≤ q < p valós

szám esetén is.

3.4.2. Az exponenciális-funkcionál folyamat tulajdonságai

A 12. tétel azt állítja, hogy az X(ν) = 1
I(ν) , 0 ≤ ν folyamat marginális eloszlásai gamma

valószín¶ségi változók ugyanúgy, mint a gamma folyamatnál. Ennek ellenére X nem gamma
folyamat, ugyanis trajektóriái folytonosak:

4. állítás. A

X(ν) :=
1∫∞

0
eBs−νs ds

folyamat trajektóriái egy valószín¶séggel folytonos függvények.

Érdekes következménye a 11. lemma bizonyításában használt módszernek az alábbi lemma.
Azt állítja, hogy a (I−1(ν))ν>0 folyamat multiindexes momentumai kiszámolhatóak az egyes
koordinátánként nagyobb multiindexes momentumokból. Megjegyezzük, hogy ez az állítás
jelen tudásunk szerint nem használható arra, hogy kiszámoljuk X(ν) tetsz®leges multiindexes
momentumát.

Az egyszer¶ség kedvéért bevezetünk néhány jelölést.
Rögzítsünk egy d, pozitív egész számot és a k ∈ Z+

d, ν ∈ Rd
+ vektorokat. Legyen

M((ν, k)) = E
(
I(ν1)−k1 . . . I(νd)−kd

)
15



és (ν, k)i := (ν, (k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . kd)).
Az M((ν, k)) momentumra a következ® rekurziót adhatjuk:

12. lemma.

M((ν, k)) =
(

k1 + · · ·+ kd

2
+

k1ν1 + · · ·+ kdνd

k1 + · · ·+ kd

)−1 d∑
i=1

ki

k1 + · · ·+ kd
M((ν, k)i).
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