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Ez a dokumentum az azonos cimii PhD dolgozat kivonata. A tételek, lemméak stb. szé-
mozasa a dolgozatbeliekkel megegyezik. Az altalunk kidolgozott j eredményeket arab szamo-
zassal lattuk el, mig a mér ismert eredmények alfabetikus szamozéssal szerepelnek.

1. Bevezetés

A dolgozat célja annak bemutatasa, hogy mind elméleti, mind gyakorlati szempontbodl fontos
a sztochasztikus folyamatok erds - majdnem mindeniitt konvergenciit biztosité - kozelitése
egyszerti bolyongésok segitségével. Az elss ilyen tipusi eredményt Frank Knight publikalta
1962-ben [8]. Ezen kozelités Révész Pal [11] és Szabados Tamas [15] munkai nyomén jutott el a
dolgozatban felhasznalt forméjahoz. Az ilyen tipust approximécios eredmények altalaban ugy
szolnak, hogy talaljunk idében és térben megfelelGen atskalazott bolyongasoknak egy { By, }om-
mel jelolt sorozatat, amely minden kompakt intervallumon egy valészintiséggel egyenletesen

sz 2

sup |Bm(t) — B(t)] — 0.
t€[0,T)

Az elméleti értékén tul, folytonos ideji véletlen folyamatok diszkrét kozelitése a folytonos
idében felmeriilg probléméat sokszor atlathatobbé teszi. A diszkrét kozelités igy egy altalanos
bizonyitéasi séméat nyujt a folytonos idejii folyamatokkal kapcsolatos allitasokra: elGszor vessziik
a diszkrét verziojat az allitdsnak, majd megfelels hataratmenettel kapjuk a folytonos idére
vonatkozo allitast.

Ebben a dolgozatban olyan tipusu allitasokkal foglalkozunk, melyek Knight eredményéhez
hasonlo kozelitést ad folytonos (lokalis) martingélokra. Ezen tul olyan eredményeket is kozliink,
melyek bizonyitisa az el6bb emlitett diszkrét bizonyitési sémanak alkalmazasaval kaphato. Ki
fog deriilni, hogy a modszer alkalmazasa meglehet&sen természetes ezekben az esetekben.

Ezeken az eredményeken tual, néhany, a kutatés soran felmeriilt problémara is valaszt adunk,
bar ezek nem kapcsolédnak szorosan f6 téméankhoz.

2. Folytonos martingalok erés kozelitése

2.1. Bolyongasok és Wiener-folyamat

Dolgozatunk egyik {6 eszkdze a Wiener-folyamat egy elemi konstrukcidja, mely egymésba
agyazott bolyongasok megfelelGen atskilazott sorozatanak egy valészintiséggel egyenletesen a
Wiener-folyamathoz konvergéléd sorozatan alapszik.

A tovabbiakban, mint bolyongésos konstrukciéra fogunk hivatkozni a kévetkezSkben tar-
gyalt modszerre. A késGbbiekben ezt a kozelitést szeretnénk folytonos martingélokra kiter-
jeszteni.

A konstrukcio6 f6 1épéseit az alabbiakban foglaljuk Gssze.

Induljunk ki fiiggetlen, szimmetrikus bolyongasok {S,(k)}x}m-val jelolt végtelen soroza-
tabol.

Els¢ 1épésként egy olyan bolyongas sorozatot készitiink, ahol minden bolyongas fiigg az
elGtte levétsl, mégpedig tgy, hogy megfelels id6 és tér skalizéast alkalmazva minden bolyongas
az el6zének a finomitasa. Az m-dik bolyongas esetében definialjuk a T,,,(0) = 0, k& > 0 megéllasi
idéket a

T (k+ 1) = min{n : n > T, (k), |Sm(n) — S (T (k)| = 2} (m>1) (1)



egyenlGséggel. Ezen idok segitségével definidljuk rekurzivan S,,-t, az un. csavart bolyongast
k=1,2,...-re. Kezdjiik a 0-dik bolyongassal: Sy(n) = Sp(n) (n > 0). Minden fix m esetén
minden k-ra nevezzilk a T,, (k) és T,,(k + 1) kozotti lépéseket k-dik hidnak. Ha a hid elGjele
kiilonbo6zik a kivanttol, akkor valtoztassuk meg a hid lépéseinek az el§jelét a kdvetkezSképpen:

. B Xpm(n)  ha Sy (Tp(k+ 1)) = S (T (k) = 2X 1 (k + 1),
Xm(n) = { —Xn(n) k?ﬂénben. '

gy Sim(n) = S, (n — 1) + X,n(n). Ekkor Sy, (n) (n > 0) szintén egy szimmetrikus bolyongas a
kovetkezs skalazasi tulajdonsaggal:

SO (Tn(0) =8 a(B) (m =1,k >0).

Konnyen lathato, hogy ez a definicié linearis interpolacidval kiterjeszthets folytonos idére is.
Az utolso6 lépése a konstrukcionak az ids- és térbeli lépték zsugoritdsa. A Brown-mozgas
m-dik kozelitése legyen a
By (t) = 278, (t2°™).

egyenlGséggel definidlva.
Két szomszédos kozelités kiillonbségének nagysagarol a kovetkezdt mondhatjuk.

C lemma. Legyen K >0 és C > 1. Ekkor minden m > mq(C)-re a

Py sup |Bu(k272™) = By (k272 > Kl (log, K)im2~ %
0<k2-2m<K

< 3([(22m)1—07
becslés irhatd, ahol K, = max{1, K}.
Ezen a lemmaén alapul a kozelités hibajarol szolo tétel:

A tétel. A Bm(t) (t > 0,m=0,1,2,...) folyamat sorozat egy valdsziniiséggel egyenletesen
konvergdl o W (t) (t > 0) Wiener-folyamathoz minden [0, K|, K > 0 kompakt intervallumon.
Tetszdleges K > 0 és C > 3/2 esetében minden m > mo(C)-re

P { sup[W(t) = B ()] > K (log. K)3m2‘3"} < 6(K22m)1 ¢,

0<t<K
A Borel-Cantelli lemméat hasznélva mondjuk C' = 3 esetén azt kapjuk, hogy

sup |[W(t) — B () < O(1)m2™%  mm.  (m — o)
0<t<K
és
sup [W(t) = Bn(t) < Ki(logK)?  mm. (K — )
0<t<K
ha m elegendGen nagy, m > ma(3).

A koévetkezskben a Szkorohod-beagyazassal kapott véletlen bolyongasok tulajdonségait fog-
juk tanulmanyozni. Ki fog deriilni, hogy ezen bolyongésok sorozata nem egyenlé ugyan a
fentiekben megkonstrualt bolyongassal, de aszimptotikusan megegyeznek.

Tehat legyen adott egy W Wiener-folyamat. ElGszor olyan megallasi idSket fogunk definiélni,
amelyek segitségével elallitjuk a B,,(k272™) bolyongast a Wiener-folyamatba agyazva. Min-
den m > O-re legyen s,,(0) =0 és

sm(k+1) =1inf{s: s> sp(k),|W(s) = W(sn(k)) =2""} (k >0). (2)



Ekkor legyen a keresett bolyongas a
B (k272™) = W(sm(k))  (m>0,k>0)

egyenlGséggel definidlva. Ez a bolyongas is kiterjeszthetd linearis interpolaciéval folytonos ideji
folyamatta.

A kovetkezd lemma a Bm és B,, folyamat parnak néhany érdekes tulajdonsagit irja le.
Altalaban az mondhaté, hogy B,, jobban hasznalhato azokban az esetekben, mikor meg akarunk
konstrualni egy Brown-mozgast, mig B,, hasznalata elénydsebb, ha approximéaciés eredményhez
szeretnénk jutni valamilyen, mar adott folyamat mellett.

D lemma. Tetszdleges C > 3/2, K > 0 mellett tekintsik o kivetkezd eseményt

Ay = { sup sup 27" Tn(k) — k272" < 6(CK, log, K)§m§2_m} ,
n>m 0<k2-2m<K
ahol T, (k) = Ty 0T,_q0---0T,, (k) mindenn >m >0 és k > 0 esetén. Ekkor, ha m > m3(C)
teljesiil,
P {A°} < 4(K2%™)1=C.

Tovdbbd, lim,, o0 272" Ty, n (k) = tm (k) létezik az A, eseményen és a
B (k272™) = W(t,(k)) (0 < k272 < K),

egyenldség is fenndll, vo. (2.1.). S6t, az A, eseményen, eqy nullmértékid halmazt kivéve, teljesiil
a sm(k) = tm(k) egyenldség és kivetkezd becslés:

sup  |sm(k) — k27%™| < 6(CK, log, K)%m%Q_m (m > ms(C)).
0<k2—2m<K

Ezen lemma segitségével megadhato az elkészitett Szkorohod-bedgyazott, kozelité bolyongas
approximaciés hibéja:

1. lemma. Minden K >0 és C > 3/2 szamra m > m3(C) mellett a

P { sup [W(t) — Bu(t)] > K3 (log, K)imz-?} < 10(K22m)1=C
0<t<K

becslést irhatd.

2.2. Folytonos martingalok approximaciéja

Ebben a fejezetben hasznalt egyik 16 eszkoz a bolyongésos konstrukcion til Dambis (1965)
és Dubins—Schwarz (1965) konstrukcidja (ezentil DDS-konstrukeid). Roviden fogalmazva ezen
tétel azt allitja, hogy minden folytonos lokilis martingal id6-atparaméterezéssel Brown-mozgas-
sa transzforméalhato.

Ezen tul feltessziik, hogy adott egy (2, F, P) valoszintiségi mezs, (F,t > 0) filtracio és egy
hozzé adaptalt M (t),t > 0, 0-bél indul6 folytonos lokalis martingal.
novekeds folyamat, azaz id6-atparaméterezd folyamat. (M)-en kiviil id6-atparaméterezs folya-
matként hasznaljuk majd az 6 kvazi-inverzét, T-t:

T, = inf{t : (M); > s}.



B tétel. [12, V (1.6), p.181] Ha feltessziik még, hogy (M)oo = 00 m.m., akkor a W (s) = M (Ts)
folyamat (Fr,)-adaptdlt Brown-mozgds, tovdbbd M(t) = W((M),).

Megjegyezziik, hogy hasonlo allitas mondhato, esetleg a valoszintiségi mez6 kibGvitésével, abban
esetben, mikor (M), < 0.

Ezentil W-vel fogunk hivatkozni a most megkonstrudlt, in. M-hez kapcsolt DDS Wiener-
folyamatra.

Fontos, hogy az M martingdlhoz is definidlhatunk Szkorohod-tipusi bedgyazott megallasi
idoket, ahogy tettiik (2) esetében. Minden m > 0 esetén legyen 7,,(0) = 0 és

Tm(k+ 1) =inf {t : t > 7, (), |M(t) — M (155, (k))| =27} (k> 0). (3)
Jol lathato, hogy az (m + 1)-dik megéllasi-id6 sorozat finomitasa az m-diknek ((7,,,(k))zey
(Tt (j));)io—nek részsorozata.)

2. lemma. A (3) sorban definidlt megdlldsi iddk segitségével kozvetlenil megkaphatjuk a DDS
Wiener-folyamatot kozelité { By, }m skdldzott Szkorohod-tipusi bolyongdsorozatot, vé. (2.1.):

B (K272™) = W(sin(k) = M(zn(k)), s (k) = (M, M),

[de T (k) < T, (k) [, ahol tetszdleges régzitett m > 0 esetén a k értékekre (w-tdl fiiggden) az
Sm (k) < (M) teljesiil

A tovabbiakban B,,-mel jeloljik a 2. lemmaéaban definilt skilazott bolyongas sorozatot.

2.2.1. A kvadratikus variacio kozelitése

Ennek az alfejezetnek az a célja, hogy a kvadratikus varidcionak egy majdnem mindeniitt
konvergenciat biztosité elGallitasat adjuk meg egy pontfolyamat sorozat segitségével. A sorozat
m-dik tagjit a kovetkezsféleképpen definialjuk:

Np(t) = 272"#{r:r>0,7,(r) <t}
= 27MMUlr i > 0,8,(r) < (M, M)} (t >0).

Lathato, hogy trajektoridi tiszta ugré fliggvények konstans, 272™ ugrasokkal. Az ugrasok
pontosan a 7,,(k) helyeken vannak és ezeken a helyeken N, (1,,(k)) = k272™. A D lemma

,,,,,

3. lemma. Tetszdleges, adott K > 0 esetén definidlhatunk egy a,, = O(m=2722™)K sorozatot
tetszdlegesen kicsi € > 0-ra, ahol a, > K V 1 minden m > 1-re (x Vy = max(z,y), Ay =

min(z,y)).
FEkkor tetszdleges C > 3/2 és m > my(C) esetén a kévetkezd becsléshez jutunk:

P { sup (M)t A am — Npp(t ATy,))| > 12(Cayy, log, am)émhm}
0<t<K
< 3(am22m)1—0.

A kovetkezs tétel szellemében hasonlé Karandikar [5] megfelel$ allitasahoz, de a bizonyités
modszere kiilonbozs, tovabba mi megadjuk a konvergencia gyorsasigat is.

1. tétel. A 3. lemma jeldléseit haszndlva a kévetkezdket kapjuk o kvadratikus varidcié approz-
imdcids hibdjdra:

sup [(M)y — Nu(t)] < O(1)m22°™ a5 (m— o0)
0<t<K



és
sup [(M); — Np(t)| < K2(logK)?  as. (K — o)
0<t<K

minden elegendden nagy m-re, ha m > my(3).

2.2.2. Folytonos martingalok ergs kozelitése

Ezen eszk6zok hasznalataval mar folytonos lokalis martingélokra is tudunk megfelel§ approxi-
méciés eredményt mondani. A DDS-konstrukciot és a 3. lemmat hasznalva jutunk a kévetke-
z6hoz:

5. lemma. Fiz K > 0 mellett vegyiink egy a,, = O(m~""22")K sorozatot tetszéleges ¢ > 0
esetén, ahol a,, > K V1 minden m > 1-re.

Ekkor, ha C >3/2 és m > ms(C), a

P { sup |M(EATy ) — Bo(Nm(t ATa, )| > 2 (log, am)im272n}
0<t<K

g 14(am22m)17C
becsléshez jutunk.

3. tétel. A 5. lemma jeléléseit haszndlva a

sup |M(t) — By (N ()] < O(1)m2™ % a.s. (m — o)
0<t<K

és a
sup |M(t) = By (Nm(1)| < Ki(logK)  as. (K — o)
0<t<K

becslések teljesiilnek, ha az utobbi esetben m elegendden nagy.

Kiefer [7] bizonyitotta, hogy a Brown-mozgas esetében, tehat ha M = W, a Szkorohod-
bedgyazést hasznalva nem tudunk O(1)n =1 (log n) 2 (log log n) 7 -nél jobb konvergenciat biztosito
konstrukeciot mondani (itt n az approximacidhoz hasznalt pontok szama). A 3. tétel azt allitja,
hogy esetiinkben ez a rata O(1)n~1 logn (a konstrukcio n = K22™ pontot hasznal), ami jol

kozeliti a legjobb Szkorohod-bedgyazassal elérhetét.

2.3. Szimmetrikusan fejl6dé martingalok

Mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl fontos kérdés, hogy az M martingalhoz elkészitett
B,, bolyongas, amely a DDS Brown-mozgast kozeliti, illetve az N,, pontfolyamat milyen
feltételek mellett fiiggetlenek. E kérdés magaban foglalja ugyanezt a kérdést a B DDS Brown-
mozgasra illetve a kvadratikus varidciéra vonatkoztatva, ugyanis a Brown-mozgast a B,, fo-
lyamatok segitségével allitjuk els, mig a kvadratikus varidciot az N, folyamatok segitségével.
Forditva is igaz, hiszen ha B és (M) fiiggetlenek, akkor a megfelels kozelit6 folyamatok is azok
definiciojuk folytan.

Koévetkezd tételiinkbdl ki fog deriilni, hogy ekvivalens feltételt tudunk adni a fiiggetlenség-
re. Azt kivinjuk meg, hogy a multra nézve a folyamat szimmetrikus névekményi legyen a

kovetkezs értelemben: minden pozitiv egész n-re, 0 < s < t; < --- < t,, valoés szdmokra és
Uy, ...U, valos Borel-halmazokra a
P{r| 7} =P{r~ |7}, )



feltételnek kell teljesiilnie, ahol T' = {M(t1) — M (s) € Uy,...,M(t,) — M(s) € U,} és I'~ ha-
sonloan definialt, csak U; helyett —U;-t vesziink I'~ felirasban, tovabba F2 = o(M(u),0 < u <
s) az M é&ltal generalt filtracio.

A 4. tétel alapvetSen Dubins, Emery és Yor [2] tételének 4tfogalmazisa. Ezen tétel lényegé-
ben Ocone egy eredményén alapul [10], amely azt allitja, hogy azok a martingdlok, amelyeknek
eloszlasa a kvadratikus variaciot feltéve Gauss, azok J-, illetve H-invaridnsak. A J-invariancia
azt jelenti, hogy minden josolhato, {—1,1} értékd « folyamat esetében M-nek és fotosz—
nek ugyanaz az eloszlasa. A H invariancia egy ugyanilyen tipusd, erdsebb allitds, ugyanis itt
elegendd csak determinisztikus, (") (t) = Ijg ,1(t) — I(» o0 (t) alakban frhaté folyamatokat tekin-
teni. Ocone bizonyitotta, hogy a feltételes Gauss eloszlastsag, J-invariancia és H-invariancia
ekvivalencidja nem csak folytonos, hanem cadlag martingalokra is igaz.

Dubins, Emery és Yor bizonyitottak [2], hogy ezek a feltételek ekvivalensek azzal, hogy a
és egy masik, Vostrikova és Yor [20] altal publikaltban a szerzk tovabbi ekvivalens feltételeket
sorolnak fel az el6bbi tulajdonsagra. A tovabbiakban ezekre a martingalokra az irodalomban el-
terjedt, Ocone martingal névvel fogunk hivatkozni. A [2] dolgozatukban mutatjak be a témakor
egyik megoldatlan probléméajat. Az a sejtésiik, hogy egy martingal pontosan akkor Ocone, ha
M-nek és Lévy-transzformaltjanak, M = j sgn(M) dM-nak az eloszlasa megegyezik.

2.3.1. Ocone martingalok karakterizaciéja az eloszlas segitségével

4. tétel. (a) Ha W(t) (t > 0) egy Wiener-folyamat és C(t) (t > 0) egy téle figgetlen, 0-ban
eltdindg, monoton novekedd és folytonos véletlen folyamat, akkor az M(t) = W(C(t)) lokdlis
martingdl folytonos lokdlis Ocone-martingdl.

(b) Megforditva, ha M szimmelrikusan fejlédd, folytonos lokdlis martingdl, akkor az 6 DDS
Brown-mozgdsa és kvadratikus varidcidja fiiggetlenek.

Ennek bizonyitasa tgy torténik, hogy a diszkrét kozelités megfelels folyamat parjainak a
fliggetlenségét latjuk be a (4) feltételbsl. Pontosabban azt bizonyitjuk, hogy a (4) feltétel
mellett minden m esetén a {7,,(k)}x sorozat fiiggetlen a { M (7, (i+1)) — M (7, (7)) }; sorozattol.

2.3.2. Ocone martingalok tulajdonsagai

Ennek a fejezetnek az elején felsorolunk néhany, az Ocone tulajdonsiggal ekvivalens feltételt.
A D tételben a (ii-iv) részek ekvivalenciajat Ocone bizonyitotta. A (i-iii-v-vi) részek ekvivalen-
cidjanak a bizonyitasat Emery-Dubins-Yor végezte el.

D tétel. Legyen M folytonos martingdl. A kovetkezd ot dllitds ekvivalens:
(i) a M DDS Brown-mozgds és a (M) kvadratikus varidcio fiiggetlenek;
(i) feltéve (M)-et M Gauss eloszldsi martingdl;

(#i) minden {—1,1} értéket felvevd, F-josolhatd H folyamat esetén
( / HdM, (M) < (M, <M>> ;

(iv) minden determinisztikus, 1joq) — L(a,00) alaki h fiigguényre az JhdM és az M mar-
tingdloknak ugyanaz az eloszldsuk;



(v) tetszdleges F-josolhatd, B(Ry) ® o({M)) mérhetd olyan H folyamatra, mely egyben m.m.
négyzetesen integralhato ([;° H2 d(M), < co m.m.) a

E {exp (i/ooo Hy dMs) ‘<M>] = exp (—; /0DO H? d<M>s>

egyenldség teljesiil;

(vi) minden Z?Zl ¢iljo,q,) formdban irhato h fiiggvényre
o0 1 o0
E [exp <7/ h(s)dMs)] =E [exp (—2 / h*(s)d(M, M>Sﬂ :
0 0

A fejezet elején emlitettiik, hogy a témaban fennall egy tiz éves sejtés, miszerint egy mar-
tingal pontosan akkor Ocone, ha M-nek és Lévy-transzformaltjanak, M = J sgn(M) dM-nak
az eloszlasa megegyezik.

Dubins, Emery és Yor bizonyitottdk, hogy ez a sejtés ekvivalens a 70-es évek masodik fele
ota fennallo masik sejtéssel. Ez azt allitja, hogy a 7 : B — [ sign(B) dB Lévy-transzformaci6
ergodikus a Wiener-téren.

Ennek a sejtésnek az igazsagat tobbek kozott egy Dubins és Smorodinsky [3, 1992] altal
bizonyitott tény erdsiti, miszerint a Lévy-transzformécio diszkrét verzidja ergodikus.

Ennek a fejezetnek a végén bizonyitjuk még azt az egyszerd allitast, hogy a 7"B n > 0
folyamatok paronként gyengén ortogonalisak a kovetkezd értelemben [12]:

Két lokalis martingal, M és N gyengén ortogonélis, ha EM;N; = 0 minden s, t > 0 esetében.
Ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy s > 0 esetén E(M, N) = 0. Jelen helyzetben ez azt jelenti,
hogy a T"M; és a T*M; martingélok egyiittesen nem Gauss eloszlastiak.

1. allitas. A 7"W, n > 0, martingdlok pdronként gyengén ortogondlisak, azaz minden s,t > 0
iddpontban, minden n # k pozitiv hatvdinyokra az

ET"W.T*W, =0

egyenldség teljesiil.

2.3.3. Néhany példa Ocone és nem Ocone martingalokra

A dolgozat ezen fejezetében néhény érdekes, ismert tulajdonsigat elevenitjiik fel az Ocone
martingaloknak, tovabba itt irjuk le néhany 4j eredményiinket. A dolgozatban ezen kiviil
tovabbi példakat is adunk Ocone, illetve nem Ocone martingalokra. Ebben az Osszefoglaléban
nem kozoljiik az Osszes ismert példat és tulajdonsigot.

2. allitas. Tegyiik fel, hogy (M)o = o0 és M a

t
M, :m—i—/ o (M,) dd,
0

alakban frhato, ahol o egy sehol sem eltind figguény és B egy Brown-mozgds. Ekkor, M Gauss
eloszldsu martingdl.



B példa. ([20]). Legyen (B, Ct), t > 0 egy sikbeli Brown-mozgas, akkor a

1 oo
A = 7/ (CsdBs — BsdCy)
2 Jo
folyamat Ocone martingal. Ez az allitds a kovetkezs, altalanosabb tétel felhasznalasaval is
bizonyithat6. Ehhez a tételhez az inspiraciot Marc Yor adta.

5. tétel. Legyen & : RY — R? eqy requldris figgvény. A derivdltjdnak az adjungdltjdt jelélje
U(x) = (®")7(x). Tovdbbd tegyiik fel, hogy a kdvetkezd egyenldségek teljesiilnek:

U(x)P(x) =x ésx-P(x) =0 minden x € R esetén

ahol - jeloli a skaldrszorzist R%-ben. Ekkor, ha B egy d-dimenzids Brown-mozgds, akkor

t
Mt:/ &(B,) - dB,
0

Ocone martingdl.

1. kovetkezmény. Ha ® a ®(x) = Ax alakban irhald, ahol A egy requldris mdtriz, akkor az
eldbbi feltételekbdl kovetkezik, hogy A ortogondlis és anti-szimmetrikus.

Ezt felhasznalva a B példa martingaljadnak Ocone tulajdonsiga azonnal lathato.

2.4. A lokalis id6 kozelitése

Az altalunk hasznalt bolyongésos konstrukei6 kiilénésen jol hasznalhat6é a Brown-mozgés lokalis
szinten volt, akkor a késébbi lépésekben is ugvanazon a szinten maradnak, igy lényegében
azt kell meghatarozni, hogy egy adott szinten és adott finomitasbol kiindulva a kovetkezs
finomitasban hany 4j pont jon be az adott szintre.

Mivel az, hogy mikor ér vissza elészor a 0-ba a bolyongas az egyes finomitési 1épésekben
véletlen mennyiség, ezért a targyalt kozelitési modszeriinkkel nem tudunk természetes kozelitést
adni a Brownian excursion-re, bridge-re és meander-re. A dolgozatban ezen mennyiségek
kozelitésére Phillipe Marchal konstrukciéjat mutatjuk be, ami viszont nem annyira természetes
a lokalis id6 kozelitésére.

2.4.1. A lokalis id8 kozelitése

Jelolje £ a B Brown-mozgas 0-beli lokalis idejét. Legyen {B,,} a szokasos skalazott bolyon-
gas sorozat, amely a B-t kozeliti. Legyen fp, (k) := #{0 < I < k|Sm(l) = 0} és Ln(t) :=
gl [£22™]) & By, folyamat lokélis ideje a O-ban a t ideig. Azt bizonyitjuk, hogy ez a mennyi-
ség egy valoszintséggel egyenletesen konvergél a Brown mozgas lokélis idejéhez. A bizonyitas f6
Otlete az, hogy kiszdmoljuk, hogy egy adott szinten az eggyel késébbi kozelités hany 1 pontot
hoz be. Kideriil, hogy az m-dik kozelités minden O-elérése utan az (m + 1)-dik szinten bejon

még a tobbitdl fiiggetlen geometriai(1/2) eloszlast szamu 0-elérés. Tehat a tételiink:

6. tétel. Amint n — oo

2-C
P ( sup [£,(t) - £(1)] = C K"/ (log, K)*n?27"/2 | < A(C) (K'/22")
[0,K]

elegendden nagy C és C-tdl fiiggd A(C) kostansokkal eqy megfelelden nagy n utdn.



A C konstans helyes megvilasztasival a Borel-Cantelli lemmét hasznélva kapjuk a kévetkezs
eredményt.

2. kovetkezmény.

sup |Ln(t) — L(t)| < O(1)n?2~% m.m. (n — o)
[0,K]
sup |Ln(t) — L(1)| < Ki(logK)>  m.m. (K — o0)
[0,]

minden elegendden nagy m-re.

Az alabbi kovetkezmény sziikséges eszkoze lesz a 9. tételnek a 2.5. fejezetben.
niink néhany jelolést. Jelolje £2(t) és L2 (t) a Brown-mozgas, illetve annak n-dik kozelitésének
a lokalis idejét. Mivel ennél a diszkrét mennyiségnél nem egyértelmd a definicio, legyen £2(t) =

L£117 (#)-ként definialva, ahol [a], = (2271, Még részletesebben, L1M7 () = L0007 1(|122m ) =

2 A0 <1< 1227 | 5,(1) = [a277).

3. kévetkezmény.

sup sup |Lo(t) — L(t)] < 0(1)2_(%_5)" m.m. (n — o)
a€R [0,K]

minden tetszdlegesen kicsi € > 0 szdmra.

2.4.2. Brownian excursion, bridge és meander — Marchal konstrukciéja

Ebben a részben felidézziik Phillipe Marchal algoritmusét a Brown excursion, bridge és meander

2.5. Sztochasztikus integralas trajektéridk mentén

Ebben a fejezetben az a {6 célunk, hogy stlyozott véletlen Gsszegek sorozatinak a segitségével
tetsz6leges kompakt intervallumon egy valdszintiséggel egyenletesen megkozelitsiink fg Y, dM(s)
tipusi integralokat, ahol M folytonos martingal és Y a martingélra nézve integralhaté folyamat.
Ki fog deriilni, hogy moddszeriink integrandusok két osztalydban meglehetsen természetesen
keresztiilvihets. Az elsé osztéily olyan Y folyamatokbol all, amelyeknek egy valoszintiséggel
jobbrol folytonos és bal limesszel rendelkez6 trajektoridi vannak. A masodik osztaly folyamatai
Y = f (M) alakuak, ahol f’ két konvex fliggvény kiilonbségének baloldali derivaltja.

A f6 vonésa ezen konstrukciénak, hogy diadikusan felosztjuk a teret, amely vagy az inte-
granduson, vagy az integrator folyamaton Szkorohod-tipusi megéllasi id6ket definiadl. FEzen
megallasi id6ket hasznaljuk a diszkrét kozelités ugraspontjainak. Ezen a médon olyan megko-
zelitését kapjuk a sztochasztikus integralédsnak, mely meglehetdsen eltér a szokasostol.

Hasonl6 megkozelitést talalhatunk Karandikar dolgozataiban, igy Osszevetés és a dolgozat
teljesebbé tételének céljabol néhany alapvets eredményét kozoljiik az értekezés ezen fejezetének
2.5.1. alfejezetében. Ezen Gsszefoglaléban ezt a részt elhagyjuk.

A 16 kilonbség a két megkozelités kozott az, hogy melyik folyamatra alkalmazzuk a fent
vazolt diszkrétizaciot. Karandikarnal ez az integranduson torténik, mig a mi esetiinkben a
meghajto folyamatra hajtjuk végre.



2.5.2. Diszkrétizaco a hattér folyamatra alkalmazva

7. tétel. Legyen (Wi, (Fi)) egy Brown-mozgds a standard filtrdcidval. Legyen f jobbrol folytonos
baloldali hatdrértékkel rendelkezd folyamat és minden n > 1 esetén legyen {s,(i): i >0} a (2)
sorban definidlt Szkorohod-féle megdllasi iddk.

A (IT) kézelitd integrdl legyen a kovetkezdféleképpen definidlva. s, (k) <t < sp(k+1),k >0
esetén legyen

k-1
I =" fortyWe, 1) = Wen () + Font) (We = Wo (1))
1=0

ekkor tetszdleges T < oo esetén fenndll a

sup

it
Iff/ de‘HO m.m. (n — o)
0<t<T 0

konvergencia.

A bizonyitas azon alapul, hogy m névekedésével az {s,, (k)}r sorozat értékkészlete strii lesz
minden kompakt intervallumon.

Innen, a DDS-konstrukciét hasznalva egyszert kovetkezményként adodik a kovetkezs, al-
talanosabb tétel.

hogy az (M), = 0o esemény egy valdszintiségd. Legyen'Y cadlag, (F;)-adaptdlt folyamat és a
{mn(?) : i >0}, n > 1 megdlldsi idék a (3) alapjin definidltak.
Ekkor az (Y*)-t és (I)-t To(k) <t < Tp(k+ 1),k > 0 esetén az

Y;‘,n = YTn(i)
t k—1
I = / VP AM, =Y Yo (M, 1) — Mr, (i) + Yo, ) My — M, 1y).
0 i=0

kifejezések definidljdk. Ekkor tetszdleges T < oo mellett a

sup

it
It”f/ YdM‘HO m.m. (n — o0)
0<t<T 0

kozelités kaphato.
A kovetkez6 fontos allitas egyszerii kvetkezménye ennek a tételnek.

4. kévetkezmény. A 8. tétel feltételei mellett fenndll a

t

sup Y. (M, 11y — My, (5) —/ YdM|—0 m.m. (n — o)
S Tn(;)q @ (Mr, (i41) W~ |

konvergencia.

Ezen kovetkezmény alapjan mondhatjuk azt, hogy I;* utolsé taggal csonkitott valtozatat fel-
foghatjuk mint sztochasztikusan stlyozott véletlen, :i:2}n értékd lépésekkel rendelkezd szim-
metrikus bolyongas részletosszege.
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2.5.3. A nem jobbrél folytonos integrandus esete

Karandikar moédszere, ahol az integrandust diszkrétizaljuk, erésen kihasznélja, hogy jobbrol
folytonos folyamatokra alkalmazza a diszkretizaciot. Igy az 6 modszere nem miikodik a sign(B;)
folyamat esetén, mely folyamat gyakran szolgal példak és ellenpédak alapjaul a sztochasztikus
analizisben. Ezt kik{iszobolhetjiik, ha a diszkrétizaciot, mint el6bb, a meghajt6é folyamatra
hajtjuk végre. Ennek eredményeként modszeriink kiterjeszthets olyan folyamatokra, melyek
f1(B) alakban irhatoéak, ahol f/ két konvex fiiggvény kiilonbségének derivaltja.

Ez a modszer éltalanositasa Szabados Tamas [15] altal bemutatott approximacios ered-
ménynek, ahol [ f(B)dB integralokat kozelitett f € C? tipust fiiggvények esetében.

A 3. tételt és az Ito-Tanaka formulat hasznélva [12] juthatunk el a kovetkezd tételhez:

9. tétel. Legyen f két konvex fligguvény killonbségének derivdltja és legyen olyan M folytonos
lokdlis martingdl, mely rendelkezik a (M) = oo m.m. tulajdonsdggal. Ekkor T > 0 mellett

sup
t€[0,T]

/0 (M, (s)) dM,(s) — /o/ fL(M(s))dM(s)| — 0 m.m. (m — 00)

3. A Brown mozgas egy exponenciilis funkcionaljanak erds
kozelitése

Ez a rész a bolyongasokkal valo kozelités egy specidlis alkalmazasat mutatja be.
A Brown-mozgésnak az

7z, = /o exp (B(t) — vt) dt

egyenl@séggel definidlt exponencidlis funkcionaljat és f6leg annak diszkrét verzidjat fogjuk tanul-
ményozni. Ez az Y = 14 & + £& + -+ - tipusa valészintiségi valtozok vizsgalatdhoz vezet,
amelyek a kovetkezd differencia egyenlet alakban is felirhatok:

v L14¢v (5)

3.1. Bevezetés

A B Brown-mozgas segitségével felirhat6
S(t) = Soexp (0B(t) + (n—0?/2)t), t>0

geometriai Brown-mozgds fontos szerepet jatszik a Black—Scholes elméletben.
Az azsiai opci6 bearazasanak a feladatanal meriil fel az atlagos ar folyamatnak,

At) = 1/0t5’(u)du, >0

vizsgalata. Ezzel kapcsolatos a végtelen idGskéilara definidlt sokak altal tanulmanyozott

oo
I= / exp(B(t) — vt)dt (v >0)
0
exponencialis funkcional eloszlasanak meghatarozasa. Az az érdekes eredmény mondhat6, hogy
1/7, gamma eloszlast 1 paraméterrel és 2v indexszel:

d 2
72211

I—/Oooexp(B(t)z/t)dt (v > 0).
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Ennek az allitasnak a bizonyitasat Dufresne [4] adta meg diszkrét gamma-approximéciot hasz-
nalva, majd Yor [19] mutatott egy révid és elegans sztochasztikus analizisbeli eszkozoket alkal-
mazd bizonyitast.

Ennek az eloszldsban vett egyenléségnek a kdvetkezménye, hogy 7 p-dik egész momentumai
pontosan akkor végesek, ha p < 2v. Ekkor

T'(2v —p)

B(Z7) =2 T(2v)

(6)
Ez érvényes a negativ egész momentumokra, melyek karakterizaljak Z eloszlasat.

Erdekesebb &sszefiiggést kapunk, ha a drifttel ellatott Brown mozgast egy (oy,t > 0) sub-
ordinator (0-bél induls, névekedd Lévy-folyamat) folyamattal helyettesitjiik. Ekkor [1] alapjan
azt mondhatjuk, hogy a J = fooo exp(—ay) dt kifejezés minden pozitiv egész momentuma véges
és a kovetkez6 tulajdonsag teljesiil:

p!
®(1)--- ¢(p)’

Hasonlé eredmény a Brown-mozgassal el6allitott exponencialis funkcional esetében csak
kozelité értelemben mondhaté. A kozelitésnél a Brown-mozgéds bolyongésos konstrukciojat
hasznélva kapjuk a diszkrét exponencialis funkcionélt, mely mennyiségnek a tulajdonsagait a
tovabbiakban vizsgalni fogjuk.

Legyen tehat (X;)72, fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintségi valtozok sorozata tgy, hogy

P(X;=+1)=4¢5,=0,5 = Zle X, (k> 1). Ekkor Z-nek kozelit6 mennyisége a

E(J7) = 2() = - log Blexp(~Aav)). (7)

Y =) exp(Sp—kv)=1+&+ &%+, & =exp(X; —v), (8)
k=0

kifejezés. A késGbbiekben Y-hoz hasonlé elGallitassal rendelkezé valosziniiségi valtozokat fogunk
vizsgalni. Ebben az egyszerd esetben Y-t diszkrét exponencidlis funkcionalnak fogjuk nevezni.

A kovetkezs, 3.2. fejezetben azt bizonyitjuk, hogy az el6bb definialt Y eloszlasa szingularis
Lebesgue mértékre nézve. Tovabb4 egy altaldnosabb eredményt is kozliink, melyben ¢; eloszlasa
szabadabban megvalaszthatoé.

A 3.3. fejezetben meghatarozzuk az exp. funkcional diszkrét kozelitésének momentumait és
megmutatjuk, hogy a (6) és a (7) esetekhez hasonlo viselkedést tapasztalhatunk. Ezen talmend-
en a momentumokkal kapcsolatban egy érdekes rekurziét fedeztiink fel, a kozelitések részletes,
korabbi momentumok segitségével felirt kifejtésében, 1d. a 3.3.1. alfejezetet.

Végil a 3.4. fejezetben megmutatjuk, hogy a bolyongasos kozelités segitségével egyszert,
analitikus modszerekkel meghatarozhaté Z, eloszlasa. Igy egy 0j bizonyitast kapunk Dufresne
és Yor &ltal bizonyftott tételre.

3.2. A diszkrét exponencialis funkcional eloszlasa

A dolgozat ezen fejezetében atismételiink néhany fraktélanalizisbeli eszkozt (3.2.1. fejezet),
majd azzal az esettel foglalkozunk, mikor az (5)-beli Y eloszlasa nem ,atfedd” (3.2.2. fejezet).
Ezt a specidlis esetet magaban foglalja a kovetkezs, 3.2.3. alfejezetben bizonyitott tétel. Ennek
kimondasa elgtt megemlitjiik Y kovetkezs fraktalis tulajdonsagat.

A (5) sorban &;-nek legyenek az értékei v1 < --- < vy < 1p; = P(§ = v;) valoszintségekkel.

—1—v

(Az alap esetben, az exp. funkciondl esetében ez a kovetkezdket jelenti: N = 2, v = e ,
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Yo=elTV, pr=py = %) A Ti(x) =vx+1 (1 <i < N) fiiggvények iteralt fiiggvény rendszert

alkotnak. Ha
N

E(log&) =Y pilogyi <0

i=1
teljesiil, akkor egyszerti meggondoléssal kapjuk, hogy fennall a kivetkezs egyenléség Y eloszla-
sara:

N
Fly) =Y i F(T (). o

3.2.3. Az eloszlas altalanos esetben

Ebben a részben belatjuk, hogy a (8)-beli Y eloszlasa v > 1 mellett szingularis a Lebesgue-
mértékre nézve. Ehhez a kdvetkez6, ennél altaldnosabb érvényt tételt bizonyitjuk. A bizonyitas
Simon Karollyal valé megbeszélés eredménye [13].

10. tétel. Az & valdsziniiségi viltozo értékei legyenek v; (i=1,...,N),0 <y < - <9y <
1, tovdbbd legyen p; = P(§ = vi). Tekintsik a (§;)52,, &; 4 & fiiggetlen, azonos eloszldsi
valdszinidségi vdaltozok sorozatdt. EkkorY = 1+& +&&+ -+ eloszldsa szinguldris a Lebesgue-
mértékre a kivetkezd feltétel teljesiilése esetén

N N
—xp = E(log¢) = Zpi logy; < Zpi logp; = —Hp.
i=1 i=1
xp jeloli a (Ty, ..., Tn) iterdlt figguény rendszer Lyapunov exponensét a P Bernoulli mértékre

nézve.

A diszkrét exp. funkcionalhoz visszatérve az kapjuk, hogy ez a feltétel pont akkor teljesiil, ha
v >log2 =~ 0.693. Azt a o < 1 tulajdonsaggal Gsszevetve kapjuk, hogy Y eloszlasa szingularis
a Lebesgue mértékre nézve, ha v > 1.
3.3. A diszkrét exponencialis funkcional momentumai

A binomialis-tételt hasznalva a kovetkezd rekurzié kaphaté Y p-dik, pozitiv egész e, = E(Y?)-

nal jelolt momentumaéra:
e ()
ep = Hk Ck, (10)
L p ;) k

feltéve, hogy pp, < 1. Itt a px = E(EF), e, = E(YF), k > 0 jeloléseket hasznéltuk.

3.3.1. Permuticiék adott cs6kkenési halmazzal

A (10) Osszefiiggésbdl indukcioval lathato, hogy minden p > 1 pozitiv egész esetén E(Y?)
racionélis fiiggvénye a p1, ..., yu, momentumoknak:

, 1 () j -
B(Y?) = (L—pa) o (1= pp) > AR Ry (11)
! Pl (G1redoo1)€{0,1}p1

ahol a szamléaloban szerepld egyiitthatok &; eloszlasatol fiiggetlenek.
()
j1~~~jp71

elébbi egyiitthato helyét a p-dik sorban a j,—12P~2 + - - + j1 20 kifejezés adja meg.

Ezen a egyitthatok egy Pascal-haromszog tipusu tablazatba rendezhetdk, ahol az
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Ezen a ponton felmeriil az a valdsziniiségelmélettdl fiiggetlen kérdés, hogy tudunk-e valami-

lyen jelentést tulajdonitani a ag-’; ) oo egylitthatoknak. A valasz meglehetdsen meglepGen az,
(p)

Freedot egyenlé azon m permutécidk szdméaval az S, csoportbol, amelyeknek éppen ott
van csokkenési helye, ahol j; = 1,1 <i <p—1. (Egy 7 € S, permutaciéonak cstkkenése van
az i helyen, ha w(i) > 7(i + 1).) Ezen a felismerésen tul, 4j rekurziot adunk adott csokkenési
halmazzal rendelkezd permutéciok szamanak a kiszamolésara.

Emlékeztetiink arra, hogy egy 7 € S, permutéci6 csokkenési halmaza a D(w) = {i : w(i) >
w(i+1),1 <i<p— 1} kifejezéssel definialt. Ekkor a kovetkezs allitds mondhato:

hogy a

11. tétel. A aﬁf?.‘jp71 egyltthatok megegyeznek azon permutdciok szdmdval, b(p)(S)-nel, ahol

az S csékkenési halmaz a kévetkezd definicioval adott:

p—1
S={s1,....smt={k:jr=11<k<p-1}, m=> j. (12)
k=1

Ennek az allitasnak a bizonyitésat mind algebrai, mind kombinatorikai modszerrel is elvégez-
ziik. Végiil, bemutatunk egy 1j rekurziot adott csokkenési halmazzal rendelkezs permutaciok
szamanak a meghatarozasara.

8. lemma. Tetszileges p > 2 egész szdm és (j1,. .., jp—1) € {0,1}P~! multiindex esetén fenndll
a kévetkezd rekurzio:
p—1
() _ (r—1) _ (r—1)
gy gpr = Z(Siaj{“m]‘“z2 B Z Uiy gz
=1 ? (i15eeesip—2)EL(1,dp—1)

ahol a® =1, 8; = |ji—ji_1| fori > 2,61 = 1, j\7 = jix minden1 < k < i—1 esetén, j\" = ji1
tetszdleges 1 < k < p — 2 szamra. Tovdbbd L(ji,...,jp—1)-vel jeléljik azon kilonbozd, p — 2
hosszi bindris sorozatok halmazdt, amelyekben pontosan egy helyet toréltink a (ji,...,Jjp—1)

sorozatbol. Példdul a651)10 =11= aﬁ)o + a((ﬁ)o + agi)l.

3.4. A Brown mozgas exp. funkcionaljanak kozelitése

Ebben a fejezetben az exponencialis funkcionalra diszkrét kozelitést alkalmazva karakterizaljuk
az eloszlasat. A kozelités, ahogy a bevezetésben is emlitettiik a szokasos bolyongasos approx-
imé&ciét jelenti. Belatjuk, hogy a diszkrét verzid egy valészintséggel, minden momentuméban és
L, térben is konvergal. A momentum mddszert fogjuk hasznélni az eloszlas meghatarozasara.
Ehhez sziikség van a C lemmanak egy dltalanosabb alakjara: majdnem minden w-ra létezik egy
mo(w) szdm gy, hogy minden m > mg(w) egész mellett és minden fix K > e esetén fennall a

sup sup |[Bp;j(t) — Bm(t)| < Ki(logK)im2™%
j>10<t<K
konvergencia. Ezt hasznalva bizonyithatjuk a kovetkezd lemmat:

9. lemma. Legyen B, (t), t > 0, m > 0 a szokdsos véletlen bolyongds sorozat, amely a
(B(t),t > 0) Brown-mozgdshoz konvergdl egy valdsziniséggel egyenletesen minden kompakt in-
tervallumon. Ekkor amint m — oo, minden v > 0 melletlt fenndll az

Y, = 272" i exp (2_'m§m(k:) - 1/k:2_2"")
k=0

— I:/ exp (B(t) —vt) dt < oo a.s.
0
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konvergencia.

Az el6z6, momentumokkal foglalkozo fejezet eredményeit alkalmazva Y, -re, majd hatarértéket
véve meghatéarozhatjuk a lim,, ., E(Y,2) mennyiségeket minden értelmes p egészre.
3.4.1. Az exponencialis funkcional momentumai

10. lemma. Ha p olyan pozitiv egész, melyre & < v teljesiil, akkor

1
lim B(YZ) = —
mTreo ' =1 (V - g)

< o0.

Az alabbi negativ momentumokroél szolé eredmény egyszerd kombinatorikai és analizisbeli
eszkozokkel bizonyithato.

11. lemma. p > 1 esetén a kivetkezd eredményhez juthatunk:

m—0oQ m—0o0

p—1
k
lim E(Y P)= lim E(Y ! =
im E(Y;?) = lm <m>k]=|1(u+2),

ahol lim,, - E(Y,.1) < cc.

Végiil bebizonyitjuk, hogy Y, ! az LP térben konvergal Z—!-hez. Ez lehet6vé teszi, hogy a
bizonyitsuk Yor Dufresne ([4] és [19]) eredményét.

12. tétel. A kivetkezd dllitdsok teljesiilnek:

(a) Y-l T=1hez konvergdl LP-ben minden p > 1 walds szdmra és lim,, ... E(Y,?) =
E(Z77) < oo;

(b)I 4 2/Zs,, ahol Zs, gamma eloszldsi valdszindiségi vdltozo 2v indexszel és 1 paraméter-
rel;

(¢) Y,, konvergdl Z-hez LP-ben minden p, 1 < p < 2v tulajdonsiggal rendelkezé (tegyiik fel,
hogy v > 1 ). Ekkor lim,, .. E(Y}) = E(Z?) < co. Ez az dllitds érvényes q, 1 < q < p valds
szdm esetén is.

3.4.2. Az exponencialis-funkcional folyamat tulajdonsagai

A 12. tétel azt allitja, hogy az X(v) = ﬁ, 0 < v folyamat marginalis eloszlisai gamma
valészintiségi valtozdk ugyanigy, mint a gamma folyamatnal. Ennek ellenére X nem gamma
folyamat, ugyanis trajektoriai folytonosak:

4. allitas. A 1

fooo eBs—vsds

folyamat trajektoridi egqy valdsziniiséggel folytonos fliggvények.

X(v) =

Erdekes kivetkezménye a 11. lemma bizonyitasaban hasznalt moédszernek az alabbi lemma.
Azt allitja, hogy a (Z=1(v)),~o folyamat multiindexes momentumai kiszdmolhatéak az egyes
koordinatanként nagyobb multiindexes momentumokbél. Megjegyezziik, hogy ez az allitas
jelen tudasunk szerint nem hasznalhat6 arra, hogy kiszamoljuk X (v) tetsz6leges multiindexes
momentumat.

Az egyszertiség kedvéért bevezetiink néhény jelolést.

Rogzitsiink egy d, pozitiv egész szdmot és a k € Z+d, v E Ri vektorokat. Legyen

M((v,k)) =E (Z(r1) " ... I(vg) ")
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és (v, k)i = (v, (k1y .o ko1, ki + 1 ki, .. ka)).

Az M((v, k)) momentumra a kovetkezd rekurziot adhatjuk:

12. lemma.
kit ke kit kg o k;
M((v, k) = — N M, k)).
O e e S M
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