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1. Bevezetés a véletlen mátrixok el-

méletébe

A véletlen mátrixok mátrix értékű valósźınűségi változók, más
szóval olyan mátrixok, melynek elemei valósźınűségi változók.
A mátrix mérete, valamint az elemek együttes eloszlása alapján
különbőző véletlen mátrixokat definiálhatunk.

Wishart foglalkozott elsőként véletlen mátrixokkal a többdi-
menziós statisztikában. Olyan véletlen mátrixokat tanulmányo-
zott, amelynek n darab oszlopát m dimenziós független azonos
eloszlású valósźınűségi vektorváltozók alkotják. Ezen mátrix ko-
varianciamátrixa egy m × m-es véletlen mátrix várható értéke-
ként adódik. Ezt a véletlen mátrixot normális eloszlású valósźı-
nűségi változók esetén Wishart mátrixnak nevezzük.

A véletlen mátrixok vizsgálatának fizikai motivációi is vol-
tak. Wigner az atommag energiaszintjeit modellezte komplex
önadjungált, vagy valós szimmetrikus véletlen mátrixok saját-
értékeivel.

Mindkét esetben a fő kérdés a véletlen mátrixok sajátértékei-
nek viselkedése volt. Ha ismerjük a sajátértékek együttes sűrű-
ségfüggvényét, akkor természetesen minden információ rendel-
kezésünkre áll a sajátértékekről, de ezen sűrűségfüggvény meg-
határozására csak akkor van esélyünk, ha ismerjük az elemek
együttes sűrűségfüggvényét, és a mátrix eloszlása invariáns az
untér konjugálásra. Így bár Wigner kiszámolta a normális elemű
önadjungált véletlen mátrix sajátértékeinek együttes sűrűség-

1



függvényét [15], általános esetben azonban csak az sajátértékek-
ből képzett tapasztalati eloszlásfüggvényt vizsgálta. Így önad-
jungált n × n-es An véletlen mátrixsorozatra beátta az

Fn(x) :=
#{i : λi(An) < x}

n

véletlen eloszlásfüggvények várható értékének konvergenciáját
[14]. Később mások a fenti eloszlásfüggvény 1 valósźınűségű
és sztochasztikus konvergenciáját is bebizonýıtottak az önad-
jungált és a kovariancia t́ıpusú mátrixok esetén [4, 10, 12]. Nor-
mális eloszlású elemekből kiindulva azt is tudjuk, hogy a ta-
pasztalati eloszlásfüggvény sorozatra teljesül a nagy eltérés elv,
azaz konvergenciasebesség exponenciális valamilyen alulról félig
folytonos exponensfüggvénnyel.

A nem önadjungált mátrixok esete is érdekesnek bizonyult.
Ilyen például az a mátrix, amelynek elemei független azonos el-
oszlású valósźınűségi változók. Ez a mátrix egy egész véletlen
mátrix családot definiál, ha a mátrixnak és adjungáltjának külön-
böző lineáris kombinációit tekintjük. A normális eloszlású eset-
ben a lineáris kombináció is normális, ı́gy a sajátértékek tapasz-
talati eloszlásának konvergenciáján túl, amihez elég tudnunk bi-
zonyos momentumok végességét [7], az exponenciális konvergen-
ciasebességhez tartozó exponensfüggvény is kiszámolható [13].

Másik nagyon fontos t́ıpusa a véletlen mátrixoknak az unitér
véletlen mátrixok. Itt az elemek nem függetlenek, ı́gy a véletlen
unitérek konstrukciója is érdekes. Az n × n-es unitér mátrixok
tere nem altér az n×n-es mátrixok terében, de a mátrixszorzásra
és az elemenkénti topológiára nézve kompakt topologikus cso-
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portot alkotnak, ı́gy a legtermészetesebb módon adódó eloszlás
az unitér mátrixok halmazán a Haar eloszlás. Ezen eloszlás sze-
rinti véletlen mátrixok a Haar unitérek, és az unitérek eloszlását
is erre a mértékre nézve tekintjük az eddigi Lebesgue mérték he-
lyett. Az eloszlás defińıciója alapján Haar unitér véletlen mátrix
invariáns az unitérrel való szorzásra, ı́gy a sajátértékek együttes
eloszlása meghatározható.

2. A disszertáció kivonata

A fenti témákat az alábbi sorrendben tárgyalom.

Az első fejezetben áttekintést adok a különböző véletlen mát-
rixokról. Normális eloszlású elemek esetén Wigner bizonýıtásá-
nál részletesebben [11, 15] ismertetem a sajátértékek együttes
sűrűségfüggvényének meghatározását. Nem normális esetben
a sajátértékek tapasztalati eloszlásának konvergenciájáról szóló
tételeket eleveńıtem fel növő mátrixméret esetén, és megemĺıtem,
hogy ebben az esetben bár nem teljesül a nagy eltérés elv, más
értelemben a konvergenciasebesség bizonyos feltételek mellett
exponenciális [8].

A második fejezetben a nagy eltérés elmélet alapfogalmait
és a véletlen mátrixokra vonatkozó nagy eltérés tételeket tekin-
tem át. Ez az elmélet olyan valósźınűségi változó sorozatról
szól, amelynek határértéke determinisztikus. A normális elemű
önadjungált véletlen mátrixok sajátértékeiből képzett tapasz-
talati eloszlássorozatra vonatkozó első nagy eltérés tételt Ben
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Arous és Guionnet bizonýıtotta [5]. Ezen a tételen ḱıvül itt ol-
vashatók az 1. fejezetben felsorolt normális elemű mátrixokra
vonatkozó nagy eltérés tételek [13]. Az exponensfüggvény min-
den esetben egy súlyozott logaritmikus energia funkcionál, ı́gy
mivel a sorozat határértékét az exponensfüggvény minimuma
adja áttekintünk néhany potenciálelméleti tételt a logaritmikus
energiáról, illetve annak egyensúlyi mértékéről.

A harmadik fejezetben ismertetem a Haar unitér véletlen
mátrix konstrukcióját, majd az ebből adódó tulajdonságait, úgy
mint az elemek sűrűségfüggvénye, az elemek korrelációja, és
a sajátértékek együttes sűrűségfüggvénye. Itt található Dia-
conis és Shashahani tételének egy elemibb bizonýıtása, mely
szerint a Haar unitér mátrix különböző hatványainak nyoma
aszimptotikusan független normális eloszlású. Ebből a Fourier
transzformált egyértelműsége miatt következik a sajátértékek
tapasztalati eloszlásának konvergenciája. Ugyanez a módszert
használom Haar eloszlású ortogonális véletlen mátrixokra is.
Végül bemutatom a Hiai és Petz [9] tételét, amely a Haar uni-
térek sajátértékeire mondja ki a nagy eltérés elvet.

A negyedik fejezetben új fajta mátrixból indulunk ki, melyet
az m × m-es unitér mátrix n × n-es csonḱıtásával kapunk. Itt
részletesebb bizonýıtást adok a Życzkowski és Sommers tételére,
amely ezen mátrix sajátértékeinek együttes sűrűségfüggvényét
adja meg, kiegésźıtve a normalizáló konstans pontos értékével
[1]. Az együttes sűrűségfüggvényből kiszámolható a sajátértékek
tapasztalati eloszlására vonatkozó nagy eltérés tétel exponens-
függvénye, n → ∞, m/n → λ esetén (0 < λ < 1), ami a
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disszertáció fő eredménye. Ennek következménye, hogy a ta-
pasztalati eloszlásokból álló véletlen mértéksorozat konvergál az
exponensfüggvényt adó logaritmikus energia egyensúlyi mértéké-
hez.

Az ötödik fejezetben a nemkommutat́ıv valósźınűségelméleti
bevezető után bevezetem azt a nemkommutat́ıv valósźınűségi
változót, amelynek véletlen mátrix modellje éppen a Haar unitér
mátrix csonḱıtása.

3. Fő eredmények

A harmadik fejezet a Haar unitér véletlen mátrixokkal foglal-
kozik. A Fourier transzformált egyértelműségéből következik,
hogy ha λ1, . . . , λn egy n × n-es Haar unitér véletlen mátrix
sajátértékei,akkor m ≥ n esetén a λm

1 , . . . λm
n független, egyen-

letes eloszlású valósźınűségi változók az egyseégkörvonalon [1].

A momentum módszer alkalmazása új bizonýıtást ad Diaconis
and Shahshahani tételére [6]. Az első lépésben a 3.4. Tétel
kimondja, hogy

TrUn
n→∞−→ ξ

eloszlásban, ahol ξ standard komplex normális eloszlású való-
sźınűségi változó. Hasonló eredményt ad Un magasabb hat-
ványainak nyomára a 3.5. Tétel, mely szerint

TrU l
n

n→∞−→
√

lξ.

5



Végül a 3.6. Tétel az aszimptotikus függetlenséget mutatja meg.
A bizonýıtás annak igazolásán alapszik, hogy

lim
n→∞

E

(
l∏

i=1

(
Tr U i

n

)ai

(
Tr U i

n

)bi

)
=

l∏

i=1

δaibi
ai!i

ai ,

azaz a nyomok együttes momentumai konvergálnak az l da-
rab független standard komplex normális eloszlású valósźınűségi
változó együttes momentumaihoz.

A 3.5. alfejezetben hasonló álĺıtásokat bizonýıtok Haar el-
oszlású ortogonális véletlen mátrixokra. A Haar ortogonális
véletlen mátrix konstrukciójából adódik, hogy a mátrix egy Oij

elemének sűrűségfüggvénye

Γ
(

n
2

)

Γ
(

n−1
2

)
Γ
(

1
2

)x−
1

2 (1 − x)
n−3

2 ,

a [0, 1] intervallumon. Emiatt
√

nOij eloszlása a standard normá-
lis eloszláshoz tart növő mátrixméret esetén. A momentum
módszer alkalmazásával azt is megkapjuk, hogy Tr On eloszlása
is aszimptotikusan normális.

A negyedik fejezet az n×n-es Haar unitér m×m-es csonḱıtá-
sával foglalkozik. A sajátértékek a D egységkörlapon vannak.
A fejezet elején részletesen bebizonýıtom, hogy a sajátértékek
együttes sűrűségfüggvénye a Życzkowski and Sommers [17] által
kiszámolt

C[n,m]

∏

i<j

|ζi − ζj |2
m∏

i=1

(1 − |ζi|2)n−m−1
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formulával adható meg, ahol a normalizáló konstans kiszámolható
komplex vonalintegrál bevezetésével [1]

C−1
[n,m] = πmm!

m−1∏

k=0

(
n − m + k − 1

k

)−1
1

n − m + k
.

A disszertáció fő eredményét a 4.3. Tétel adja, ami nagy
eltérés tételt mond ki az U[n,m] mátrix sajátértékeinek tapasz-
talati eloszlására [2, 3]. Ha n → ∞ esetén m/n → λ, ahol
0 < λ < 1, továbbá a λ1, . . . , λn az U[n,m] mátrix sajátértékei,
akkor a

P̂n =
1

n

n∑

i=1

δ(λi),

véletlen mértéksorozatra, azaz olyan valósźınűségi változó soro-
zatra, amely értékeit a D egységkörön értelmezett valósźınűségi
mérték M(D) halmazán veszi fel, teljesül a nagy eltérés elv 1/n2

skálán I : M(D) → [0,∞]

I(µ) := −
∫ ∫

D2

log |z − w| dµ(z) dµ(w)

−(λ − 1)

∫

D

log(1 − |z|2) dµ(z) + B,

exponensfüggvénnyel, ahol

B := −λ2 log λ

2
+

λ2 log(λ − 1)

2
− log(λ − 1)

2
+

λ − 1

2
.
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Ez azt jelenti, hogy a mértéksorozat Pn eloszlására teljesül

lim inf
n→∞

1

n2
log Pn(G) ≥ − inf

µ∈G
I(µ),

minden G ⊂ M(D) nýılt halmaz esetén, és

lim sup
n→∞

1

n2
log Pn(F ) ≤ − inf

µ∈F
I(µ),

minden F ⊂ M(D) zárt halmaz esetén.

A 4.3. Lemma a körlapon értelmezett szimmetrikus súly-
függvénnyel adott logaritmikus energia egyensúlyi mértékének
meghatározásáról szól. Tegyük fel, hogy Q : D → (−∞,∞]
olyan függvény, melyre teljesül, hogy Q(z) = Q(|z|), továbbá
tegyük fel, hogy Q differenciálható (alulról korlátos abszolút
folytonos deriváltfüggvénnyel) és rQ′(r) monoton növő a (0, 1)
intervallumon, és

lim
r→1

rQ′(r) = ∞.

Legyen r0 ≥ 0 a legkisebb olyan szám, amelyre Q′(r) > 0 min-
den r > r0 esetén, és legyen R0 a RQ′(R) = 1 egyenlet legkisebb
megoldása. Nyilván 0 ≤ r0 < R0 < 1. Ekkor az

IQ(µ) :=

∫ ∫

D2

log
1

|z − w| dµ(z) dµ(w) + 2

∫

D

Q(z) dµ(z)

funkcionál egy µQ ∈ M(D) mértéken veszi fel a minimumát,
melynek tartója az

SQ = {z : r0 ≤ |z| ≤ R0},
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körgyűrű, sűrűségfüggvénye pedig

dµQ(z) =
1

2π
(rQ′(r))′ dr dϕ, z = reiϕ.

A 4.3. Lemma következménye, hogy a {z : |z| ≤ 1/
√

λ}
halmazon a

dµ0(z) =
(λ − 1)r

π (1 − r2)
2 dr dϕ, z = reiϕ

sűrűségfüggvénnyel adott µ0 ∈ M(D) az egyetlen olyan mérték,
melyre az I exponensfüggvény minimális, azaz I(µ0) = 0, és ı́gy
ez a határertéke a sajátértékek tapasztalati eloszlásának.

A 4.4. Tétel álĺıtása hasonló a 4.3. Tételéhez, de a nagy
eltérés tételt a QmUnQm mátrixsorozat tapasztalati eloszlására
mondja ki, ahol Un Haar unitér, Qm pedig n × n-es m rangú
determinisztikus projekció, és n → ∞ esetén m/n → λ, ahol
0 < λ < 1. A skála megint 1/n2, az exponensfüggvény pedig

Ĩ(µ̃) :=






I(µ), if µ̃ = (1 − λ−1)δ(0) + λ−1µ,

+∞, különben

és a

µ̃0 = (1 − λ−1)δ(0) + λ−1µ0

mérték minimalizálja a Ĩ függvényt, ı́gy a QmUnQm sajátér-
tékeinek tapasztalati eloszlása a µ̃0 mértékhez tart.
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Az ötödik fejezet célja az (Qm, Un, U∗
n) sorozat határértéké-

nek meghatározása, azaz olyan nemkommutat́ıv valósźınűségi
változók keresése az (A, ϕ) nemkommutat́ıv valósźınűségi mező-
ben, amelyeknek véletlen mátrix modellje éppen a fenti sorozat.
A határérték (q, u, u∗), ahol q egy projekció, melyre

ϕ(q) =
1

λ
,

u egy Haar unitér elem, továbbá u és q szabad kapcsolatban
vannak. Ráadásul azt a QmUnQm sorozat sajátértékeinek ta-
pasztalati eloszlása is éppen a quq operátor Brown-mértékéhez
tart.
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