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Bevezetés

Az egyik legfontosabb és legtöbbet vizsgált gráfelméleti paraméter a kromatikus szám,
azon sźınek minimális száma, melyekkel a gráf csúcsai kisźınezhetők úgy, hogy szomszédos
csúcsok sźıne különböző legyen.

A G gráf χ(G) kromatikus számának egyik legtermészetesebb alsó becslése a gráf ω(G)
klikkszáma, a csúcshalmaz legnagyobb olyan részhalmazának elemszáma, amelyben min-
den csúcspár össze van kötve. Ez a becslés sokszor nagyon gyenge, egy háromszögmentes
gráf kromatikus száma is lehet tetszőlegesen nagy, ezt bizonýıtja pl. Mycielski [64]
konstrukciója.

Az információelmélet ún. zéró-hiba tételekre vezető vizsgálataiban fontos szerepet
játszik gráfok konormálisnak nevezett szorzata, illetve hatványa. E művelet során a
klikkszám és a kromatikus szám ellentétesen viselkedik: előbbi szupermultiplikat́ıv, utóbbi
szubmultiplikat́ıv erre a szorzásra nézve, melynek defińıciója a következő.

Defińıció. Az F és G gráfok konormális szorzata az az F ·G gráf, melyre

V (F ·G) = V (F ) × V (G)

E(F ·G) = {{(f, g), (f ′, g′)} : {f, f ′} ∈ E(F ) vagy {g, g′} ∈ E(G)}.

Gt a G gráf önmagával vett t-szeres konormális szorzata, amit G t-edik konormális
hatványának h́ıvunk.

A most definiált hatványozásra úgy érdemes gondolni, hogy amennyiben G élei a
csúcsok valamiféle megkülönböztethetőségét jelentik, akkor a konormális hatványozás ezt
a relációt terjeszti ki a csúcsok t hosszú sorozataira: két ilyen sorozat pontosan akkor
megkülönböztethető, ha legalább egy koordinátában az.

Nem nehéz belátni, hogy, mint fent emĺıtettük, tetszőleges F és G gráfra fennáll az

ω(F ·G) ≥ ω(F )ω(G) valamint a χ(F ·G) ≤ χ(F )χ(G)

egyenlőtlenség.
A fentiből következik, hogy a

χ∗(G) := lim
t→∞

t

√

χ(Gt)

és a
c(G) := lim

t→∞

t

√

ω(Gt)

határértékek egyaránt léteznek, és rájuk ω(G) ≤ c(G) ≤ χ∗(G) ≤ χ(G) teljesül.

Az elsőként feĺırt χ∗(G) határérték jól ismert mennyiség. A kromatikus szám feĺırható
egy egészértékű programozási feladat megoldásaként. Ennek valós relaxációját megoldva
jutunk a frakcionális kromatikus szám fogalmához, mely McEliece és Posner [62] egy
tételéből adódóan (ld. Berge és Simonovits [11] dolgozatát is) megegyezik a fenti χ∗(G)
határértékkel.
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A klikkszám is feĺırható egészértékű programozási feladat megoldásaként, ennek valós
relaxációja a frakcionális klikkszám fogalmához vezet, amelynek értéke a lineáris prog-
ramozás dualitástétele révén mindig azonos a frakcionális kromatikus szám, tehát χ∗(G)
értékével. Várható volna mindezek alapján, hogy c(G) is ezzel a közös értékkel legyen
egyenlő. Ez azonban nincs ı́gy.

A c(G) mennyiség, pontosabban annak logaritmusa, Shannon [74] információelméleti
vizsgálataiban bukkant fel először.

Defińıció. (Shannon [74]) Egy G gráf (logaritmikus) Shannon kapacitása1 a

C(G) = lim
1

t
log2 ω(Gt)

mennyiség.

A logaritmálás oka az információelméleti háttér, a fenti mennyiség ugyanis egy zajos
csatorna bitekben mért ún. zéró-hiba kapacitását fejezi ki. Innen adódik az is, hogy a
logaritmus alapja 2. A továbbiakban is minden logaritmus kettes alapú lesz, ezentúl ezt
nem ı́rjuk ki.

A Shannon kapacitás a modern kombinatorika egyik különösen érdekes fogalma.
Vizsgálatát számos váratlan kapcsolat, valamint némely vele kapcsolatos probléma
meglepő nehézsége egyaránt indokolja. Az a talán ártatlannak látszó kérdés például, hogy
egy háromszögmentes gráfra a C(G) érték lehet-e tetszőlegesen nagy, ekvivalens Erdősnek
egy máig megoldatlan problémájával, mely azt kérdezi, hogy az R(3 : t) := R(3, 3, . . . , 3)
Ramsey szám (az a legkisebb r szám, amire a Kr teljes gráf éleit t sźınnel sźınezve biztosan
keletkezik egysźınű háromszög) gyorsabban nő-e, mint bármilyen rögźıtett c konstans t-
edik hatványa (ld. Erdős, McEliece és Taylor [27], Alon és Orlitsky [3], valamint Rosenfeld
és Nešetřil [66] cikkeit).

Shannon [74] meghatározta minden legfeljebb 4 csúcsú gráf Shannon kapacitását és az
5 csúcsúakét is egy kivétellel. Az 5 hosszúságú C5 kör Shannon kapacitásáról csak több
mint húsz évvel később bizonýıtotta be Lovász [56], hogy a Shannon által megadott alsó
korláttal, log

√
5-tel egyenlő. A Shannon kapacitás probléma nehézségét a fentieken túl

az is jól mutatja, hogy az ötnél hosszabb páratlan körökre mindmáig ismeretlen a C(G)
érték, és még azt is csak egy 2003-ban megjelent cikkben igazolta Bohman és Holzman
[14], hogy C(C2k+1) > log 2 minden k-ra, azaz minden háromnál hosszabb páratlan kör
Shannon kapacitása meghaladja a klikkszámából adódó egyszerű alsó korlátot.

A Shannon kapacitás vizsgálata által inspirálva vezette be Berge [7, 8, 9] a perfekt
gráfokat (ld. Berge és Ramı́rez-Alfonśın [10]).

Defińıció. (Berge [8]) Egy G gráf perfekt, ha minden G′ fesźıtett részgráfjára χ(G′) =
ω(G′) teljesül.

A perfekt gráfok rendḱıvül fontos és sokat vizsgált gráfosztályt alkotnak. Ennek
legfőbb oka az, hogy kapcsolatot teremtenek olyan látszólag távolabbi területek között,

1Megjegyezzük, hogy számos tárgyalás a C(Ḡ) mennyiséget nevezi a G gráf Shannon kapacitásának,
ahol Ḡ a G gráf komplementere. Maga Shannon is ezt a nyelvezetet használja, mi azért nem ezt követjük,
mert az iránýıtott gráfok kapacitásainak tárgyalása ı́gy természetesebb lesz.
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mint a gráfelmélet, a poliéderes kombinatorika és az információelmélet. Számos ilyen
kapcsolatot részletesen tárgyal a Ramı́rez-Alfonśın és Reed által szerkesztett [69] könyv,
valamint Schrijver [73] monumentális monográfiájának három perfekt gráfokról szóló fe-
jezete. Igen sok érdekes gráf perfekt. Ilyenek például a páros gráfok és élgráfjaik, az
intervallumgráfok, vagy a részben rendezett halmazokhoz rendelhető ún. összehasonĺıtási
gráfok.

A perfekt gráfok számos szép struktúrális tulajdonsága önmagában figyelemre méltó.
Kiemelkednek ezek közül a Berge [7, 8] h́ıres sejtéseiből mára tétellé vált álĺıtások, a
megfogalmazása után körülbelül egy évtizeddel Lovász [54] által bebizonýıtott Perfekt
Gráf Tétel és a kimondása után negyven évvel igazolt Erős Perfekt Gráf Tétel, melyről
2002-ben jelentette be Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas [17, 18], hogy be-
bizonýıtották. A Perfekt Gráf Tétel szerint egy gráf akkor és csak akkor perfekt, ha a
komplementere az. Az ezt általánośıtó Erős Perfekt Gráf Tétel azt álĺıtja, hogy egy gráf
pontosan akkor perfekt, ha fesźıtett részgráfként nem tartalmaz páratlan kört vagy ilyen-
nek komplementerét. Utóbbi, a megoldásáig Erős Perfekt Gráf Sejtésként ismert álĺıtás,
a gráfelmélet kiemelkedő problémája volt az elmúlt évtizedekben.

Közvetve tehát mindez Shannon [74] zéró-hiba kapacitás vizsgálataiból eredt.

Cohennel és Körnerrel a [19] cikkben a Shannon kapacitás fogalmát gráfcsaládokra
terjesztettük ki, majd Körnerrel a [50] dolgozatban egy olyan extremális halmazelméleti
kérdést vizsgáltunk, ami leford́ıtható volt iránýıtott gráfcsaládok egy kapacitás t́ıpusú
paraméterének vizsgálatára. Ezt általánośıtva Gargano, Körner és Vaccaro [33] bevezette
az iránýıtott gráfokra értelmezett Sperner kapacitás fogalmat és ennek gráfcsaládokra való
kiterjesztését. Ezzel megteremtették számos érdekes extremális halmazelméleti probléma
közös tárgyalásának lehetőségét és [34, 35] cikkeikben bebizonýıtottak egy mély tételt,
mely számos ilyen problémát egyszerre megold. Ezek között a legnevezetesebb Rényinek
az ún. kvalitat́ıv 2-függetlenségre vonatkozó problémája, mely ı́gy felvetése után több,
mint húsz évvel szintén megoldást nyert. Megjegyezzük, hogy a [19]-beli problémafelvetés
eredetileg infomációelméleti ind́ıttatású volt, a gráfcsaládok Shannon kapacitásaként
értelmezett fogalom az ún. összetett csatorna zéró-hiba kapacitásának felel meg. Nayak és
Rose [65] nemrégiben észrevette, hogy gráfcsaládok Sperner kapacitására is adható ehhez
hasonló információelméleti interpretáció.

A Sperner kapacitás a Shannon kapacitás formális általánośıtásának tekinthető a-
mennyiben az iránýıtatlan gráfokat olyan iránýıtott gráfoknak tekintjük, melyek minden
élüket mindkét lehetséges iránýıtásukkal tartalmazzák. Látva, hogy a Shannon kapacitás
értékét konkrét kis gráfokra sem mindig könnyű meghatározni, nem meglepő, hogy a
helyzet hasonló a Sperner kapacitás esetében is. (Már egy ciklikusan iránýıtott háromszög
Sperner kapacitásának megállaṕıtása sem triviális, ld. Calderbank, Frankl, Graham, Li,
Shepp [15] és Blokhuis [13] dolgozatait.) Ugyanakkor nem egyszerűen egy megoldatlan
probléma még nehezebbé tételéről van szó, hiszen a Sperner kapacitás meghatározása sok-
szor olyan gráfokra is érdekes, melyek iránýıtatlan verziójára ismerjük a Shannon kapacitás
értékét. Különösen érdekes továbbá az iránýıtás hatását figyelni, vagyis összehasonĺıtani
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egy iránýıtatlan gráf Shannon kapacitását iránýıtott változatai Sperner kapacitásával.
Utóbbi sohasem lehet nagyobb az előbbinél, az egyenlőség pontos feltételei nem ismertek.

A Shannon kapacitáshoz hasonlóan az információelméletből származó gráfelméleti fo-
galom a gráfentrópia. Körner [44] vezette be 1973-ban megjelent cikkében és a frakcionális
kromatikus szám egyfajta valósźınűségi finomı́tásaként is felfogható. A gráfentrópia tel-
jeśıt egy szintén Körner [45] által észrevett szubadditivitási egyenlőtlenséget (ld. (2)),
mely alkalmassá tette különféle kombinatorikus becslésekre, ld. pl. Körner [45], New-
man, Ragde, Wigderson [67], Radhakrishnan [68] dolgozatait. Körner és Marton [48] a
gráfentrópia és a rá vonatkozó alapvető egyenlőtlenség közvetlen általánośıtásával uniform
hipergráfok entrópiájának seǵıtségével adtak jobb becslést a Körner által a [45] dolgozat-
ban Fredman és Komlós [31] nyomán vizsgált ún. “perfect hashing” problémára. A
gráfentrópia talán legnagyobb sikere Kahn és Kim [43] áttörést jelentő eredménye, mely-
ben először adtak meg konstans szorzó erejéig optimális számú összehasonĺıtást használó,
és ezeket determinisztikusan és polinomidőben megválasztó algoritmust arra a sokat
vizsgált rendezési problémára, melyben egy ismert részben rendezést kell minél kevesebb
elempár összehasonĺıtásával kiterjeszteni teljes rendezéssé. Ebben már az a Körner és
Marton [47] által sejtett és a Csiszár, Körner, Lovász és Marton társszerzőkkel ı́rt [21]
cikkben bizonýıtott eredmény is szerepet játszott, mely szoros összefüggést állaṕıtott meg
a gráfentrópia és a perfekt gráfok között.

A tézisek első csoportja a gráfentrópiával kapcsolatos. A [75] és a [77] dolgozatokban
szereplő 1. és 2. Tétel a perfekt gráfok és a gráfentrópia kapcsolatát kimondó [21]-beli
tétel egy-egy kiterjesztését tárgyalja, a 3. Tétel a 2. Tétel további általánośıtása. A [78]
cikken alapuló 4. Tétel a Witsenhausen ráta2 nevű rokon fogalom gráfcsaládos változatát
vezeti be és erre mond ki egy információelméleti tartalmát tekintve talán meglepő tételt.

A tézisek második csoportja gráfkapacitásokkal kapcsolatos. A Galluccioval,
Garganoval és Körnerrel közös [32] cikken alapuló 6. és 5. Tétel iránýıtott gráfoknak a
Sperner kapacitáshoz hasonlóan extremális halmazelméleti kérdésekre is leford́ıtható ka-
pacitás jellegű paraméterére, illetve ennek egy iránýıtatlan gráfokra vonatkozó rokonára
vonatkozik. A [32] cikkben fogalkoztunk a Sperner kapacitással is, és megmutattuk,
hogy az öt hosszú körnek van olyan iránýıtása, aminek Sperner kapacitása eléri a
C(C5) = log

√
5 értéket. A Salival közös [70] cikken alapuló 8. Tételben ezt az észrevételt

általánośıtjuk tetszőleges csúcstranzit́ıv önkomplementer gráfra. A 7. Tétel ez utóbbi
bizonýıtásának alapvető segédtétele, mely talán önmagában is érdekes és meglepő. A
Körnerrel és Pilotoval közös [49] cikkben szereplő 9. Tételben Alon [1] korábbi eredményét
általánośıtó új felső korlátot adunk a Sperner kapacitásra. Ebben főszerepet játszik az
Erdős, Füredi, Hajnal, Komjáth, Rödl és Seress [25] által bevezetett lokális kromatikus
szám nevű paraméter, illetve annak iránýıtott gráfokra való általánośıtása. A 10. Tételben
azt is kimondjuk, hogy a lokális kromatikus szám sohasem kisebb a frakcionális kromatikus

2Az angol rate szót az információelméletben gyakran sebességnek ford́ıtják, ha annak maximalizálása
a cél. Itt azonban minimalizálni szeretnénk, ezért választottuk inkább az idegenebbül hangzó, de talán
kevésbé félrevezető szót.
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számnál. Ez utóbbi eredmény a tézisek harmadik csoportjához vezető vizsgálatok kiin-
dulópontja. A lokális kromatikus számról nyilvánvaló, hogy a kromatikus számnál so-
hasem nagyobb, ı́gy az előbbi eredmény szerint mindig a frakcionális kromatikus szám és
a kromatikus szám közé esik. Ez motiválja, hogy olyan gráfokra próbáljuk meghatározni
az értékét, amire ez utóbbi két paraméter távol esik egymástól.

Viszonylag kevés olyan gráfcsalád ismert, amelynél e két paraméter messze van
egymástól, és az ilyenekbe tartozó gráfoknál gyakran magának a kromatikus számnak
a meghatározása is nehézségekbe ütközik. E nehézséget sok esetben azzal a váratlan,
Lovász [55] Kneser gráfokkal kapcsolatos úttörő munkájából származó technikával lehet
legyőzni, amely megfelelő előkészületek után az algebrai topológia h́ıres tételét, a Borsuk-
Ulam tételt h́ıvja seǵıtségül. A Tardos Gáborral közös [80] cikkekből származó 11.–
14. Tételekben látni fogjuk, hogy ez a technika, az ún. topologikus módszer, a lokális
kromatikus szám, sőt egy másik sźınezési paraméter, a cirkuláris kromatikus szám
vizsgálatára is alkalmas. A lokális kromatikus számra sok esetben éles alsó becslést
adunk, az élességet kombinatorikus úton láttuk be. A cirkuláris kromatikus számra kapott
eredményünk részlegesen (páros kromatikus gráfok esetén) igazolja Johnson, Holroyd és
Stahl [42], valamint Chang, Huang és Zhu [16] egy-egy sejtését. Az előbbi sejtéssel kapc-
solatos eredményt tőlünk függetlenül Meunier [63] is elérte. A szintén Tardos Gáborral
közös [81] cikken alapuló 15. Tételben szintén a topologikus módszert használva a 11.–
14. Tételekben is vizsgált G gráfok optimális (χ(G) sźınt használó) sźınezéseiről látjuk
be, hogy bennük minden elépzelhető χ(G) csúcsú teljesen tarka teljes páros gráf meg-
jelenik részgráfként. Ez egyfajta ellenpontja a lokális kromatikus számra bizonýıtott
eredményeinknek, melyek interpretálhatók úgy, hogy ha a kromatikus számnál csak eggyel
több sźınt is használhatunk, akkor ezen tarka teljes páros gráfok közül egy kivételével
mindegyik elkerülhető. E tétel bizonýıtásának fő eszköze a Borsuk-Ulam tétel egy Tuck-
ertől [84] és Bacontól [5] származó általánośıtása, melynek a 16. Tételben egy további
következményét is bemutatjuk.

A topologikus módszer, ezen belül is a Borsuk-Ulam tételt használó technika je-
lentőségét nehéz túlbecsülni, itt most csak Matoušek [59] remek könyvére hivatkozunk,
további előzményeket pedig a 11.–14. Tételek bővebb bemutatásakor tárgyalunk.

Gráfok entrópiái

A tézisek ezen csoportjának alapja a [75] és a [78] cikk, valamint a [77] dolgozat egy része.

Gráfentrópia

A gráfentrópia nevű információelméleti függvényt Körner [44] definiálta. A kiindulópont
egy információelméleti probléma volt, ez vezetett a következő mennyiség bevezetéséhez,
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melyet Körner a G gráf P eloszláshoz tartozó entrópiájának nevezett el:

Hε(G,P ) := lim
t→∞

1

t
log min

P t(U)>1−ε
χ(Gt[U ]),

ahol Gt[U ] a G gráf fentebb bevezetett t-edik konormális hatványának az U ⊆
[V (G)]t csúcshalmazon fesźıtett részgráfja, ε ∈ (0, 1), P pedig egy V (G)-n adott
valósźınűségeloszlás, mely P t(x) =

∏t

i=1 P (xi) módon adja az x = x1 . . . xt sorozat
valósźınűségét és P t(U) =

∑

x∈U P
t(x). Körner [44] megadott H(G,P )-re egy másik for-

mulát is, a kettő egyenlőségének bizonýıtásával belátta, hogy a fenti határérték létezik és
független ε-tól. Ennek a második formulának a további alaḱıtása a [21] cikkben elvezetett
ahhoz a harmadikhoz, amit az alábbi defińıcióban megadunk. Egy F (hiper)gráfban
független halmaznak nevezzük a csúcsok minden olyan részhalmazát, amely nem tartal-
maz élet, a V P (F ) csúcspakolási politóp pedig a független halmazok karakterisztikus
vektorainak konvex burka.

Defińıció. Legyen F (hiper)gráf a V (F ) = {1, ..., n} csúcshalmazon, P = (p1, ..., pn)
pedig valósźınűségeloszlás V (F )-en. Ekkor az F (hiper)gráf P eloszlásra vonatkozó
entrópiája a

H(F, P ) = min
a∈V P (F )

n
∑

i=1

pi log
1

ai

(1)

mennyiség.

Körner [45] a nyolcvanas években észrevette, hogy a gráfentrópia teljeśıti a következő
szubadditivitási tulajdonságot. Ha F és G két gráf ugyanazon a V csúcshalmazon, P
tetszőleges V -n vett eloszlás, F ∪ G pedig a V (F ∪ G) = V,E(F ∪ G) = E(F ) ∪ E(G)
módon megadható gráf, akkor

H(F ∪G,P ) ≤ H(F, P ) +H(G,P ). (2)

Ez az egyenlőtlenség lényegében az egyszerűen belátható χ(F ∪ G) ≤ χ(F )χ(G)
összefüggés következménye. A bevezetőben már emĺıtettük, hogy a fenti egyenlőtlenségre
alapozva nemtriviális becslések nyerhetők egyes kombinatorikai problémákban, ilyen al-
kalmazások találhatók például Körner [45], Newman, Ragde és Wigderson [67], vagy Rad-
hakrishnan [68] cikkeiben. Mindez felvetette a szubadditivitási egyenlőtlenség élességének
kérdését, melynek már információelméleti megfontolások szerint is kitüntetett speciális
esete volt az, amikor a két gráf egymás komplementere (ld. Körner és Longo [46]).
Körner és Marton [47] sejtette, a [21] cikkben pedig bizonýıtást nyert, hogy a H(G,P ) +
H(Ḡ, P ) = H(K|V |, P ) = H(P ) egyenlőség pontosan akkor áll fenn minden P eloszlás
esetén, ha G perfekt gráf. Itt H(P ) a P eloszlás entrópiája, ami megegyezik a |V (G)|
csúcsú teljes gráf P -hez tartozó entrópiájával.

Ennek az eredménynek adja két különböző kiterjesztését a 1. és a 2. Tétel.
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A [75] dolgozat tartalmazza azon 3-uniform hipergráfok karakterizálását, amelyek a
fentivel analóg azonosságot teljeśıtenek. Az idézett cikkben a probléma az általános k-
uniform esetre is meg van oldva, de k > 3-ra az derül ki, hogy a ḱıvánt egyenlőség csak a
triviális esetekben teljesül.

Hipergráfok entrópiáját Körner és Marton [48] definiálták a gráfentrópia
általánośıtásaként (ld. a fenti defińıciót), a szubadditivitási egyenlőtlenség itt is érvényben
marad és a korábbiakhoz hasonlóan alkalmazható, ld. [48]. Ha F k-uniform hipergráf a V
csúcshalmazon, akkor F -nek F̄ komplementerén azt a V -n megadható hipergráfot értjük,
melynek élei az F -nek E(F ) élhalmazában nem szereplő V -beli k-asok.

Egy 3-uniform F hipergráfot nevezzünk levélmintának, ha reprezentálható a
következőképpen. Legyen T fa, melyben a legalább 2 fokú csúcsok mindegyike meg van
jelölve 0-val vagy 1-gyel. Az ı́gy megjelölt T fához tartozó levélminta az a 3-uniform
hipergráf, melynek csúcsai T levelei (1 fokú csúcsai), élei pedig azon {x, y, z} hármasok,
melyekre a fabeli xy, yz és xz utak egyetlen közös pontja 1-gyel van megjelölve. Az n
csúcsú teljes 3-uniform hipergráfot jelölje K

(3)
n .

1. Tétel. ([75]) Az F 3-uniform hipergráfra akkor és csak akkor teljesül minden P eloszlás
mellett a

H(F, P ) +H(F̄ , P ) = H(K
(3)
|V |, P ),

egyenlőség, ha F levélminta.

A tétel kiterjeszthető arra az esetre is, amikor K
(3)
|V |-at kettőnél több hipergráf uniójára

bontjuk.

A [77] dolgozatban egyebek mellett a gráfentrópia és az ún. imperfektségi hányados
kapcsolatát is tárgyaljuk3 Az imperfektségi hányados fogalmát Gerke és McDiarmid
vezették be [36] dolgozatukban. Frekvenciakiosztási problémákat vizsgálva minden G
gráfhoz hozzárendeltek egy imp(G) ≥ 1 mennyiséget, mely pontosan akkor egyenlő 1-
gyel, ha G perfekt. Az új fogalom további szép tulajdonsága, hogy imp(G) = imp(Ḡ)
teljesül minden G gráfra. A gráfentrópia és az imperfektségi hányados között a következő
összefüggést sikerült igazolni.

2. Tétel. ([77]) Tetszőleges G gráfra teljesül, hogy

log imp(G) = max
P

{H(G,P ) +H(Ḡ, P ) −H(P )}.

A tétel tehát azt mutatja, hogy a Gerke és McDiarmid által definiált, imperfektséget
mérő mennyiség és a [21]-beli eredményből adódó imperfektségi mérőszám lényegében
ugyanaz.

3Ennek az összefoglaló dolgozatnak a meǵırására nagyrészt az alább tárgyalt eredmény révén került
sor, részben emiatt kért fel a [69] könyv egyik szerkesztője, Bruce Reed, korábbi [76] összefoglaló cikkem
ezt is tartalmazó átdolgozására.
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A gráfentrópia defińıciójának alábbi általánośıtása szintén [21]-ból való.
Egy A ⊆ Rn

+,0 halmazt konvex saroknak nevezünk, ha zárt, konvex, belseje nemüres,
és teljesül rá, hogy amennyiben a ∈ A és 0 ≤ a′i ≤ ai minden i-re, akkor a

′ ∈ A.
A gráfentrópia általánośıtásaként értelmezhető egy konvex sarok entrópiája is az alábbi

formulával:

HA(P ) := min
a∈A

n
∑

i=1

pi log
1

ai

.

McDiarmid [61] bevezeti két konvex sarok, A,B ⊆ Rn
+,0 dilatációs hányadosát az alábbi

módon:
dil(A,B) := min{t : B ⊆ tA}.

Gerke és McDiarmid egyik eredménye szerint ez a fogalom általánośıtása az im-
perfektségi hányadosnak, utóbbi ugyanis kifejezhető két, a szóbanforgó gráfhoz rendelt
speciális konvex sarok dilatációs hányadosaként.

Az 2. Tételhez hasonlóan bizonýıtható annak következő általánośıtása is.

3. Tétel. ([77])
log dil(A,B) = max

P
{HA(P ) −HB(P )}.

Witsenhausen ráta

A gráfentrópia eredeti defińıciójában másik (az ún. normális) gráfhatványozást alka-
lmazva valamivel kisebb értékű mennyiséghez jutunk, melyet Körner és Longo [46] vezetett
be szintén információelméleti megfontolásból. Ez a függvény tekinthető úgy, mint a (csak
valamivel később bevezetett) Witsenhausen rátaként ismert mennyiség valósźınűségi fi-
nomı́tása. A Witsenhausen [86] dolgozatában definiált Witsenhausen ráta azt fejezi
ki, hogy 0 hibavalósźınűségű dekódolást elvárva átlagosan mekkora hányadára lehet
összetömöŕıteni egy üzenetet, ha a vevő rendelkezik valamilyen, az adó által nem is-
mert, de az üzenet tartalmával korreláló mellékinformációval. A Shannon kapacitás
esetéhez hasonlóan itt is egy gráffal jellemezhető az információelméleti szituáció (a csúcsok
a lehetséges üzenetek, és kettő össze van kötve éllel, ha van olyan mellékinformáció,
mely nem különbözteti meg őket, tehát a hozzájuk tartozó üzeneteknek különbözniük
kell). Jelölje G∧t a G gráf már emĺıtett normális hatványát, mely legegyszerűbben a

G∧t = (Ḡ)t egyenlőséggel definiálható, ahol mindkét felülvonás komplementálást jelent.
(Két különböző csúcsot alkotó sorozat pontosan akkor van összekötve, ha minden olyan
koordinátában, ahol nem egyenlők, G-nek élét alkotják.)

Defińıció. (Witsenhausen [86]) A G gráf Witsenhausen ráta nevű paramétere az

R(G) = lim
t→∞

1

t
logχ(G∧t)

mindig létező határérték.
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A [78] dolgozatban azt vizsgáltuk, hogy ha egyetlen adó sok különböző vevőnek
küldi ugyanazt az üzenetet, s ezen adók mind más-más mellékinformációval rendelkeznek,
akkor minden egyes vevőnél 0 hibavalósźınűségű dekódolást elvárva, átlagosan mekkora
hányadára tömöŕıthető össze az üzenet. A meglepő válasz az, hogy ugyanakkorára, mint
amekkorára akkor lenne, ha csak azzal az egy vevővel kellene kommunikálnia az adónak,
amelyik a leggyengébb tömöŕıtést teszi lehetővé. Formálisan, ha k vevő van és Gi ı́rja le az
i-edik vevővel való kommunikációhoz tartozó gráfot (i = 1, . . . , k), G = {G1, . . . , Gk} és a
keresett mennyiséget R(G) jelöli (meggondolható, hogy R(G) = limt→∞

1
t
log(χ(∪iG

∧t
i ))),

akkor a következő igaz.

4. Tétel. ([78])
R(G) = max

Gi∈G
R(Gi).

A bizonýıtás Gargano, Körner és Vaccaro [35] mély tételén alapul, mely gráfok ka-
pacitásainak valósźınűségi finomı́tására mond ki erős eredményt. A Witsenhausen rátára
ez azért alkalmazható, mert a Witsenhausen ráta már emĺıtett valósźınűségi finomı́tása
és a Shannon kapacitás Csiszár és Körner [20] által bevezetett valósźınűségi finomı́tása
között egy Marton [58] által igazolt szoros öszefüggés áll fönn.

Gráfok kapacitásai

A tézisek ezen csoportjának alapja a Gallucioval, Garganoval és Körnerrel közös [32], a
Salival közös [70], valamint a Körnerrel és Pilottoval közös [49] dolgozat.

Variációk kapacitásfogalmakra

Legyen F tetszőleges, a konormális szorzásra zárt gráfcsalád. A G gráfban fesźıtett
részgráfként megjelenő legnagyobb (legtöbb csúcsú) F -beli gráf csúcsainak számát cF(G)-
vel jelölve cF (Gt) ≥ [cF(G)]t nyilvánvalóan teljesül. Ilyenkor létezik a CF(G) :=
limt→∞

1
t
log cF(Gt) határérték, ami F -nek a teljes gráfok családját választva éppen a

Shannon kapacitás. Ha az F gráfcsaládra még azt a további természetes feltételt is
szabjuk, hogy a fesźıtett részgráf képzésre is zárt legyen, akkor egy egyszerű észrevétel
mutatja, hogy F megválasztására mindössze néhány lehetőségünk marad. Triviális es-
eteket leszámı́tva F nem lehet más, mint az összes üres (vagyis éleket nem tartalmazó),
az összes teljes, vagy az összes teljes sokrészes gráf családja. (Utóbbiba azon gráfok tar-
toznak, melyek csúcshalmaza part́ıcionálható néhány élet nem tartalmazó osztályra úgy,
hogy bármely két különböző osztályba eső csúcs össze legyen kötve. Ez a gráfcsalád tar-
talmazza mindkét előzőt.) A megfelelő CF(G) értékek közül az első mindig a függetlenségi
szám logaritmusával lesz egyenlő, mert a legnagyobb független halmaz mérete pontos mul-
tiplikativitást mutat a konormális szorzás esetén. A második családhoz tartozó érték a
Shannon kapacitás. Egyedül a harmadik család ad új, nemtriviális mennyiséget. Egyebek

9



mellett ezt a mennyiséget vizsgáltuk kaszkád kapacitás néven az Anna Galluccioval, Luisa
Garganoval és Körner Jánossal közös [32] dolgozatban. A G-beli legtöbb csúcsú fesźıtett
teljes sokrészes részgráf csúcsainak számát W (G)-vel jelölve beláttuk, hogy egy alkal-
masan definiált G∗ segédgráf kromatikus számának logaritmusa felső korlátja G kaszkád
kapacitásának. Ez közvetlen következménye az alábbi tételnek, melynek kimondásához
definiáljuk a G∗ gráfot.

A G = (V,E) iránýıtatlan gráf függetlenségi gráfja az a G∗ iránýıtatlan gráf, melynek
csúcsai és élei az alábbi módon adhatók meg:

V (G∗) = {(x,A) : A ⊆ V független halmaz G-ben és x ∈ A},
E(G∗) = {{(x,A), (y, B)} : A = B és x 6= y, vagy ∀a ∈ A, ∀b ∈ B, {a, b} ∈ E}.

5. Tétel. ([32]) Tetszőleges G iránýıtatlan gráfra fennáll a

W (Gt) ≤ [χ(G∗)]t

egyenlőtlenség.

A tétel alkalmazásaként [32]-ben mutattunk olyan gráfosztályokat, amelyekre a W (G)
mennyiség multiplikat́ıvan viselkedik.

A fenti eredményhez iránýıtott gráfok analóg paramétereit vizsgálva jutottunk el. A
konormális szorzás egyszerűen kiterjeszthető iránýıtott gráfokra: az F és G iránýıtott
gráfok F ·G konormális szorzata az a V (F )×V (G) csúcshalmazú iránýıtott gráf, melyben
az (f1, g1) csúcsból pontosan akkor megy (iránýıtott) él (f2, g2)-be, ha (f1, f2) ∈ E(F )
vagy (g1, g2) ∈ E(G) teljesül. Az iránýıtott esetben is Gt jelöli a G gráf önmagával vett
t-szeres konormális szorzatát. Érdemes megjegyezni, hogy Gt-ben két csúcs között futhat
mindkét irányban él olyankor is, ha G-ben ez nem fordul elő.

Iránýıtott gráfok konormális hatványozása seǵıtségével definiálta Gargano, Körner
és Vaccaro [33] a Sperner kapacitás fogalmát, amiről emĺıtettük a bevezetőben, hogy
különböző extremális halmazelméleti problémák közös tárgyalását tette lehetővé. Ha-
sonló motivációk alapján, szintén a [32] dolgozatban, bevezettük az antilánc kapacitás
fogalmát, mely olyan Gt-beli részgráfok maximális csúcsszámának aszimptotikus expo-
nensét méri, melyekben bármely két csúcs vagy összekötetlen, vagy mindkét irányban
összekötött. Jelöléssel: ha M(G, t) a legnagyobb ilyen tulajdonságú részgráf csúcsszáma
Gt-ben, akkor G antilánc kapacitása az

A(G) := lim
t→∞

1

t
logM(G, t)

mennyiség. A teljes sokrészes gráfokhoz mindez annak révén kapcsolódik, hogy A(G)
legtermészetesebb alsó becslését bizonyos speciálisan iránýıtott G-beli teljes sokrészes
gráfok maximális csúcsszámának logaritmusa adja.
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Ha a G alapgráfban tetszőleges két csúcs legfeljebb az egyik irányban lehet összekötve,
akkor az antilánc kapacitásra is felső becslést ad egy segédgráf kromatikus számának
logaritmusa. Ennek a szintén G∗-gal jelölt gráfnak a csúcshalmaza ugyanúgy adható
meg, mint az iránýıtatlan esetben, élhalmaza pedig az alábbi:

E(G∗) = {{(x,A), (y, B)} : A = B és x 6= y, vagy ∀a ∈ A, ∀b ∈ B, (a, b) ∈ E}.

Az iránýıtatlan gráfok függetlenségi gráfjának defińıciójához képest tehát annyi az
eltérés, hogy ha A és B olyan független halmazok, melyekre minden a ∈ A és b ∈ B
között van él (ilyenkor adódik, hogy diszjunktnak kell lenniük), akkor az is lényeges, hogy
az A és B között valamelyik kitüntetett irányba futó valamennyi él jelen van-e. Ha az
iránýıtatlan gráfokat olyan iránýıtott gráfokkal azonośıtjuk, melyekben minden él mindkét
irányban szerepel, akkor az újabb defińıció magában foglalja a korábbit, s ez indokolja az
azonos jelölést.

Az antilánc kapacitást becslő tétel tehát a következő.

6. Tétel. ([32]) Ha a G iránýıtott gráfban bármely két pont között legfeljebb az egyik
irányban van él, akkor

A(G) ≤ logχ(G∗).

Pontosabban, fennáll az
M(G, t) ≤ [χ(G∗)]t−1α(G)

egyenlőtlenség, ahol α(G) a G gráf függetlenségi számát jelöli.

A 6. Tétel és az előbb már kimondott 5. Tétel bizonýıtása sokban hasonĺıt ugyan,
ennek ellenére a 5. Tétel bizonýıtása nem teljesen automatikus a 6. Tétel bizonýıtásának
ismeretében sem. Ennek az az oka, hogy mı́g az iránýıtott probléma esetén a kieléǵıtendő
feltétel csúcspárok között áll fönn, az iránýıtatlan esetben csúcsok hármasait kell vizsgálni
annak megállaṕıtásához, hogy szerepelhetnek-e együtt egy számunkra megfelelő hal-
mazban, vagyis egy teljes sokrészes gráfban.

Sperner kapacitás becslései

Gargano, Körner és Vaccaro [33] a következő módon általánośıtotta a Shannon kapacitás
fogalmát iránýıtott gráfokra. Jelentse ωs(G) a G iránýıtott gráf legnagyobb olyan U ⊆
V (G) csúcshalmazának elemszámát, amire x, y ∈ U -ból (x, y) ∈ E(G) és (y, x) ∈ E(G) is
következik. (Az ilyen U által fesźıtett részgráfot szimmetrikus klikknek nevezzük.)

Defińıció (Gargano, Körner, Vaccaro [33]) A G iránýıtott gráf (logaritmikus) Sperner
kapacitása a

Σ(G) = lim
t→∞

1

t
logωs(G

t)

mennyiség.
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A defińıcióból adódik, hogy ha egy iránýıtatlan gráfot ismét azzal az iránýıtott gráffal
azonośıtunk, mely minden éle helyén annak mindkét lehetséges iránýıtott változatát tar-
talmazza, akkor az ı́gy kapott iránýıtott gráf Sperner kapacitása az eredeti iránýıtatlan
gráf Shannon kapacitásával lesz azonos. Ebből az is azonnal látható, hogy egy iránýıtatlan
G gráf összes lehetséges iránýıtott Ĝ változatára Σ(Ĝ) ≤ C(G) igaz. Felmerül a kérdés,
hogy ha Ĝ csak olyan iránýıtott gráfot jelenthet, ami G minden élének egyik, de csak egyik
iránýıtását tartalmazza, akkor van-e az ı́gy kapható iránýıtott változatok között mindig
olyan, amire Σ(Ĝ) = C(G). Általánosságban a kérdés nyitott, alább néhány speciális
esetéről szólunk.

Nem nehéz belátni, hogy minden iránýıtott G gráfra fennáll Σ(G) ≥ log tr(G), ahol
tr(G) a gráf tranzit́ıv klikkszáma, vagyis a benne lévő legnagyobb olyan klikk mérete,
melynek csúcsai megćımkézhetők különböző egész számokkal úgy, hogy kisebb ćımkéjű
csúcsból nagyobb ćımkéjűbe mindig menjen él4. Ebből könnyen adódik, hogy amennyiben
egy G iránýıtatlan gráfra χ(G) = ω(G) teljesül, akkor egy legnagyobb klikkjét tranzit́ıvan
(többi élét pedig tetszőlegesen) iránýıtva a keletkező Ĝ iránýıtott gráfra fenn fog állni
a Σ(Ĝ) = C(G) egyenlőség. A [32] dolgozat vizsgálatainak egyik mellékterméke az
az észrevétel, hogy C5-nek van olyan iránýıtása, melynek négyzetében megjelenik egy
öt csúcsú tranzit́ıv klikk. Ebből C(C5) = log

√
5 alapján azonnal adódik, hogy C5 is

rendelkezik a fenti tulajdonsággal (noha χ(C5) > ω(C5)). A [70] dolgozatban ezt az
észrevételt általánośıtottuk. Az itt ismertetett, Sali Attilával közös eredmény szerint a
vizsgált tulajdonsággal minden csúcstranzit́ıv önkomplementer gráf rendelkezik. A bi-
zonýıtáshoz az alábbi tételt igazoljuk. (A tétel kimondásában egy halmaz ρ-val jelölt
lineáris rendezése úgy értendő, hogy ρ(k) a halmaz azon elemét jelöli, ami ρ szerint a
k-adik helyre kerül.)

7. Tétel. ([70]) Legyen G = (V,E) önkomplementer gráf a V = {1, 2, . . . , n}
csúcshalmazon és legyen τ : V → V a V elemeinek az önkomplementerséget tanúśıtó per-
mutációja, vagyis olyan egy-egy értelmű leképezés, amire {i, j} akkor és csak akkor nem
éle G-nek, ha {τ−1(i), τ−1(j)} ∈ E. Ekkor létezik V elemeinek olyan σ lineáris rendezése,
amire fennáll, hogy ha {i, j} 6∈ E és σ−1(i) < σ−1(j), akkor σ−1(τ−1(i)) < σ−1(τ−1(j)).

Kevésbé formálisan ez azt jelenti, hogy minden önkomplementer gráf iránýıtható úgy
a komplementérével együtt, hogy iránýıtott gráfként is izomorfak legyenek (ráadásul
egy előre megadott, iránýıtatlan változataik között érvényes izomorfizmus szerint), és
az uniójukként előálló iránýıtott teljes gráf iránýıtása tranzit́ıv legyen. (Ilyen iránýıtást
kapunk, ha a tételbeli lineáris rendezéssel konzisztensen iránýıtjuk a gráf éleit.)

Ebből Lovász [56] egy tételét is felhasználva adódik a következő.

4Röviden azt mondhatnánk, hogy egy klikk tranzit́ıv, ha nincs benne iránýıtott kör, de mivel a
hatványokban oda-vissza élek is megjelenhetnek, biztosabban kerüli el a félreértést a kicsit bonyolultabb
fogalmazás.
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8. Tétel. ([70]) Ha G csúcstranzit́ıv és önkomplementer gráf, akkor az összes iránýıtásán
vett Sperner kapacitások maximuma egyenlő a Shannon kapacitásával.

Calderbank, Frankl, Graham, Li és Shepp [15] bizonýıtották először, hogy
egy iránýıtott gráf Sperner kapacitása lehet ténylegesen kisebb, mint iránýıtatlan
megfelelőjének Shannon kapacitása. Azt mutatták meg, hogy egy ciklikusan iránýıtott
háromszög Sperner kapacitása log 2, mı́g C(C3) = log 3 nyilvánvaló. A bizonýıtás lineáris
algebrai módszert használ. Blokhuis [13] rövidesen másik elegáns lineáris algebrai bi-
zonýıtást közölt ugyanerre az álĺıtásra. Az ő bizonýıtását általánośıtotta valamivel később
Alon [1], aki belátta, hogy

Σ(G) ≤ log(min{∆+(G),∆−(G)} + 1),

ahol ∆+(G) és ∆−(G) a G iránýıtott gráf egy-egy csúcsából kiinduló, illetve oda befutó
élek maximális számát jelöli. Ezt az eredményt sikerült tovább általánośıtani a Körner
Jánossal és Concetta Pilottoval közös [49] dolgozatban. Az eredmény kimondásához
definiálnunk kell az iránýıtott lokális kromatikus szám fogalmát, mely egy Erdős, Füredi,
Hajnal, Komjáth, Rödl és Seress [25] által bevezetett, iránýıtatlan gráfokon definiált fo-
galom általánośıtása. Először ez utóbbit definiáljuk.

Defińıció. ([25]) Egy G iránýıtatlan gráf lokális kromatikus száma a

ψ(G) := min
c: V (G)→N

max
v∈V (G)

|{c(u) : u ∈ ΓG(v)}|

mennyiség, ahol a minimalizálást az összes c jó sźınezésre végezzük, N a természetes
számok halmaza, ΓG(v) pedig a v csúcs “zárt szomszédsága”, vagyis ΓG(v) = {u ∈ V (G) :
{u, v} ∈ E(G) vagy u = v}.

A lokális kromatikus szám tehát az a minimális szám, amire igaz, hogy ennyi sźınnek
minden jó sźınezésben elő kell fordulnia valamely zárt szomszédságban.

Defińıció. A G iránýıtott gráf iránýıtott lokális kromatikus száma a

ψd(G) := min
c: V (G)→N

max
v∈V (G)

|{c(w) : w ∈ Γ+
G(v)}

mennyiség, ahol a minimalizálást az összes c jó sźınezésre végezzük, vagyis olyanokra,
amelyekben összekötött csúcsok sźıne nem lehet azonos, N a természetes számok halmaza,
Γ+

G(v) pedig a v csúcs “zárt kiszomszédsága”, vagyis Γ+
G(v) = {u ∈ V (G) : (v, u) ∈

E(G) vagy u = v}.
Nyilvánvaló, hogy egy iránýıtatlan gráf minden élét két ugyanazon csúcsok között

vezető ellentétes iránýıtású élre cserélve az utóbbi fogalom az előbbit adja vissza.

9. Tétel. ([49])
Σ(G) ≤ logψd(G).

13



A 9. Tétel azonnali következménye például, hogy egy iránýıtott páratlan kör Sperner
kapacitása csak úgy lehet nagyobb a triviális log 2 alsó korlátnál, ha részgráfként tartal-
maz egy “alternáló” iránýıtású páratlan kört, vagyis egy olyat, melyben egy kivételével
minden csúcsnak 0 vagy 2 a kifoka. Bohman és Holzman [14] 2003-ban megjelent, a
bevezetőben már emĺıtett eredménye, hogy minden páratlan kör Shannon kapacitása na-
gyobb a triviális log 2-nél. Ha tehát a Shannon kapacitás értékét C2k+1 valamely iránýıtott
változatának Sperner kapacitása eléri, akkor ez az iránýıtott változat csakis az alternáló
módon iránýıtott lehet. (Öt hosszú páratlan kör esetén szükségképpen ezt az iránýıtást
szolgáltatta a 7. Tétel bizonýıtása.)

A 9. Tételt iránýıtatlan (azaz ezzel egyenértékűen, szimmetrikusan iránýıtott) gráfokra
alkalmazva azt kapjuk, hogy C(G) ≤ logψ(G) igaz. Szemben az iránýıtott esettel, ez itt
nem jelent új korlátot. Jelölje ugyanis χ∗(G) ismét a G gráf frakcionális kromatikus
számát. Jól ismert (ld. Shannon [74], Lovász [56]) és a bevezetőben (logaritmálás nélkül)
láttuk is, hogy C(G) ≤ logχ∗(G), ugyanakkor [49]-ben azt is beláttuk, hogy a lokális
kromatikus számra fennáll a következő.

10. Tétel. ([49])
ψ(G) ≥ χ∗(G).

Gráfok sźınezései

A tézisek ezen csoportjának alapja elsősorban a Tardos Gáborral közös [80] és [81] dol-
gozat, de felhasználjuk a Tardos Gáborral és Sinǐsa Vrećicaval közös [82] dolgozat egyik
tételét, valamint a [79] dolgozatot is.

Lokális sźınezés

A korábbiakban már szereplő lokális kromatikus számnak triviális felső korlátja a kro-
matikus szám. Erdős, Füredi, Hajnal, Komjáth, Rödl és Seress [25] belátták, hogy az
eltérés tetszőlegesen nagy lehet: minden k ≥ 3-hoz megadható olyan G gráf, amire
ψ(G) = 3 és χ(G) ≥ k. Az előző rész végén láttuk, hogy a lokális kromatikus
szám ugyanakkor nem lehet kisebb a gráf frakcionális kromatikus számánál. Ahogy a
bevezetőben már emĺıtettük, ez indokolja, hogy a lokális kromatikus szám viselkedését
olyan gráfokra vizsgáljuk, amelyekre e két korlát, a kromatikus szám és a frakcionális
kromatikus szám, távol esik egymástól.

Ilyen tulajdonságú gráfokra alapvető példák a Kneser gráfok és a Mycielski gráfok (ld.
Scheinerman és Ullman [71] könyvét), valamint ezek különféle variánsai, például az ún.
Schrijver gráfok és általánośıtott Mycielski gráfok. Ha χ(G) távol esik χ∗(G)-től, akkor
a kromatikus számnak nem lehet éles becslése az egyébként triviális |V (G)|/α(G) alsó
korlát (ahol α(G) ismét a G gráf függetlenségi száma), mivel ez a mennyiség a frakcionális
kromatikus számot is alulról becsli. Részben ez a magyarázata, hogy számos ilyen gráf
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kromatikus számának meghatározásához a megszokott kombinatorikus módszerek nem
elegendőek.

A Kneser gráfok kromatikus számát Kneser 1955-ben léırt sejtését bizonýıtva Lovász
[55] határozta meg több, mint két évtizeddel később. A bizonýıtás az algebrai topológia
h́ıres tételét, a Borsuk-Ulam tételt használta, s a topológiai kombinatorika elnevezésű
terület egyik kiindulópontjává vált, (ld. de Longueville [23] jubileumi cikkét, Björner
[12] összefoglalóját és Matoušek [59] már emĺıtett könyvét). Szintén a topologikus
módszerrel igazolta Schrijver [72], hogy a Kneser gráfok róla elnevezett (csúcs-)sźınkritikus
fesźıtett részgráfjainak kromatikus száma megegyezik a megfelelő Kneser gráfok kro-
matikus számával.

Mycielski [64] konstrukciója tetszőleges (legalább egy élet tartalmazó) gráfból olyan
másikat álĺıt elő melynek klikkszáma változatlan, kromatikus száma pedig 1-gyel na-
gyobb az eredeti gráfénál. A kromatikus szám növekedése itt kombinatorikus érveléssel
(is) igazolható. (Mycielski gráfoknak az egyetlen élből kiindulva a konstrukció iterált
alkalmazásával kapható gráfokat szokás h́ıvni.) Az általánośıtott Mycielski konstrukció
ennek a konstrukciónak olyan módośıtása, mely (egy triviális eset kivételével) szintén
változatlanul hagyja a klikkszámot, a kromatikus számot pedig minden olyan esetben
növeli 1-gyel, amikor a gráf eleget tesz egy bizonyos topologikus feltételnek. Ennek a
ténynek szintén topológiai bizonýıtása Stiebitz [83] eredménye (ld. még Gyárfás, Jensen,
Stiebitz [39], Matoušek [59]).

A Tardos Gáborral közös [80] cikkben azt kezdtük vizsgálni, hogy a topológiai módszer
seǵıtségével tudunk-e valamit mondani a fenti t́ıpusú gráfok lokális kromatikus számáról.

A Lovász-Kneser tétel bizonýıtásának mára számos (szintén topológiát használó, vagy
legalábbis azon alapuló) variánsa ismert (ld. pl. Bárány [6], Dolnyikov [24], Greene [38]).
Matoušek és Ziegler [60] cikke, valamint Matoušek [59] könyve Alon, Frankl, Lovász [2] és
Křiž [51] munkái nyomán ún. box komplexusok bevezetésével hoz közös nevezőre sok rokon,
de számos fontos részletben mégis különböző bizonýıtást. E box komplexusok seǵıtségével
topologikus terek rendelhetők gráfokhoz, melyeknek egyes topológiai paraméterei alsó
becslést szolgáltatnak a gráf kromatikus számára. Ennek részletes léırását valamint a
box komplexusok defińıcióját ebben a rövid összefoglalóban terjedelmi okokból mellőzzük,
mindez megtalálható a [80] dolgozatban. Az eredmények kimondásához alkalmazzuk
a szintén e dolgozatban szerepelő konvenciót, miszerint topologikusan t-kromatikusnak
mondunk egy G gráfot, ha egy bizonyos box komplexusának egy bizonyos paramétere
(a B0(G)-vel jelölt komplexus Z2-coindexe) olyan értéket vesz föl, hogy abból χ(G) ≥ t
következik. Megjegyezzük, hogy a t-kromatikus Kneser és Schrijver gráfok toplogikusan
t-kromatikus gráfok. Szintén ilyenek azok az általánośıtott Mycielski konstrukcióval ny-
erhető gráfok, melyeknél az eredeti gráf, amire a konstrukciót alkalmazzuk, topologikusan
(t− 1)-kromatikus.

A Borsuk-Ulam tétel egy Ky Fan-tól származó [29]-beli általánośıtását használva a
következő alsó becslést adjuk a lokális kromatikus számra.
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11. Tétel. ([80]) Ha G topologikusan t-kromatikus gráf, akkor

ψ(G) ≥
⌈

t

2

⌉

+ 1.

Ez a tétel a következő, [80]-ban Cikk-cakk tételnek (angolul “Zig-zag Theorem”-nek)
nevezett, Ky Fan tételéből adódó általánosabb tétel közvetlen következménye, melynek
Kneser gráfokra vonatkozó speciális esetét Ky Fan maga is igazolta [30].

Cikk-cakk tétel. ([80]) Legyen G topologikusan t-kromatikus gráf és c ennek tetszőleges
jó sźınezése tetszőleges számú sźınnel, melyekről feltesszük, hogy lineárisan rendezettek.
Ekkor G tartalmaz egy olyan K⌈ t

2
⌉,⌊ t

2
⌋ teljes páros részgráfot, melynek a c sźınezés szerint

mind a t csúcsa különböző sźınű és ezek a sźınek természetes sorrendjükben felsorolva
felváltva helyezkednek el a teljes páros gráf két oldalán.

A 11. Tétel alsó becslése sok esetben pontos. Ilyen eredményeket megfelelő
paraméterű Schrijver gráfokra, általánośıtott Mycielski gráfokra és ún. Borsuk gráfokra
bizonýıtottunk [80]-ban. Itt példaként a Schrijver gráfok esetét részletezzük, ehhez először
megadjuk pontos defińıciójukat. Használni fogjuk az [n] = {1, . . . , n} jelölést.

Defińıció. (Schrijver [72]) Tetszőleges k és n ≥ 2k pozit́ıv egészekhez az SG(n, k) Schrijver
gráf csúcsainak és éleinek halmaza ı́gy adható meg:

V (SG(n, k)) = {A ⊆ [n] : |A| = k, ∀i {i, i+ 1} * A és {1, n} * A},
E(SG(n, k)) = {{A,B} : A ∩B = ∅}.

Megemĺıtjük, hogy a KG(n, k) Kneser gráf defińıciója ettől annyiban tér el, hogy ott a
csúcshalmaz [n]-nek minden k elemű részhalmazát tartalmazza.

Schrijver [72] tétele szerint χ(SG(n, k)) = n−2k+2 és bármely csúcs elhagyása esetén
a kromatikus szám csökken.

A Schrijver gráfok lokális kromatikus számára vonatkozik a következő eredmény.

12. Tétel. ([80]) Ha t = n− 2k + 2 > 2 páratlan és n ≥ 4t2 − 7t, akkor

ψ(SG(n, k)) =

⌈

t

2

⌉

+ 1.

A tételbeli egyenlőséghez az alsó becslést a 11. Tétel és az a tény szolgáltatja, hogy a
Schrijver gráfok toplogikusan t-kromatikusak a kromatikus számukkal egyenlő t-re. A felső
becslés bizonýıtása kombinatorikus módszerrel történik. Ennek fő ötlete, hogy a gráfot
úgy sźınezzük kromatikus számának megfelelő számú sźınnel, hogy mindazon csúcsok,
amelyek túl sok (az összes felénél több) sźınt látnak, együttesen független szomszédsággal
rendelkezzenek. Ekkor az összes ilyen szomszédság alkotta független halmaz kisźınezhető
egyetlen új sźınnel, és ezzel az egy csúcs által látható sźınek maximális száma körülbelül
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a felére csökken. (Akkor mondjuk, hogy egy csúcs “lát” egy sźınt, ha az szerepel a
szomszédainak sźınei között.)

Bizonyos, az előbbi feltételt teljeśıtő (az új sźın bevezetése előtti) sźınezéseket széles
sźınezéseknek h́ıvunk. Nem minden G gráfnak van széles sźınezése χ(G) sźınnel. A Kneser
gráfoknak például nincs, a Schrijver gráfoknak viszont a fenti tételben elő́ırt paraméterek
esetén van, és ez adja a felső korlátot.

Mivel SG(n, k) fesźıtett részgráfja SG(n + 1, k)-nak, a 12. Tételből az is azonnal
következik, hogy ha t = n− 2k + 2 rögźıtett páros szám és n, k kellően nagy, akkor

ψ(SG(n, k)) ∈
{

t

2
+ 1,

t

2
+ 2

}

.

A Tardos Gáborral és Sinǐsa Vrećicaval közös [82] dolgozatban beláttuk, hogy a felső
korlát a pontos, vagyis a fenti feltételek mellett a

ψ(SG(n, k)) =
t

2
+ 2

egyenlőség teljesül.
A megfelelő paraméterű általánośıtott Mycielski gráfoknak szintén megadható kro-

matikus számuknak megfelelő számú sźınt használó széles sźınezésük, ı́gy rájuk is a fen-
tihez hasonló eredmények kaphatók. Ez azt jelenti, hogy megfelelő gráfból kiindulva és
megfelelő paraméterekkel iterálva az általánośıtott Mycielski konstrukciót, a lokális kro-
matikus szám iterációnként átlagosan 1/2-del nő. Ezzel kapcsolatban megemĺıtjük még,
hogy a hagyományos Mycielski konstrukció viszont ugyanúgy 1-gyel növeli a lokális kro-
matikus számot, mint a kromatikus számot, ez szintén a [80] dolgozat egyik eredménye,
melynek bizonýıtśa kombinatorikus.

Cirkuláris sźınezés

Egy G gráf Vince [85] által bevezetett χc(G) cirkuláris kromatikus száma a következő
módon definiálható.

Valamely p, q pozit́ıv egészekre egy gráf (p, q)-sźınezésén a csúcsok olyan c : V (G) → [p]
sźınezését értjük, amire igaz, hogy ha u és v szomszédos csúcsok, akkor q ≤ |c(u)−c(v)| ≤
p− q. G cirkuláris kromatikus száma a következő mennyiség:

χc(G) = inf

{

p

q
: létezik G−nek (p, q)-sźınezése

}

.

A cirkuláris kromatikus számra mindig fennáll, hogy χ(G) − 1 < χc(G) ≤ χ(G),
ezért szokás a kromatikus szám egyfajta finomı́tásának tekinteni. A cirkuláris kromatikus
számot az utóbbi időben nagyon sokat vizsgálták, ld. pl. Zhu [87] összefoglaló cikkét, mely
idézi az alábbi két sejtést.
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Sejtés. (Johnson, Holroyd, Stahl [42]) A KG(n, k) Kneser gráfra minden n ≥ 2k esetén
fennáll, hogy

χc(KG(n, k)) = χ(KG(n, k)).

Johnson, Holroyd és Stahl [42] belátták a sejtést a k = 2, valamint az n = 2k + 1,
n = 2k + 2 esetekre. Schrijver gráfok cirkuláris kromatikus számát is vizsgálta Lih és
Liu [53] valamint Hajiabolhassan és Zhu [40]. Utóbbi szerzők [40]-ban megmutatták,
hogy minden k-hoz létezik olyan n0(k) küszöb, hogy n ≥ n0(k) esetén χc(SG(n, k)) =
χ(SG(n, k)), amiből az ilyen esetekben χc(KG(n, k)) = χ(KG(n, k)) is következik.

Sejtés. (Chang, Huang, Zhu [16]) A Kn teljes gráfból a Mycielski konstrukció d-szeres
alkalmazásával kapható Md(Kn)-nel jelölt (n + d)-kromatikus gráfra n ≥ d + 2 esetén
fennáll

χc(M
d(Kn)) = χ(Md(Kn)).

Chang, Huang és Zhu [16] a d = 1, 2 esetre belátták a sejtést, valamint megmutatták,
hogy ha χ(G) = d+ 1, akkor a G gráfból a Mycielski konstrukció d-szeres alkalmazásával
kapható Md(G) gráfra χc(M

d(G)) ≤ χ(Md(G)) − 1/2 igaz. Szintén a Mycielski gráfok
cirkuláris kromatikus számát vizsgálta Fan [28] és Hajiabolhassan és Zhu [41]. Az utóbbi
cikkben azt mutatták meg, hogy n ≥ d+ 2 helyett n ≥ (2d + 2)-t ı́rva már igaz a sejtés.

A Cikk-cakk tétel seǵıtségével egyszerűen belátható a következő álĺıtás, amely mindkét
fenti sejtést igazolja azokban az esetekben, amikor a bennük szereplő gráf kromatikus
száma páros. A Kneser és Schrijver gráfokra vonatkozó speciális esetet tőlünk függetlenül
Frédéric Meunier [63] is bebizonýıtotta.

13. Tétel. ([80]) Ha G topologikusan t-kromatikus gráf és t páros, akkor χc(G) ≥ t.

Következmény. (ld. Meunier [63] is) A Johnson-Holroyd-Stahl sejtés igaz minden páros
n-re. Páros n-re az erősebb

χc(SG(n, k)) = χ(SG(n, k))

egyenlőség is fönnáll.

Következmény. Ha n+ d páros, akkor χc(M
d(Kn)) = χ(Md(Kn)).

Megjegyezzük, hogy az előbbi Következmény erősebb formában is kimondható: Kn

helyén számos más gráf (tetszőleges topologikusan n-kromatikus, n sźınnel jól sźınezhető
gráf) is állhat és a Mycielski konstrukció helyett az általánośıtott Mycielski konstrukció
is alkalmazható.

Lam, Lin, Gu és Song [52] megadott egy pontos formulát olyan gráfok cirkuláris kro-
matikus számára, melyek egy teljes gráfból az általánośıtott Mycielski konstrukció egy-
szeri alkalmazásával állnak elő. Eredményüket felhasználva megmutattuk, hogy a fenti,
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a Johnson-Holroyd-Stahl Sejtéssel kapcsolatos Következményben Schrijver gráfok esetén
nem hagyható el a párossági feltétel.

14. Tétel. ([80]) Minden ε > 0 és t ≥ 3 páratlan szám esetén, ha t = n − 2k + 2 és
n ≥ t3/ε, akkor fennáll

1 − ε < χ(SG(n, k)) − χc(SG(n, k)) < 1.

Kneser jellegű gráfok tarka részgráfjai és nyakláncok kettéosztása

A lokális kromatikus számmal kapcsolatos eredményeink megmutatták, hogy egy
topologikusan t-kromatikus gráf sok esetben kisźınezhető úgy t+ 1 sźınnel, hogy benne a
Cikk-cakk tétel által elő́ırt K⌈ t

2
⌉,⌊ t

2
⌋ részgráfok mellett ne forduljon elő más t csúcsú teljes

páros részgráf, aminek minden csúcsa különböző sźınű. (Páratlan t esetén láttuk, hogy
egy ilyen páros gráf mindkét oldalán legfeljebb ⌈ t

2
⌉ csúcs lehet, különben a ψ(G)-re adott

alsó becslés nem volna pontos. A felső becslést adó sźınezést kicsit közelebbről szemügyre
véve adódik, hogy nem lehet mindkét oldalon ennyi csúcs.)

Ha nem használhatunk a kromatikus számnál több sźınt, akkor a helyzet drasztiku-
san megváltozik. Könnyen belátható, hogy tetszőleges t-kromatikus gráf t sźınnel való
sźınezésében lesz (minden sźınosztályban) olyan csúcs, ami az összes sajátjától eltérő sźınt
látja a szomszédságában. A Tardos Gáborral közös [81] dolgozatban megmutattuk, hogy
topologikusan t-kromatikus gráfokra jóval több is igaz.

Az eredmény kimondása előtt megemĺıtjük még Csorba, Lange, Schurr és Waßmer [22]
tételét, ami azt mondja ki, hogy egy a topologikus t-kromatikusságnál valamivel enyhébb
feltételt teljeśıtő gráf részgráfként tartalmaz minden olyan Kℓ,m teljes páros gráfot, amire
ℓ + m = t. Olyan topologikusan t-kromatikus gráfok esetén, melyek kromatikus száma
pontosan t, az alábbi tétel általánośıtja ezt az eredményt.

15. Tétel. ([81]) Legyen G topologikusan t-kromatikus gráf, χ(G) = t és c : V (G) → [t]
G-nek jó sźınezése. Legyen továbbá A,B ⊆ [t] a sźınhalmaznak tetszőleges bipart́ıciója,
vagyis A ∪B = [t] és A ∩B = ∅.

Ekkor van G-nek olyan Kℓ,m teljes páros részgráfja, aminek minden csúcsa különböző
sźınű, ℓ = |A|, m = |B|, és az ℓ méretű oldalon az A-beli, az m méretű oldalon a B-beli
sźınek szerepelnek.

A tétel bizonýıtásához a Borsuk-Ulam tételnek egy Tucker [84] és Bacon [5] nevéhez
köthető általánośıtását használjuk.

A 15. Tétel alkalmazható minden olyan gráfra, melyre a topologikus t-kromatikusságot
definiáló topologikus paraméter éles becslést ad a kromatikus számra. Ilyenek például
a Kneser, a Schrijver, a(z általánośıtott) Mycielski, valamint a Borsuk gráfok. Az itt
bemutatott eredmények révén ez a lista kibőv́ıthető néhány olyan gráffal, melyekről a fenti
eredmények éppen azt mutatták meg, hogy a most felsorolt gráfok valamelyike éltartóan
(azaz homomorf módon) beleképezhető.
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Megemĺıtjük még a Tucker-Bacon tételnek egy másik, a [79] cikkben szereplő alkal-
mazását. Előbbi témáinkhoz ez nem a gráfok sźınezésén, hanem az alkalmazott technika
rokonságán keresztül kapcsolódik.

Tekintsünk egy nyitott, tehát két véggel rendelkező nyakláncot, melyen k különféle
drágakő példányai sorakoznak, mindegyik fajtából páros számú. Az alapprobléma az,
hogy minimálisan hány helyen kell elvágnunk a nyakláncot ahhoz, hogy a keletkező
darabokat két osztályba tudjuk osztani úgy, hogy minden drágakő fajtából ugyanannyi
kerüljön mindkét osztályba. Goldberg és West [37] ismert tétele, hogy k vágás mindig
elegendő, s könnyű belátni, hogy van a köveknek olyan elrendezése, amikor ennyi vágás
kell is. (Ez a helyzet, ha az azonos fajtájú kövek egymás mellett vannak.) Alon és West
[4] új bizonýıtást adott az emĺıtett tételre a Borsuk-Ulam tétel egyszerű és elegáns al-
kalmazásával. Az ő módszerüket, s a Borsuk-Ulam tétel helyett a Tucker-Bacon tételt
használva adódik az alábbi erősebb eredmény.

16. Tétel. ([79]) Legyen adott egy nyitott nyaklánc, melyen k különböző fajtájú drágakő
mindegyikéből páros számú található, az i-edikből 2ai darab (i = 1, . . . , k). Ekkor vagy
létezik a nyakláncnak k-nál kevesebb vágással történő kettéosztása úgy, hogy minden i-re
mindkét osztályba az i-edik drágakőből pontosan ai kerül, vagy ha nem, akkor teljesül vi-
szont a következő. A kövek fajtáinak akárhogyan adjuk meg két diszjunkt A,B ⊆ {1, . . . , k}
részhalmazát, melyre A∪B 6= ∅, létezik a nyakláncnak olyan, legfeljebb k−1 vágást igénylő
kettéosztása, melynél minden i-re igaz, hogy pontosan akkor kerül az i-edik drágakőből az
első osztályba ai-nél több, ha i ∈ A, és pontosan akkor kerül belőle ai-nél több a második
osztályba, ha i ∈ B.
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[51] I. Kř́ıž, Equivariant cohomology and lower bounds for chromatic numbers, Trans.
Amer. Math. Soc., 333 (1992), no. 2, 567–577; I. Kř́ıž, A correction to: ”Equivariant
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