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Bevezetés

Az egyik legfontosabb és legtobbet vizsgalt grafelméleti paraméter a kromatikus szam,
azon szinek minimalis szama, melyekkel a graf csicsai kiszinezhetok gy, hogy szomszédos
csucsok szine kiilonbozé legyen.

A G graf x(G) kromatikus szémdanak egyik legtermészetesebb alsé becslése a graf w(G)
klikkszama, a csiucshalmaz legnagyobb olyan részhalmazanak elemszama, amelyben min-
den csicspar 6ssze van kotve. Ez a becslés sokszor nagyon gyenge, egy haromszogmentes
graf kromatikus szdma is lehet tetszélegesen nagy, ezt bizonyitja pl. Mycielski [64]
konstrukcidja.

Az informacidelmélet un. zérdé-hiba tételekre vezetd vizsgalataiban fontos szerepet
jatszik grafok konormaélisnak nevezett szorzata, illetve hatvanya. E miivelet soran a
klikkszam és a kromatikus szam ellentétesen viselkedik: elobbi szupermultiplikativ, utébbi
szubmultiplikativ erre a szorzasra nézve, melynek definicidja a kovetkezo.

Definicié. Az F és G grdfok konormalis szorzata az az F - G grdf, melyre

V(F-G) = V(F)xV(G)
E(F-G) = {{(f,9),(fd)}:{f, '} € E(F) vagy {g,¢'} € E(G)}.

Gt a G graf onmagdval vett t-szeres konormdlis szorzata, amit G t-edik konormdlis
hatvinydnak hivunk.

A most definidlt hatvanyozasra tugy érdemes gondolni, hogy amennyiben G élei a
csucsok valamiféle megkiilonboztethetoségét jelentik, akkor a konormalis hatvanyozas ezt
a relaciot terjeszti ki a cstuicsok ¢ hosszu sorozataira: két ilyen sorozat pontosan akkor
megkiilonboztetheto, ha legalabb egy koordindtaban az.

Nem nehéz belatni, hogy, mint fent emlitettiik, tetszoleges F' és G grafra fennall az

w(F-G) > wF)w(G) valamint a x(F - G) < x(F)x(G)

egyenlotlenség.
A fentibdl kovetkezik, hogy a

XH(G) = lim /x(GY)
és a
c(G) = tlim vw(GY)
hatarértékek egyardnt léteznek, és rajuk w(G) < ¢(G) < x*(G) < x(G) teljestil.

Az els6ként felirt x*(G) hatarérték jol ismert mennyiség. A kromatikus szdm felirhaté
egy egészértékli programozasi feladat megoldasaként. Ennek valds relaxaciéjat megoldva
jutunk a frakciondlis kromatikus szdm fogalméhoz, mely McEliece és Posner [62] egy
tételébdl adéddan (1d. Berge és Simonovits [11] dolgozatat is) megegyezik a fenti x*(G)
hatéarértékkel.



A klikkszam is felirhato egészértékii programozasi feladat megoldasaként, ennek valds
relaxdacidja a frakcionalis klikkszdm fogalméhoz vezet, amelynek értéke a linearis prog-
ramozas dualitastétele révén mindig azonos a frakciondlis kromatikus szam, tehat x*(G)
értékével. Varhat6 volna mindezek alapjdn, hogy ¢(G) is ezzel a kozos értékkel legyen
egyenlo. Ez azonban nincs igy.

A ¢(G) mennyiség, pontosabban annak logaritmusa, Shannon [74] informéciéelméleti
vizsgalataiban bukkant fel el0szor.

Definicié. (Shannon [74]) Egy G grdf (logaritmikus) Shannon kapacitdsa' a
1
C(G) = lim i log, w(G")

MennYIséq.

A logaritmaléds oka az informacidéelméleti hattér, a fenti mennyiség ugyanis egy zajos
csatorna bitekben mért un. zéré-hiba kapacitasat fejezi ki. Innen adddik az is, hogy a
logaritmus alapja 2. A tovabbiakban is minden logaritmus kettes alapu lesz, ezentil ezt
nem {irjuk ki.

A Shannon kapacitds a modern kombinatorika egyik kilonosen érdekes fogalma.
Vizsgalatat szamos varatlan kapcsolat, valamint némely vele kapcsolatos probléma
meglepd nehézsége egyarant indokolja. Az a talan artatlannak latszo kérdés példaul, hogy
egy haromszogmentes grafra a C'(G) érték lehet-e tetszélegesen nagy, ekvivalens Erddsnek
egy maig megoldatlan probléméajdval, mely azt kérdezi, hogy az R(3 : t) := R(3,3,...,3)
Ramsey szam (az a legkisebb r szam, amire a K, teljes graf éleit ¢ szinnel szinezve biztosan
keletkezik egyszinii hdromszog) gyorsabban né-e, mint barmilyen rogzitett ¢ konstans ¢-
edik hatvénya (1d. Erdés, McEliece és Taylor [27], Alon és Orlitsky [3], valamint Rosenfeld
és Nesetfil [66] cikkeit).

Shannon [74] meghatarozta minden legfeljebb 4 cstcst graf Shannon kapacitasat és az
5 csucsuakét is egy kivétellel. Az 5 hosszusagu Cs kor Shannon kapacitasarol csak tobb
mint hisz évvel kés6bb bizonyitotta be Lovasz [56], hogy a Shannon altal megadott alsé
korldttal, log v/5-tel egyenlé. A Shannon kapacitds probléma nehézségét a fentieken tiil
az is jol mutatja, hogy az 6tnél hosszabb péaratlan kérokre mindmadig ismeretlen a C'(G)
érték, és még azt is csak egy 2003-ban megjelent cikkben igazolta Bohman és Holzman
[14], hogy C(Cok+1) > log2 minden k-ra, azaz minden haromndl hosszabb pératlan kor
Shannon kapacitdsa meghaladja a klikkszaméabdl adodé egyszerli alsé korlatot.

A Shannon kapacitds vizsgdlata altal inspirdlva vezette be Berge [7, 8, 9] a perfekt
grafokat (1d. Berge és Ramirez-Alfonsin [10]).

Definicié. (Berge [8]) Egy G graf perfekt, ha minden G’ feszitett részgrafjara x(G') =
w(G") teljestiil.

A perfekt grafok rendkiviil fontos és sokat vizsgalt grafosztdlyt alkotnak. Ennek

legfébb oka az, hogy kapcsolatot teremtenek olyan latszdlag tavolabbi teriiletek kozott,

1Megjegyezzf1k, hogy szdmos térgyalds a C(G) mennyiséget nevezi a G graf Shannon kapacitdsanak,
ahol G a G graf komplementere. Maga Shannon is ezt a nyelvezetet haszndlja, mi azért nem ezt kovetjiik,
mert az irdnyitott grafok kapacitdsainak targyalasa igy természetesebb lesz.



mint a grafelmélet, a poliéderes kombinatorika és az informacidéelmélet. Szamos ilyen
kapcsolatot részletesen targyal a Ramirez-Alfonsin és Reed &ltal szerkesztett [69] konyv,
valamint Schrijver [73] monumentélis monografidjanak harom perfekt grafokrdl szol6 fe-
jezete. Igen sok érdekes graf perfekt. Ilyenek példaul a paros grafok és élgrafjaik, az
intervallumgrafok, vagy a részben rendezett halmazokhoz rendelhet6 tn. 6sszehasonlitasi
grafok.

A perfekt grafok szamos szép strukturalis tulajdonsaga onmagaban figyelemre mélto.
Kiemelkednek ezek koziil a Berge [7, 8] hires sejtéseib6l mara tétellé valt allitdsok, a
megfogalmazasa utan koriilbelill egy évtizeddel Lovasz [54] dltal bebizonyitott Perfekt
Graf Tétel és a kimondéasa utan negyven évvel igazolt Erds Perfekt Graf Tétel, melyrol
2002-ben jelentette be Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas [17, 18|, hogy be-
bizonyitottak. A Perfekt Graf Tétel szerint egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha a
komplementere az. Az ezt altalanosito Eros Perfekt Graf Tétel azt éllitja, hogy egy graf
pontosan akkor perfekt, ha feszitett részgraftként nem tartalmaz paratlan kort vagy ilyen-
nek komplementerét. Utobbi, a megoldasaig Ercs Perfekt Graf Sejtésként ismert allitas,
a grafelmélet kiemelked6 problémaja volt az elmult évtizedekben.

Kozvetve tehat mindez Shannon [74] zéré-hiba kapacitas vizsgalataibdl eredt.

Cohennel és Kornerrel a [19] cikkben a Shannon kapacitds fogalmat grafcsalddokra
terjesztettiik ki, majd Kornerrel a [50] dolgozatban egy olyan extremadlis halmazelméleti
kérdést vizsgaltunk, ami lefordithaté volt iranyitott grafcsaladok egy kapacitas tipusu
paraméterének vizsgalatara. Ezt dltalanositva Gargano, Koérner és Vaccaro [33] bevezette
az iranyitott grafokra értelmezett Sperner kapacitas fogalmat és ennek grafcsaladokra valo
kiterjesztését. Ezzel megteremtették szamos érdekes extremalis halmazelméleti probléma
kozos targyaldsanak lehet6ségét és [34, 35] cikkeikben bebizonyitottak egy mély tételt,
mely szamos ilyen problémat egyszerre megold. Ezek kozott a legnevezetesebb Rényinek
az un. kvalitativ 2-fliggetlenségre vonatkozé problémaja, mely igy felvetése utan tobb,
mint hisz évvel szintén megoldést nyert. Megjegyezziik, hogy a [19]-beli problémafelvetés
eredetileg infomacidelméleti indittatast volt, a grafcsaladok Shannon kapacitasaként
értelmezett fogalom az Uin. Osszetett csatorna zéro-hiba kapacitasanak felel meg. Nayak és
Rose [65] nemrégiben észrevette, hogy grafcsalddok Sperner kapacitdsara is adhaté ehhez
hasonlé informaciéelméleti interpretacio.

A Sperner kapacitds a Shannon kapacitas formalis altalanositdasanak tekinthet6 a-
mennyiben az iranyitatlan grafokat olyan iranyitott grafoknak tekintjiikk, melyek minden
éliiket mindkét lehetséges iranyitasukkal tartalmazzak. Latva, hogy a Shannon kapacitas
értékét konkrét kis grafokra sem mindig konnytt meghatarozni, nem meglep6, hogy a
helyzet hasonlé a Sperner kapacitas esetében is. (Mar egy ciklikusan irdnyitott haromszog
Sperner kapacitasanak megéllapitasa sem trivialis, 1d. Calderbank, Frankl, Graham, Li,
Shepp [15] és Blokhuis [13] dolgozatait.) Ugyanakkor nem egyszeriien egy megoldatlan
probléma még nehezebbé tételérol van szo, hiszen a Sperner kapacitds meghatarozasa sok-
szor olyan grafokra is érdekes, melyek iranyitatlan verziéjara ismerjitk a Shannon kapacitas
értékét. Kiilonosen érdekes tovabba az iranyitas hatasat figyelni, vagyis 0sszehasonlitani



egy iranyitatlan graf Shannon kapacitdsat iranyitott véltozatai Sperner kapacitasaval.
Utébbi sohasem lehet nagyobb az elébbinél, az egyenloség pontos feltételei nem ismertek.

A Shannon kapacitashoz hasonléan az informéciéelméletbol szarmazoé grafelméleti fo-
galom a grafentrépia. Korner [44] vezette be 1973-ban megjelent cikkében és a frakcionalis
kromatikus szam egyfajta valészinliségi finomitasaként is felfoghaté. A grafentropia tel-
jesit egy szintén Korner [45] altal észrevett szubadditivitasi egyenl6tlenséget (1d. (2)),
mely alkalmassa tette kiilonféle kombinatorikus becslésekre, 1d. pl. Korner [45], New-
man, Ragde, Wigderson [67], Radhakrishnan [68] dolgozatait. Korner és Marton [48] a
grafentropia és a ra vonatkozd alapveto egyenlotlenség kozvetlen altalanositasaval uniform
hipergrafok entrépidjanak segitségével adtak jobb becslést a Korner dltal a [45] dolgozat-
ban Fredman és Komlés [31] nyoméan vizsgalt tn. “perfect hashing” probléméra. A
grafentrépia taldn legnagyobb sikere Kahn és Kim [43] attorést jelentd eredménye, mely-
ben el6szor adtak meg konstans szorzoé erejéig optimalis szamu osszehasonlitast haszndlo,
és ezeket determinisztikusan és polinomidében megvalaszté algoritmust arra a sokat
vizsgdlt rendezési problémara, melyben egy ismert részben rendezést kell minél kevesebb
elempar oOsszehasonlitasaval kiterjeszteni teljes rendezéssé. Ebben mar az a Korner és
Marton [47] altal sejtett és a Csiszar, Korner, Lovasz és Marton tarsszerzokkel irt [21]
cikkben bizonyitott eredmény is szerepet jatszott, mely szoros Osszefiiggést allapitott meg
a grafentropia és a perfekt grafok kozott.

A tézisek elsé csoportja a grafentropiaval kapcsolatos. A [75] és a [77] dolgozatokban
szerepl6 1. és 2. Tétel a perfekt grafok és a grafentrépia kapcesolatdat kimondo [21]-beli
tétel egy-egy kiterjesztését targyalja, a 3. Tétel a 2. Tétel tovabbi altalanositdsa. A [78]
cikken alapul6 4. Tétel a Witsenhausen rata? nevii rokon fogalom grafcsalddos valtozatat
vezeti be és erre mond ki egy informacidelméleti tartalmat tekintve talan meglepé tételt.

A tézisek masodik csoportja grafkapacitasokkal kapcsolatos. A Galluccioval,
Garganoval és Kornerrel kozos [32] cikken alapul6 6. és 5. Tétel irdnyitott grafoknak a
Sperner kapacitashoz hasonléan extremédlis halmazelméleti kérdésekre is lefordithaté ka-
pacitas jellegli paraméterére, illetve ennek egy iranyitatlan gréafokra vonatkozd rokonara
vonatkozik. A [32] cikkben fogalkoztunk a Sperner kapacitdssal is, és megmutattuk,
hogy az 6t hosszi kornek van olyan irdnyitdsa, aminek Sperner kapacitdsa eléri a
C(Cs) = log v/5 értéket. A Salival kézos [70] cikken alapulé 8. Tételben ezt az észrevételt
altalanositjuk tetszéleges csicstranzitiv onkomplementer grafra. A 7. Tétel ez utébbi
bizonyitasanak alapveto segédtétele, mely talan onmagaban is érdekes és megleps. A
Kornerrel és Pilotoval kozos [49] cikkben szerepl6 9. Tételben Alon [1] kordbbi eredményét
altalanosito 1j felso korlatot adunk a Sperner kapacitasra. Ebben fészerepet jatszik az
Erdés, Firedi, Hajnal, Komjath, Rodl és Seress [25] dltal bevezetett lokdlis kromatikus
szam nevi paraméter, illetve annak iranyitott grafokra valé altalanositasa. A 10. Tételben
azt is kimondjuk, hogy a lokélis kromatikus szadm sohasem kisebb a frakciondlis kromatikus

2Az angol rate sz6t az informAaciéelméletben gyakran sebességnek forditjak, ha annak maximalizdlasa
a cél. Itt azonban minimalizalni szeretnénk, ezért valasztottuk inkdbb az idegenebbiil hangzd, de taldn
kevésbé félrevezeto szot.



szamnal. Ez utobbi eredmény a tézisek harmadik csoportjahoz vezetd vizsgalatok kiin-
dulépontja. A lokalis kromatikus szamrdél nyilvanvald, hogy a kromatikus szamnél so-
hasem nagyobb, igy az elobbi eredmény szerint mindig a frakcionalis kromatikus szdm és
a kromatikus szam kozé esik. Ez motivalja, hogy olyan grafokra probaljuk meghatarozni
az értékét, amire ez utébbi két paraméter tavol esik egymastol.

Viszonylag kevés olyan grafcsalad ismert, amelynél e két paraméter messze van
egymastél, és az ilyenekbe tartozd grafoknal gyakran maganak a kromatikus szamnak
a meghatarozasa is nehézségekbe titkozik. E nehézséget sok esetben azzal a varatlan,
Lovész [55] Kneser gréfokkal kapcsolatos uttéré munkajabdl szarmazé technikaval lehet
legy6zni, amely megfeleld elokésziiletek utdn az algebrai topoldgia hires tételét, a Borsuk-
Ulam tételt hivja segitségill. A Tardos Gaborral kozos [80] cikkekbdl szarmazé 11.—
14. Tételekben latni fogjuk, hogy ez a technika, az tn. topologikus mddszer, a lokalis
kromatikus szam, sot egy masik szinezési paraméter, a cirkularis kromatikus szam
vizsgalatara is alkalmas. A lokélis kromatikus széamra sok esetben éles alsé becslést
adunk, az élességet kombinatorikus tton lattuk be. A cirkularis kromatikus szamra kapott
eredményiink részlegesen (péaros kromatikus grafok esetén) igazolja Johnson, Holroyd és
Stahl [42], valamint Chang, Huang és Zhu [16] egy-egy sejtését. Az elébbi sejtéssel kapc-
solatos eredményt t6liink fliggetleniil Meunier [63] is elérte. A szintén Tardos Gaborral
k6zos [81] cikken alapul6 15. Tételben szintén a topologikus médszert hasznalva a 11.—
14. Tételekben is vizsgalt G grafok optimalis (x(G) szint hasznald) szinezéseirdl latjuk
be, hogy benniik minden elépzelheté x(G) cstcsu teljesen tarka teljes paros graf meg-
jelenik részgrafként. Ez egyfajta ellenpontja a lokalis kromatikus szamra bizonyitott
eredményeinknek, melyek interpretalhatok tigy, hogy ha a kromatikus szamnél csak eggyel
tobb szint is hasznalhatunk, akkor ezen tarka teljes paros grafok koziil egy kivételével
mindegyik elkeriilhetd. E tétel bizonyitasanak {6 eszkoze a Borsuk-Ulam tétel egy Tuck-
ertél [84] és Bacontdl [5] szarmazé altalanositasa, melynek a 16. Tételben egy tovabbi
kovetkezményét is bemutatjuk.

A topologikus mddszer, ezen beliil is a Borsuk-Ulam tételt hasznalé technika je-
lent6ségét nehéz tulbecsiilni, itt most csak Matousek [59] remek konyvére hivatkozunk,
tovabbi elozményeket pedig a 11.—-14. Tételek bovebb bemutatasakor targyalunk.

Grafok entropiai
A tézisek ezen csoportjanak alapja a [75] és a [78] cikk, valamint a [77] dolgozat egy része.

Grafentropia

A grafentrépia nevii informaciéelméleti fiiggvényt Korner [44] definidlta. A kiindul6pont
egy informéacidelméleti probléma volt, ez vezetett a kovetkezé mennyiség bevezetéséhez,



melyet Korner a G graf P eloszlashoz tartozo entrépiajanak nevezett el:

1
Ha(G,P)—hm log min x(G'U)),

t—oo { PHU)>1—¢

ahol G'[U] a G graf fentebb bevezetett t-edik konormdlis hatvényénak az U C
[V(G)]" csticshalmazon feszitett részgrafja, ¢ € (0,1), P pedig egy V(G)-n adott
val6szintiségeloszlés, mely P'(x) = [[_; P(v;) médon adja az * = ..., sorozat
val6szintiségét és PH(U) = >y P'(x). Korner [44] megadott H (G, P)-re egy mésik for-
mulat is, a ketto egyenloségének bizonyitasaval beldatta, hogy a fenti hatarérték létezik és
fiiggetlen e-tél. Ennek a masodik formuldnak a tovabbi alakitdsa a [21] cikkben elvezetett
ahhoz a harmadikhoz, amit az aldbbi definiciéban megadunk. Egy F' (hiper)grafban
fliggetlen halmaznak nevezziik a csicsok minden olyan részhalmazat, amely nem tartal-
maz élet, a VP(F) csicspakoldsi politép pedig a fiiggetlen halmazok karakterisztikus
vektorainak konvex burka.

Definicié. Legyen F' (hiper)grif a V(F) = {1,...,n} csicshalmazon, P = (pi, ..., pn)
pedig valésziniségeloszlas V(F)-en.  Ekkor az F (hiper)graf P eloszlasra vonatkozd
entropidja a

H(F,P)= min Zpllog— (1)

acVP(F)
mennyiség.

Korner [45] a nyolcvanas években észrevette, hogy a grafentrépia teljesiti a kévetkezo
szubadditivitasi tulajdonsagot. Ha F' és G két graf ugyanazon a V' csticshalmazon, P
tetszbleges V-n vett eloszlds, F'U G pediga V(FUG) = V,E(FUG) = E(F)U E(G)
moédon megadhatd graf, akkor

H(FUG,P) < H(F,P)+ H(G, P). 2)

Ez az egyenlStlenség lényegében az egyszeriien belathaté x(F U G) < x(F)x(G)
osszefliggés kovetkezménye. A bevezetében mar emlitettiik, hogy a fenti egyenlGtlenségre
alapozva nemtrividlis becslések nyerhetok egyes kombinatorikai problémékban, ilyen al-
kalmazdsok taldlhaték példaul Korner [45], Newman, Ragde és Wigderson [67], vagy Rad-
hakrishnan [68] cikkeiben. Mindez felvetette a szubadditivitéasi egyenlStlenség élességének
kérdését, melynek mar informécidelméleti megfontolasok szerint is kitiintetett specialis
esete volt az, amikor a két graf egymdas komplementere (ld. Korner és Longo [46]).
Korner és Marton [47] sejtette, a [21] cikkben pedig bizonyitast nyert, hogy a H(G, P) +
H(G,P) = H(Ky,P) = H(P) egyenl8ség pontosan akkor 4ll fenn minden P eloszlds
esetén, ha G perfekt graf. Itt H(P) a P eloszlds entrépidja, ami megegyezik a |V (G)|
csucsu teljes graf P-hez tartozé entropiajaval.
Ennek az eredménynek adja két kiilonbozo kiterjesztését a 1. és a 2. Tétel.



A [75] dolgozat tartalmazza azon 3-uniform hipergrafok karakterizalasat, amelyek a
fentivel analég azonossdgot teljesitenek. Az idézett cikkben a probléma az altalanos k-
uniform esetre is meg van oldva, de k > 3-ra az deriil ki, hogy a kivant egyenldség csak a
trividlis esetekben teljestil.

Hipergrafok entrépidjat Korner és  Marton [48] definidltdk a gréfentrépia
altaldnositasaként (1d. a fenti definiciét), a szubadditivitasi egyenl6tlenség itt is érvényben
marad és a kordbbiakhoz hasonléan alkalmazhatd, 1d. [48]. Ha F' k-uniform hipergraf a V'
csticshalmazon, akkor F-nek F komplementerén azt a V-n megadhaté hipergrafot értjiik,
melynek élei az F-nek F(F) élhalmazdban nem szereplé V-beli k-asok.

Egy 3-uniform F hipergrafot nevezziink levélmintinak, ha reprezentalhaté a
kovetkezoképpen. Legyen T fa, melyben a legalabb 2 foku csiicsok mindegyike meg van
jelolve O-val vagy 1-gyel. Az igy megjelolt T' fahoz tartozé levélminta az a 3-uniform
hipergraf, melynek cstcsai T levelei (1 foku csiicsai), élei pedig azon {z,y, z} harmasok,
melyekre a fabeli xzy, yz és xz utak egyetlen kozos pontja 1-gyel van megjelolve. Az n
csucesu teljes 3-uniform hipergrafot jelolje K.

1. Tétel. ([75]) Az F 3-uniform hipergrdafra akkor és csak akkor teljesil minden P eloszlds

mellett a )
H(F,P)+ H(F,P)=H(K{), P),

egyenldség, ha F' levélminta.

A tétel kiterjesztheto arra az esetre is, amikor K |(‘?})|—at ketténél tobb hipergraf unidjara
bontjuk.

A [77] dolgozatban egyebek mellett a grafentrépia és az tn. imperfektségi hanyados
kapcsolatat is targyaljuk® Az imperfektségi hanyados fogalmat Gerke és McDiarmid
vezették be [36] dolgozatukban. Frekvenciakiosztasi problémakat vizsgalva minden G
grathoz hozzéarendeltek egy imp(G) > 1 mennyiséget, mely pontosan akkor egyenld 1-
gvel, ha G perfekt. Az 1j fogalom tovabbi szép tulajdonsdga, hogy imp(G) = imp(G)
teljesiil minden G gréafra. A grafentropia és az imperfektségi hanyados kozott a kovetkezo
osszefiiggést sikeriilt igazolni.

2. Tétel. ([77]) Tetszéleges G grafra teljesiil, hogy

log imp(G) = m}E)lX{H(G, P)+ H(G,P)— H(P)}.

A tétel tehat azt mutatja, hogy a Gerke és McDiarmid altal definidlt, imperfektséget
méré mennyiség és a [21]-beli eredménybdl adédd imperfektségi mérészam lényegében
ugyanaz.

3Ennek az osszefoglalé dolgozatnak a megirdsara nagyrészt az alabb targyalt eredmény révén keriilt
sor, részben emiatt kért fel a [69] konyv egyik szerkesztdje, Bruce Reed, kordbbi [76] Gsszefoglalé cikkem
ezt is tartalmazo6 adtdolgozasara.



A grafentrépia definicidjanak aldbbi altaldnositasa szintén [21]-bdl vald.

Egy A C R ; halmazt konver saroknak nevezink, ha zart, konvex, belseje nemiires,
és teljesiil ra, hogy amennyiben a € A és 0 < a; < a; minden i-re, akkor a’' € A.

A gréafentrépia altalanositasaként értelmezheté egy konvex sarok entrépidja is az alabbi
formulaval:

- 1
H4(P) := mi ; log —.
A(P) gg;pz o8 o

McDiarmid [61] bevezeti két konvex sarok, A, B C R’} ; dilatdcids hanyadosit az aldbbi
modon:

dil(A, B) := min{t : B C tA}.

Gerke és McDiarmid egyik eredménye szerint ez a fogalom altalanositdsa az im-
perfektségi hanyadosnak, utébbi ugyanis kifejezheto két, a szébanforgd grathoz rendelt
specialis konvex sarok dilataciés hanyadosaként.

Az 2. Tételhez hasonldéan bizonyithaté annak kévetkezo altalanositésa is.

3. Tétel. ([77])
log dil(A, B) = m]z}x{HA(P) — Hp(P)}.

Witsenhausen rata

A grafentrépia eredeti definici6jdban masik (az in. normadlis) grafhatvanyozast alka-
Imazva valamivel kisebb értékii mennyiséghez jutunk, melyet Korner és Longo [46] vezetett
be szintén informaciéelméleti megfontoldsbdl. Ez a fliggvény tekinthetd gy, mint a (csak
valamivel kés6bb bevezetett) Witsenhausen rataként ismert mennyiség valészintiségi fi-
nomitdsa. A Witsenhausen [86] dolgozataban definidlt Witsenhausen réta azt fejezi
ki, hogy 0 hibavaldszintiségli dekddolast elvarva atlagosan mekkora hanyadara lehet
Osszetomoriteni egy lizenetet, ha a vevO rendelkezik valamilyen, az adé altal nem is-
mert, de az tlizenet tartalmaval korrelalé mellékinformacioval. A Shannon kapacitas
esetéhez hasonldan itt is egy gréffal jellemezhetd az informaciéelméleti szitudcié (a csicsok
a lehetséges lizenetek, és kettd Ossze van kotve éllel, ha van olyan mellékinformacio,
mely nem kiilénbozteti meg 6ket, tehat a hozzajuk tartozd tizeneteknek kiilonboznitik
kell). Jelolje GM a G graf mar emlitett normdlis hatvanydt, mely legegyszeriibben a

G = (G)! egyenléséggel definidlhatd, ahol mindkét feliilvonds komplementdldst jelent.
(Két kiilonbozd csticsot alkotd sorozat pontosan akkor van Osszekotve, ha minden olyan
koordinataban, ahol nem egyenl6k, G-nek élét alkotjdk.)

Definicié. (Witsenhausen [86]) A G grdf Witsenhausen rdta nevi paramétere az

R(G) = lim % log x(G"")

mindig létezo hatdrérték.



A [78] dolgozatban azt vizsgdltuk, hogy ha egyetlen adé sok kiilonb6z6é vevének
kildi ugyanazt az iizenetet, s ezen adok mind mas-mas mellékinformaciéval rendelkeznek,
akkor minden egyes vevonél 0 hibaval6szintiségli dekddolast elvarva, atlagosan mekkora
hanyadara tomorithet6 Ossze az lizenet. A meglepd valasz az, hogy ugyanakkorara, mint
amekkorara akkor lenne, ha csak azzal az egy vevivel kellene kommunikalnia az adénak,
amelyik a leggyengébb tomoritést teszi lehetévé. Formalisan, ha k vevd van és G, irja le az
i-edik vevével valé kommunikaciéhoz tartozé grafot (i =1,...,k), G ={G1,...,Gi} és a
keresett mennyiséget R(G) jeldli (meggondolhatd, hogy R(G) = limy—« 1 log(x(U;G1Y))),
akkor a kovetkez6 igaz.

4. Tétel. ([78))

R(G) = IGI}L_%R(GZ-).

A bizonyitds Gargano, Korner és Vaccaro [35] mély tételén alapul, mely grafok ka-
pacitasainak valészintiségi finomitasara mond ki er6s eredményt. A Witsenhausen ratara
ez azért alkalmazhatd, mert a Witsenhausen rata mar emlitett valdszintiségi finomitésa
és a Shannon kapacitds Csiszar és Korner [20] altal bevezetett val6szintiségi finomitésa
kozott egy Marton [58] altal igazolt szoros Gszefiiggés 4ll fonn.

Grafok kapacitasai

A tézisek ezen csoportjanak alapja a Gallucioval, Garganoval és Kornerrel kozos [32], a
Salival kozos [70], valamint a Kornerrel és Pilottoval kozos [49] dolgozat.

Variaciok kapacitasfogalmakra

Legyen F tetszoleges, a konormadlis szorzasra zart grafcsalad. A G grafban feszitett
részgrafként megjelend legnagyobb (legtobb csticstt) F-beli graf cstcsainak szamat cx(G)-
vel jelolve cz(G') > [cr(G)]' nyilvanvaléan teljestil. Ilyenkor létezik a Cx(G) :=
limt_,oo%log cr(G") hatdrérték, ami F-nek a teljes grafok csalddjat vdlasztva éppen a
Shannon kapacitds. Ha az F grafcsaladra még azt a tovabbi természetes feltételt is
szabjuk, hogy a feszitett részgraf képzésre is zart legyen, akkor egy egyszerii észrevétel
mutatja, hogy F megvalasztasara mindossze néhany lehetdséglink marad. Trividlis es-
eteket leszamitva F nem lehet mds, mint az Gsszes iires (vagyis éleket nem tartalmazo),
az Osszes teljes, vagy az Osszes teljes sokrészes graf csalddja. (Utébbiba azon grafok tar-
toznak, melyek csiicshalmaza particionalhaté néhany élet nem tartalmazd osztalyra gy,
hogy barmely két kiilonbo6zo osztalyba esé cstics Gssze legyen kotve. Ez a grafcsalad tar-
talmazza mindkét eléz6t.) A megfelels C'r(G) értékek koziil az els6é mindig a fliggetlenségi
szam logaritmusaval lesz egyenld, mert a legnagyobb fliggetlen halmaz mérete pontos mul-
tiplikativitast mutat a konormalis szorzas esetén. A masodik csaladhoz tartozd érték a
Shannon kapacitas. Egyediil a harmadik csalad ad 1j, nemtrivialis mennyiséget. Egyebek



mellett ezt a mennyiséget vizsgaltuk kaszkdad kapacitds néven az Anna Galluccioval, Luisa
Garganoval és Korner Jénossal kozos [32] dolgozatban. A G-beli legtobb csticst feszitett
teljes sokrészes részgraf csucsainak szaméat W (G)-vel jelolve belattuk, hogy egy alkal-
masan definialt G* segédgraf kromatikus szamanak logaritmusa felso korlatja G kaszkad
kapacitasanak. Ez kozvetlen kovetkezménye az aldbbi tételnek, melynek kimondasahoz
definidljuk a G* grafot.

A G = (V, E) iranyitatlan graf fiiggetlenségi grdfja az a G* irdnyitatlan graf, melynek
csucsai és élei az alabbi médon adhaték meg:

V(G*) = {(z,A): ACYV fuggetlen halmaz G-ben és x € A},
E(G") = {{(z,A),(y,B)}: A= Bésx #y, vagy Va € A,Vb € B,{a,b} € E}.

5. Tétel. ([32]) Tetszdleges G irdnyitatlan grafra fenndll a
W(G") < x(GM)]f
egyenldtlenség.

A tétel alkalmazdsaként [32]-ben mutattunk olyan grafosztalyokat, amelyekre a W(G)
mennyiség multiplikativan viselkedik.

A fenti eredményhez iranyitott grafok analég paramétereit vizsgalva jutottunk el. A
konormalis szorzas egyszeriien kiterjesztheto iranyitott grafokra: az F és G iranyitott
grafok F'-G konormélis szorzata az a V (F') x V(G) csticshalmazi irdnyitott graf, melyben
az (f1,g1) cstiesbdl pontosan akkor megy (irdnyitott) él (fs, g2)-be, ha (f1, f2) € E(F)
vagy (g1,92) € E(G) teljesiil. Az irdnyitott esetben is G* jeloli a G graf onmagédval vett
t-szeres konormalis szorzatét. Erdemes megjegyezni, hogy G'-ben két cstics kozott futhat
mindkét iranyban él olyankor is, ha G-ben ez nem fordul el6.

[ranyitott grafok konormalis hatvanyozasa segitségével definidlta Gargano, Korner
és Vaccaro [33] a Sperner kapacitds fogalmét, amirdl emlitettiik a bevezetOben, hogy
kiillonboz6 extremalis halmazelméleti problémék kozos targyalasat tette lehetévé. Ha-
sonlé motivéacidk alapjdn, szintén a [32] dolgozatban, bevezettiik az antilanc kapacitds
fogalmét, mely olyan G®-beli részgrdfok maximélis csticsszamdnak aszimptotikus expo-
nensét méri, melyekben barmely két cstics vagy 0Osszekotetlen, vagy mindkét iranyban
Osszekotott. Jeloléssel: ha M(G,t) a legnagyobb ilyen tulajdonsdgu részgraf csticsszama
G'-ben, akkor G antildnc kapacitdsa az

1
A(G) := Jim —log M(G, 1)

mennyiség. A teljes sokrészes grafokhoz mindez annak révén kapcsolddik, hogy A(G)
legtermészetesebb alsd becslését bizonyos specidlisan iranyitott G-beli teljes sokrészes
grafok maximélis csucsszaméanak logaritmusa adja.
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Ha a G alapgrafban tetszéleges két cstics legfeljebb az egyik iranyban lehet 6sszekotve,
akkor az antilanc kapacitasra is felsé becslést ad egy segédgraf kromatikus szamanak
logaritmusa. Ennek a szintén G*-gal jelolt grafnak a csicshalmaza ugyantgy adhaté
meg, mint az iranyitatlan esetben, élhalmaza pedig az alabbi:

EG") ={{(z,A),(y,B)} : A= B ésx #y, vagy Va € A,Vb € B, (a,b) € E}.

Az irdnyitatlan grafok fliggetlenségi grafjanak definiciéjahoz képest tehat annyi az
eltérés, hogy ha A és B olyan fliggetlen halmazok, melyekre minden a € A és b € B
kozott van él (ilyenkor ad6dik, hogy diszjunktnak kell lenniiik), akkor az is 1ényeges, hogy
az A és B kozott valamelyik kitiintetett iranyba futé valamennyi él jelen van-e. Ha az
irdnyitatlan grafokat olyan irdanyitott grafokkal azonositjuk, melyekben minden él mindkét
iranyban szerepel, akkor az ijabb definicié magéaban foglalja a korabbit, s ez indokolja az
azonos jelolést.

Az antilanc kapacitast becsl6 tétel tehat a kovetkezo.

6. Tétel. ([32]) Ha a G irdnyitott grafban bdrmely két pont kozétt legfeljebb az egyik
iranyban van él, akkor
A(G) < log x(G™).

Pontosabban, fenndll az

M(G.t) < [X(G)]" (@)
egyenldtlenség, ahol a(G) a G grdf figgetlenségi szamat jelili.

A 6. Tétel és az elébb mar kimondott 5. Tétel bizonyitdsa sokban hasonlit ugyan,
ennek ellenére a 5. Tétel bizonyitasa nem teljesen automatikus a 6. Tétel bizonyitasanak
ismeretében sem. Ennek az az oka, hogy mig az iranyitott probléma esetén a kielégitendo
feltétel csticsparok kozott all fonn, az irdanyitatlan esetben cstcsok harmasait kell vizsgalni
annak megallapitasahoz, hogy szerepelhetnek-e egyiitt egy szamunkra megfelel6 hal-
mazban, vagyis egy teljes sokrészes grafban.

Sperner kapacitas becslései

Gargano, Korner és Vaccaro [33] a kovetkezé mddon altalanositotta a Shannon kapacités
fogalmét irdnyitott grafokra. Jelentse wy(G) a G irdnyitott graf legnagyobb olyan U C
V(G) cstucshalmazédnak elemszamét, amire z,y € U-bdl (z,y) € E(G) és (y,z) € E(G) is
kovetkezik. (Az ilyen U altal feszitett részgrafot szimmetrikus klikknek nevezziik.)
Definicié (Gargano, Korner, Vaccaro [33]) A G irdnyitott grdf (logaritmikus) Sperner
kapacitasa a

2(6) = Jim § logw.(G)

mennyiség.
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A definiciébdl adédik, hogy ha egy iranyitatlan grafot ismét azzal az iranyitott graffal
azonositunk, mely minden éle helyén annak mindkét lehetséges iranyitott valtozatat tar-
talmazza, akkor az igy kapott irdnyitott graf Sperner kapacitasa az eredeti iranyitatlan
graf Shannon kapacitasaval lesz azonos. Ebbdl az is azonnal lathatd, hogy egy irdanyitatlan
G graf Gsszes lehetséges irdnyitott G véltozatara (G) < C(G) igaz. Felmeriil a kérdés,
hogy ha G csak olyan iranyitott grafot jelenthet, ami G minden élének egyik, de csak egyik
irdnyitasat tartalmazza, akkor van-e az igy kaphato iranyitott valtozatok kozott mindig
olyan, amire X(G) = C(G). Altalanossighan a kérdés nyitott, alabb néhdny specilis
esetérol szolunk.

Nem nehéz beldtni, hogy minden irdnyitott G gréafra fennall ¥(G) > logtr(G), ahol
tr(G) a graf tranzitiv klikkszdma, vagyis a benne 1év6 legnagyobb olyan klikk mérete,
melynek csiicsai megcimkézhetok kiillonbozo egész szamokkal gy, hogy kisebb cimkéjii
csticsbdl nagyobb cimkéjiibe mindig menjen é1*. Ebb6l kénnyen adédik, hogy amennyiben
egy G iranyitatlan grafra xy(G) = w(G) teljesiil, akkor egy legnagyobb klikkjét tranzitivan
(tobbi élét pedig tetszOlegesen) irdnyitva a keletkezo G irdnyitott grafra fenn fog 4llni
a Z(G) = C(G) egyenléség. A [32] dolgozat vizsgalatainak egyik mellékterméke az
az észrevétel, hogy Cs-nek van olyan iranyitasa, melynek négyzetében megjelenik egy
ot csticsu tranzitiv klikk. Ebbél C(Cs) = log+/5 alapjan azonnal adddik, hogy Cs is
rendelkezik a fenti tulajdonsdggal (noha x(Cs) > w(C5)). A [70] dolgozatban ezt az
észrevételt altalanositottuk. Az itt ismertetett, Sali Attilaval kozos eredmény szerint a
vizsgalt tulajdonsaggal minden csucstranzitiv onkomplementer graf rendelkezik. A bi-
zonyitashoz az aldbbi tételt igazoljuk. (A tétel kimonddsdban egy halmaz p-val jeldlt

linedris rendezése tigy értendd, hogy p(k) a halmaz azon elemét jeloli, ami p szerint a
k-adik helyre keriil.)

7. Tétel. ([70]) Legyen G = (V,E) dnkomplementer graf a V. = {1,2,...,n}
csucshalmazon és legyen 7 : V. — V a 'V elemeinek az onkomplementerséget tanisito per-
mutdcidja, vagyis olyan egy-eqy értelmd leképezés, amire {i,7} akkor és csak akkor nem
éle G-nek, ha {t7(i),77(j)} € E. Ekkor létezik V elemeinek olyan o linedris rendezése,
amire fenndll, hogy ha {i,j} & E és 071(i) < 071(j), akkor o= (771(i)) < o1 (771(4)).

Kevésbé formalisan ez azt jelenti, hogy minden énkomplementer graf iranyithato ugy
a komplementérével egyiitt, hogy irdnyitott grafként is izomorfak legyenek (rdadasul
egy elére megadott, irdnyitatlan valtozataik kozott érvényes izomorfizmus szerint), és
az uniéjukként el6allé iranyitott teljes graf irdnyitdsa tranzitiv legyen. (Ilyen irdnyitdst
kapunk, ha a tételbeli linedris rendezéssel konzisztensen irdnyitjuk a graf éleit.)

Ebbdl Lovéasz [56] egy tételét is felhasznédlva addédik a kdvetkezd.

4R6viden azt mondhatnank, hogy egy klikk tranzitiv, ha nincs benne irdnyitott kor, de mivel a
hatvanyokban oda-vissza élek is megjelenhetnek, biztosabban keriili el a félreértést a kicsit bonyolultabb
fogalmazds.
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8. Tétel. ([70]) Ha G csicstranzitiv és onkomplementer grdf, akkor az dsszes irdnyitdsdn
vett Sperner kapacitisok mazximuma egyenld a Shannon kapacitisdval.

Calderbank, Frankl, Graham, Li és Shepp [15] bizonyitottdk eldszor, hogy
egy iranyitott graf Sperner kapacitdasa lehet ténylegesen kisebb, mint iranyitatlan
megfelel6jének Shannon kapacitdsa. Azt mutattdk meg, hogy egy ciklikusan irdnyitott
héromszog Sperner kapacitdsa log 2, mig C(C3) = log 3 nyilvanvalé. A bizonyitas linedris
algebrai mddszert hasznél. Blokhuis [13] rovidesen maésik elegdns linearis algebrai bi-
zonyitast kozolt ugyanerre az allitasra. Az 6 bizonyitasat altalanositotta valamivel késébb
Alon [1], aki belatta, hogy

%(G) < log(min{A,(G), A_(G)} + 1),

ahol A, (G) és A_(G) a G irdnyitott graf egy-egy cstucsabdl kiinduld, illetve oda befutd
élek maximalis szamat jeloli. Ezt az eredményt sikeriilt tovabb altaldnositani a Korner
Janossal és Concetta Pilottoval kozos [49] dolgozatban. Az eredmény kimondasahoz
definidlnunk kell az iranyitott lokalis kromatikus szam fogalmat, mely egy Erdos, Fiiredi,
Hajnal, Komjath, Rodl és Seress [25] altal bevezetett, iranyitatlan grafokon definialt fo-
galom altalanositasa. El6szor ez utébbit definidljuk.

Definicié. ([25]) Egy G irdnyitatlan grdaf lokalis kromatikus szama a

G):= min max |{c(u):u e lg(v
0(@)i= _min max [{c(u) iu € Ca(0)}
mennyiséq, ahol a minimalizdldast az osszes ¢ jo szinezésre végezzik, N a természetes
szamok halmaza, T(v) pedig a v csics “zdrt szomszédsdga”, vagyis Tg(v) = {u € V(G) :
{u,v} € E(G) vagy u =v}.

A lokélis kromatikus szam tehat az a minimadlis szam, amire igaz, hogy ennyi szinnek
minden jé szinezésben el6 kell fordulnia valamely zart szomszédsdgban.

Definicié. A G iranyitott graf irdnyitott lokdlis kromatikus szama a

G):= min max [{c(w):weTkL(v
valG)i= _min max [{e(w) s w € T50)

mennyiséq, ahol a minimalizdldst az 6sszes ¢ jo szinezésre végezziik, vagyis olyanokra,
amelyekben 6sszekotott csiucsok szine nem lehet azonos, N a természetes szamok halmaza,
IL(v) pedig a v csics “zdrt kiszomszédsdga”, vagyis TE(v) = {u € V(G) : (v,u) €
E(G) vagy u = v}.

Nyilvanvalo, hogy egy iranyitatlan graf minden élét két ugyanazon csicsok kozott
vezetO ellentétes iranyitasu élre cserélve az utébbi fogalom az elébbit adja vissza.

9. Tétel. (|49
e ¥(G) < loga(G).
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A 9. Tétel azonnali kovetkezménye példaul, hogy egy irdnyitott paratlan kor Sperner
kapacitasa csak gy lehet nagyobb a trivialis log 2 alsé korlatnal, ha részgrafként tartal-
maz egy “alterndld” iranyitasu paratlan kort, vagyis egy olyat, melyben egy kivételével
minden csticsnak 0 vagy 2 a kifoka. Bohman és Holzman [14] 2003-ban megjelent, a
bevezetében mar emlitett eredménye, hogy minden paratlan kor Shannon kapacitasa na-
gyobb a trividlis log 2-nél. Ha tehédt a Shannon kapacitas értékét Coryq valamely irdanyitott
valtozatanak Sperner kapacitasa eléri, akkor ez az irdnyitott valtozat csakis az alternald
modon irdnyitott lehet. (Ot hosszu paratlan kor esetén sziikségképpen ezt az iranyitast
szolgaltatta a 7. Tétel bizonyitasa.)

A 9. Tételt iranyitatlan (azaz ezzel egyenértékiien, szimmetrikusan iranyitott) grafokra
alkalmazva azt kapjuk, hogy C(G) < logv(G) igaz. Szemben az irdnyitott esettel, ez itt
nem jelent 4j korldtot. Jeldlje ugyanis x*(G) ismét a G graf frakciondlis kromatikus
szamét. JOl ismert (1d. Shannon [74], Lovész [56]) és a bevezet6ben (logaritmélds nélkiil)
lattuk is, hogy C(G) < logx*(G), ugyanakkor [49]-ben azt is belattuk, hogy a lokélis
kromatikus szamra fennall a kovetkezo.

10. Tétel. ([49))
P(G) > X (G).

Grafok szinezései

A tézisek ezen csoportjanak alapja els6sorban a Tardos Gaborral kozos [80] és [81] dol-
gozat, de felhasznaljuk a Tardos Gaborral és Sinisa Vrelicaval kozos [82] dolgozat egyik
tételét, valamint a [79] dolgozatot is.

Lokalis szinezés

A korabbiakban mar szereplé lokalis kromatikus szamnak trividlis fels6 korlatja a kro-
matikus szam. Erd6s, Firedi, Hajnal, Komjath, Rodl és Seress [25] belattdk, hogy az
eltérés tetszolegesen nagy lehet: minden k& > 3-hoz megadhaté olyan G graf, amire
W(G) = 3 és x(G) > k. Az elézb rész végén lattuk, hogy a lokdlis kromatikus
szam ugyanakkor nem lehet kisebb a graf frakciondlis kromatikus szamanal. Ahogy a
bevezetében mar emlitettiik, ez indokolja, hogy a lokalis kromatikus szam viselkedését
olyan grafokra vizsgaljuk, amelyekre e két korlat, a kromatikus szam és a frakcionalis
kromatikus szam, tavol esik egyméstol.

Ilyen tulajdonsagu grafokra alapvet6 példak a Kneser grafok és a Mycielski grafok (1d.
Scheinerman és Ullman [71] konyvét), valamint ezek kiilonféle varidnsai, példdul az un.
Schrijver grafok és dltaldnositott Mycielski grafok. Ha y(G) tavol esik x*(G)-tél, akkor
a kromatikus szdmnak nem lehet éles becslése az egyébként trividlis |V (G)|/a(G) alsé
korlat (ahol a(G) ismét a G graf fiiggetlenségi szama), mivel ez a mennyiség a frakciondlis
kromatikus szamot is alulrdl becsli. Részben ez a magyarazata, hogy szamos ilyen graf
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kromatikus szdmanak meghatarozasahoz a megszokott kombinatorikus moédszerek nem
elegendoek.

A Kneser grafok kromatikus szamat Kneser 1955-ben leirt sejtését bizonyitva Lovasz
[55] hatarozta meg tobb, mint két évtizeddel kés6bb. A bizonyitds az algebrai topolédgia
hires tételét, a Borsuk-Ulam tételt hasznalta, s a topoldgiai kombinatorika elnevezésii
teriilet egyik kiindulépontjavéa vélt, (1d. de Longueville [23] jubileumi cikkét, Bjorner
[12] Osszefoglaléjat és Matousek [59] mar emlitett konyvét). Szintén a topologikus
modszerrel igazolta Schrijver [72], hogy a Kneser grafok réla elnevezett (cstcs-)szinkritikus
feszitett részgrafjainak kromatikus szdma megegyezik a megfelelo Kneser grafok kro-
matikus szamaval.

Mycielski [64] konstrukciéja tetszoleges (legaldabb egy élet tartalmazo) grafbél olyan
masikat allit el6 melynek klikkszdma valtozatlan, kromatikus szama pedig 1-gyel na-
gyobb az eredeti graféndl. A kromatikus szam novekedése itt kombinatorikus érveléssel
(is) igazolhaté. (Mycielski grafoknak az egyetlen élbél kiindulva a konstrukeié iteralt
alkalmazasaval kaphaté grafokat szokds hivni.) Az altalanositott Mycielski konstrukeié
ennek a konstrukciénak olyan mdédositdsa, mely (egy trividlis eset kivételével) szintén
valtozatlanul hagyja a klikkszamot, a kromatikus szamot pedig minden olyan esetben
noveli 1-gyel, amikor a graf eleget tesz egy bizonyos topologikus feltételnek. Ennek a
ténynek szintén topoldgiai bizonyitasa Stiebitz [83] eredménye (ld. még Gyérfas, Jensen,
Stiebitz [39], Matousek [59]).

A Tardos Gaborral k6zos [80] cikkben azt kezdtiik vizsgalni, hogy a topoldgiai médszer
segitségével tudunk-e valamit mondani a fenti tipusi grafok lokalis kromatikus szamarol.

A Lovéasz-Kneser tétel bizonyitasanak méra szdmos (szintén topolégiat hasznald, vagy
legalabbis azon alapuld) varidnsa ismert (1d. pl. Bérany [6], Dolnyikov [24], Greene [38]).
Matousek és Ziegler [60] cikke, valamint Matousek [59] konyve Alon, Frankl, Lovasz [2] és
Kfiz [51] munkai nyomén in. box komplexusok bevezetésével hoz kozos nevezére sok rokon,
de szamos fontos részletben mégis kiilonb6z6 bizonyitast. E box komplexusok segitségével
topologikus terek rendelheték grafokhoz, melyeknek egyes topoldgiai paraméterei alsd
becslést szolgdltatnak a graf kromatikus szamara. Ennek részletes leirdsat valamint a
box komplexusok definiciéjat ebben a rovid osszefoglaloban terjedelmi okokbdl mellozziik,
mindez megtalalhaté a [80] dolgozatban. Az eredmények kimondédsahoz alkalmazzuk
a szintén e dolgozatban szerepeld konvenciét, miszerint topologikusan t-kromatikusnak
mondunk egy G gréfot, ha egy bizonyos box komplexusdnak egy bizonyos paramétere
(a By(G)-vel jelolt komplexus Zg-coindexe) olyan értéket vesz fol, hogy abbdl x(G) > ¢
kovetkezik. Megjegyezziik, hogy a t-kromatikus Kneser és Schrijver grafok toplogikusan
t-kromatikus grafok. Szintén ilyenek azok az altalanositott Mycielski konstrukciéval ny-
erhet6 grafok, melyeknél az eredeti graf, amire a konstrukciot alkalmazzuk, topologikusan
(t — 1)-kromatikus.

A Borsuk-Ulam tétel egy Ky Fan-tdl szarmazé [29]-beli dltaldnositdsat haszndlva a
kovetkezo alsé becslést adjuk a lokalis kromatikus szamra.
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11. Tétel. ([80]) Ha G topologikusan t-kromatikus grdf, akkor

t
v(G) = {5—‘ + L
Ez a tétel a kovetkezd, [80]-ban Cikk-cakk tételnek (angolul “Zig-zag Theorem”-nek)
nevezett, Ky Fan tételébol adodd altaldanosabb tétel kozvetlen kovetkezménye, melynek
Kneser grafokra vonatkozé specidlis esetét Ky Fan maga is igazolta [30].

Cikk-cakk tétel. ([80]) Legyen G topologikusan t-kromatikus grdf és ¢ ennek tetszdleges
jo szinezése tetszoleges szama szinnel, melyekrél feltessziik, hogy linedrisan rendezettek.
FEkkor G tartalmaz eqy olyan K [L1.1L) teljes pdros részgrafot, melynek a c szinezés szerint
mind a t csucsa kilonbozo szintd és ezek a szinek természetes sorrendjiikben felsorolva
felvdltva helyezkednek el a teljes paros grdf két oldaldn.

A 11. Tétel alsé becslése sok esetben pontos. Ilyen eredményeket megfeleld
paraméterti Schrijver grafokra, altalanositott Mycielski grafokra és in. Borsuk grafokra
bizonyitottunk [80]-ban. Itt példaként a Schrijver grafok esetét részletezziik, ehhez el6szor
megadjuk pontos definicidjukat. Hasznélni fogjuk az [n] = {1,...,n} jelolést.

Definicié. (Schrijver [72]) Tetszbleges k ésn > 2k pozitiv egészekhez az SG(n, k) Schrijver
graf csucsainak és €éleinek halmaza igy adhato meg:

V(SG(n, k) = {ACn]:|A=kVi{ii+1} ¢ A és {1,n} ¢ A},
E(SG(n,k)) = {{A,B}:ANB=0).

Megemlitjiik, hogy a KG(n, k) Kneser graf definicidja ett6l annyiban tér el, hogy ott a
csticshalmaz [n]-nek minden k elemi részhalmazat tartalmazza.

Schrijver [72] tétele szerint x(SG(n, k)) = n—2k+2 és barmely cstcs elhagyasa esetén
a kromatikus szam csokken.

A Schrijver grafok lokélis kromatikus szamara vonatkozik a kovetkezo eredmény.

12. Tétel. ([80]) Ha t = n — 2k + 2 > 2 pdratlan és n > 4t* — Tt, akkor

W(SC(n, k) = H 41

A tételbeli egyenléséghez az alsé becslést a 11. Tétel és az a tény szolgaltatja, hogy a
Schrijver grafok toplogikusan t-kromatikusak a kromatikus szamukkal egyenl6 t-re. A felso
becslés bizonyitasa kombinatorikus modszerrel torténik. Ennek f6 Otlete, hogy a grafot
ugy szinezziikk kromatikus szaméanak megfelelo szamu szinnel, hogy mindazon csucsok,
amelyek tul sok (az Osszes felénél t6bb) szint latnak, egyiittesen fiiggetlen szomszédsaggal
rendelkezzenek. Ekkor az 6sszes ilyen szomszédsag alkotta fiiggetlen halmaz kiszinezheto
egyetlen 1j szinnel, és ezzel az egy csucs altal lathato szinek maximaélis szdma koriilbeliil
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a felére csokken. (Akkor mondjuk, hogy egy csics “lat” egy szint, ha az szerepel a
szomszédainak szinei kozott.)

Bizonyos, az elébbi feltételt teljesité (az 0j szin bevezetése el6tti) szinezéseket széles
szinezéseknek hivunk. Nem minden G grafnak van széles szinezése x(G) szinnel. A Kneser
grafoknak példaul nincs, a Schrijver grafoknak viszont a fenti tételben el6irt paraméterek
esetén van, és ez adja a felsé korlatot.

Mivel SG(n,k) feszitett részgrafja SG(n + 1,k)-nak, a 12. Tételbdl az is azonnal
kovetkezik, hogy ha t = n — 2k + 2 rogzitett paros szam és n, k kelléen nagy, akkor

»(SG(n,k)) € {% +1, % + 2} .

A Tardos Géborral és Sinisa Vrecicaval kozos [82] dolgozatban belattuk, hogy a fels6
korlat a pontos, vagyis a fenti feltételek mellett a

W(SGn, k) = % +2

egyenloség teljestil.

A megfelel6 paramétertt altalanositott Mycielski grafoknak szintén megadhaté kro-
matikus szamuknak megfeleld szamu szint haszndld széles szinezésiik, igy rajuk is a fen-
tihez hasonlé eredmények kaphatdk. Ez azt jelenti, hogy megfelelo grafbdl kiindulva és
megfelel6 paraméterekkel iteralva az altalanositott Myecielski konstrukciot, a lokalis kro-
matikus szam iteracionként dtlagosan 1/2-del né. Ezzel kapcsolatban megemlitjiik még,
hogy a hagyomanyos Mycielski konstrukcié viszont ugyanigy 1-gyel noveli a lokélis kro-
matikus szdmot, mint a kromatikus szdmot, ez szintén a [80] dolgozat egyik eredménye,
melynek bizonyitsa kombinatorikus.

Cirkularis szinezés

Egy G graf Vince [85] altal bevezetett x.(G) cirkuldris kromatikus szdma a kévetkezd
modon definidlhaté.

Valamely p, ¢ pozitiv egészekre egy graf (p, q)-szinezésén a csticsok olyan ¢ : V(G) — [p]
szinezését értjiik, amire igaz, hogy ha u és v szomszédos cstcsok, akkor ¢ < |c(u) —c(v)] <
p — q. G cirkularis kromatikus szdma a kovetkez6é mennyiség:

Xc(G) = inf {S : 1étezik G—nek (p, q)-szinezése} .

A cirkuldris kromatikus szdmra mindig fenndll, hogy x(G) — 1 < x.(G) < x(G),
ezért szokas a kromatikus szam egyfajta finomitasanak tekinteni. A cirkularis kromatikus
szamot az utébbi idében nagyon sokat vizsgaltak, ld. pl. Zhu [87] dsszefoglald cikkét, mely
idézi az alabbi két sejtést.
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Sejtés. (Johnson, Holroyd, Stahl [42]) A KG(n, k) Kneser grafra minden n > 2k esetén
fenndll, hogy
X(KG(n, k) = x(KG(n, k)).

Johnson, Holroyd és Stahl [42] beldttdk a sejtést a k = 2, valamint az n = 2k + 1,
n = 2k 4 2 esetekre. Schrijver grafok cirkularis kromatikus szdmat is vizsgalta Lih és
Liu [53] valamint Hajiabolhassan és Zhu [40]. Utdbbi szerzék [40]-ban megmutattak,
hogy minden k-hoz létezik olyan ng(k) kiiszob, hogy n > ng(k) esetén x.(SG(n,k)) =
X(SG(n, k)), amib6l az ilyen esetekben x.(KG(n, k)) = x(KG(n, k)) is kovetkezik.
Sejtés. (Chang, Huang, Zhu [16]) A K, teljes grdifbol a Mycielski konstrukcio d-szeres
alkalmazdsdval kaphaté M?(K,)-nel jelolt (n + d)-kromatikus grdfra n > d + 2 esetén
fenndll

Xe(MU(Ky)) = x(MU(K,)).

Chang, Huang és Zhu [16] a d = 1, 2 esetre belattak a sejtést, valamint megmutattak,
hogy ha x(G) = d+ 1, akkor a G grafbdl a Mycielski konstrukeié d-szeres alkalmazéséval
kaphaté M?(G) grafra x.(M%(GQ)) < x(M%(G)) — 1/2 igaz. Szintén a Mycielski grafok
cirkuldris kromatikus szamat vizsgéalta Fan [28] és Hajiabolhassan és Zhu [41]. Az ut6ébbi
cikkben azt mutattdk meg, hogy n > d + 2 helyett n > (24 + 2)-t frva mdr igaz a sejtés.

A Cikk-cakk tétel segitségével egyszertien belathaté a kovetkezo allitas, amely mindkét
fenti sejtést igazolja azokban az esetekben, amikor a benniik szereplé graf kromatikus
szama paros. A Kneser és Schrijver grafokra vonatkozoé specidlis esetet t6liink fiiggetleniil
Frédéric Meunier [63] is bebizonyitotta.

13. Tétel. ([80]) Ha G topologikusan t-kromatikus grdf és t pdros, akkor x.(G) > t.

Kovetkezmény. (1d. Meunier [63] is) A Johnson-Holroyd-Stahl sejtés igaz minden pdros
n-re. Pdros n-re az erdsebb

Xe(SG(n, k)) = x(SG(n, k))

egyenldséq is fonndll.
Koévetkezmény. Ha n + d pdros, akkor x.(M%(K,)) = x(M4(K,)).

Megjegyezziik, hogy az elobbi Kovetkezmény erdsebb formaban is kimondhaté: K,
helyén szamos mas graf (tetszéleges topologikusan n-kromatikus, n szinnel jol szinezhet6
graf) is allhat és a Mycielski konstrukeci6 helyett az dltalanositott Mycielski konstrukeid
is alkalmazhato.

Lam, Lin, Gu és Song [52] megadott egy pontos formuldt olyan grafok cirkularis kro-
matikus szamara, melyek egy teljes grafbol az altalanositott Mycielski konstrukcio egy-
szeri alkalmazasaval allnak el6. Eredménytiiket felhasznalva megmutattuk, hogy a fenti,
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a Johnson-Holroyd-Stahl Sejtéssel kapcsolatos Kovetkezményben Schrijver grafok esetén
nem hagyhaté el a parossagi feltétel.

14. Tétel. ([80]) Minden ¢ > 0 ést > 3 pdratlan szam esetén, ha t = n — 2k + 2 és
n > t3/e, akkor fenndll

1 —e < x(SG(n, k) — x.(SG(n, k)) < 1.

Kneser jellegii grafok tarka részgrafjai és nyaklancok kettéosztasa

A lokélis kromatikus szammal kapcsolatos eredményeink megmutattak, hogy egy
topologikusan t-kromatikus graf sok esetben kiszinezhet6 1gy t + 1 szinnel, hogy benne a
Cikk-cakk tétel altal eloirt K [E1.1L) részgrafok mellett ne forduljon el mas t cstcsu teljes
péros részgraf, aminek minden csiicsa kiillonboz6 szinti. (Pératlan ¢ esetén lattuk, hogy
egy ilyen paros graf mindkét oldaldn legfeljebb [£] cstics lehet, kiilonben a ¢(G)-re adott
also becslés nem volna pontos. A felso becslést add szinezést kicsit kdzelebbrol szemiigyre
véve adddik, hogy nem lehet mindkét oldalon ennyi cstcs.)

Ha nem hasznalhatunk a kromatikus szamnal tobb szint, akkor a helyzet drasztiku-
san megvaltozik. Konnyen belathatd, hogy tetszéleges t-kromatikus graf ¢ szinnel vald
szinezésében lesz (minden szinosztdlyban) olyan cstcs, ami az Gsszes sajatjatol eltérd szint
latja a szomszédsdgaban. A Tardos Gaborral kozos [81] dolgozatban megmutattuk, hogy
topologikusan t-kromatikus grafokra joval tobb is igaz.

Az eredmény kimondésa el6tt megemlitjiitk még Csorba, Lange, Schurr és Wafimer [22]
tételét, ami azt mondja ki, hogy egy a topologikus t-kromatikussédgnal valamivel enyhébb
feltételt teljesitd graf részgrafként tartalmaz minden olyan K ,, teljes paros grafot, amire
{4+ m = t. Olyan topologikusan t-kromatikus grafok esetén, melyek kromatikus szama
pontosan t, az alabbi tétel altalanositja ezt az eredményt.

15. Tétel. ([81)) Legyen G topologikusan t-kromatikus grdf, x(G) =t és c: V(G) — [t]
G-nek jo szinezése. Legyen tovdibbda A, B C [t] a szinhalmaznak tetszdleges biparticidja,
vagyis AUB = [t] és AN B = .

Ekkor van G-nek olyan Ky, teljes pdros részgrifja, aminek minden csicsa kilonbozd
szint, ¢ = |Al,m = |B|, és az { méreti; oldalon az A-beli, az m méreti; oldalon a B-beli
szinek szerepelnek.

A tétel bizonyitdsdhoz a Borsuk-Ulam tételnek egy Tucker [84] és Bacon [5] nevéhez
kotheto dltalanositasat hasznaljuk.

A 15. Tétel alkalmazhaté minden olyan grafra, melyre a topologikus t-kromatikussagot
definidlé topologikus paraméter éles becslést ad a kromatikus szamra. Ilyenek példaul
a Kneser, a Schrijver, a(z éltaldnositott) Mycielski, valamint a Borsuk grafok. Az itt
bemutatott eredmények révén ez a lista kibévitheté néhany olyan graffal, melyekrol a fenti
eredmények éppen azt mutattak meg, hogy a most felsorolt grafok valamelyike éltartéan
(azaz homomorf médon) beleképezhetd.
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Megemlitjiik még a Tucker-Bacon tételnek egy maésik, a [79] cikkben szerepld alkal-
mazasat. Elobbi témdinkhoz ez nem a grafok szinezésén, hanem az alkalmazott technika
rokonsagan keresztiil kapcsolodik.

Tekintstink egy nyitott, tehat két véggel rendelkez6 nyakldncot, melyen k kiilonféle
dragako példanyai sorakoznak, mindegyik fajtabol paros szamu. Az alapprobléma az,
hogy minimalisan hany helyen kell elvagnunk a nyaklancot ahhoz, hogy a keletkezo
darabokat két osztalyba tudjuk osztani Ugy, hogy minden dragakd fajtabdl ugyanannyi
keriiljon mindkét osztédlyba. Goldberg és West [37] ismert tétele, hogy k vagds mindig
elegendo, s konnyti belatni, hogy van a koveknek olyan elrendezése, amikor ennyi vagas
kell is. (Ez a helyzet, ha az azonos fajtdju kovek egymds mellett vannak.) Alon és West
[4] 4j bizonyitdst adott az emlitett tételre a Borsuk-Ulam tétel egyszerii és elegans al-
kalmazasaval. Az 6 moddszeriiket, s a Borsuk-Ulam tétel helyett a Tucker-Bacon tételt
hasznalva adédik az alabbi erésebb eredmény.

16. Tétel. ([79]) Legyen adott egy nyitott nyaklanc, melyen k kilonbozd fajtaji dragakd
mindeqyikébdl paros szami taldlhatd, az i-edikbél 2a; darab (i = 1,...,k). Ekkor vagy
létezik a nyakldncnak k-ndl kevesebb vdagdssal torténd kettéosztasa gy, hogy minden i-re
mindkét osztdlyba az i-edik drdgakobdl pontosan a; keril, vagy ha nem, akkor teljesul vi-
szont a kovetkezd. A kovek fajtdainak akdrhogyan adjuk meg két diszjunkt A, B C {1,... k}
részhalmazdt, melyre AUB # 0, létezik a nyakldncnak olyan, legfeljebb k—1 vdgdst igényld
kettéosztdisa, melynél minden i-re igaz, hogy pontosan akkor keril az i-edik drdgakobol az
elsd osztdlyba a;-nél tobb, ha i € A, és pontosan akkor keril beldle a;-nél tobb a mdsodik
osztalyba, ha 1 € B.

Koszonetnyilvanitas

Sokaknak tartozom koszonettel, mert tanitottak, segitettek, figyelemmel kovették
a munkamat. Kandidatusi dolgozatom témavezetéjeként Korner Janos alapvetden
alakitotta az érdeklodésemet. Szamos to6le hallott szép probléma a mai napig meghatérozo
a munkamban. Sok-sok figyelmet és batoritast koszonok Lovasz Laszlonak, Simonovits
Miklésnak és T. Sés Veranak. Mindig bizalommal fordulhattam maéasok mellett Csiszar
Imréhez, Gyori Ervinhez, Katona Gyuldhoz és Recski Andrashoz. Koszonom Barany
Imre, Fiiredi Zoltan, Gyarfas Andras és Marton Katalin inspiralé érdeklédését egy-egy
dolgozatom irant. A kozos munka élményét koszonom minden tarsszerzémnek, a még
nem emlitettek koziil kiilon is Sali Attildnak és Tardos Gabornak. Végiil koszonom még
szamos név szerint nem emlitett kollégamnak azt a légkort, amiben mindig 6rommel dol-
gozhattam.
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