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0 1
1 0
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⊕ · · · ⊕
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0 1
1 0
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V T MV =
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�����

m
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β(kl)
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m × m

' ���"��! � $ ���	��� � ≤ n % � � 0 � � � 0��>0 0�� !4���
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u(1), . . . , u(m) ∈ Fn �
!9� �

ω
(
u(k), u(l)

)
= β(kl) (k, l = 1, . . . , m).
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v(k), v(l)
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�!���
q
(
v(k)
)

= q(k) (k = 1, . . . , m).
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u(1), . . . , u(m) ∈ K2r �!�V�&�

���"�1�"�
��=*����������
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q
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n = 2r
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m = n
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u(1), . . . , u(m) ������< �!���&�	�!$
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q∗
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q∗
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i=1

λiu
(k)
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=
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i=1

λ2
i q

(k) +
∑

1≤i<l≤m

λiλlβ
(kl).
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,
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� �,�
Kn -E79���f�!�
�

�
��GH�����!�fb = ���
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β
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f ◦ g − f ∈ (q ◦ g − q)F[g][n × m].
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λr = 0 $ � 0 � ��5�0

ω
(
gλ0+r, gλ1+r−1, . . . , gλr−1+1
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r∏

j=1

z
λj

j .

�����ok ��(*'~5!�
�����
W

�&�H�����K����GH�&�����
�����E�"�
�*�������E�!$
Sr

�,���
Zr

2

- kl�������
ρ =

(r − 1/2, r − 3/2, . . . , 3/2, 1/2)
$_���������S���!'�$+bc�
��G��!$�������C���
�B���B=��E���f�!�
��- �����

k ��(*'Y��� �,���!�0�����	$_�!�
G���'&�1���a=,�!'��&�E�,�	�����,�����S�&���
���~�&�>�
�
�*�������
�&���Y-��9�!�
�E�
��������,�
�
W 2 �!�>���&�J(*GOGH���
�
�&�N��� �!���,�������
��!$x�����V���!��<�'&�V���R=!��� H̃

-
/ ���

` ∈
(
Z + 1

2

)r �!���
g ∈ G

6����0] ���

g` =

r⊗

i=1
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∑
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��-

��� � ��� � � � ��� �!� � 0��
λ = (λ1, . . . , λr) ∈ Zr �

!9� �
λ1 ≥ · · · ≥ λr−1 ≥ |λr| %��

0��

λ̄ = (λ1, . . . , λr−1,−λr) % �
0��

g ∈ SO2r (C) % � � 0 �

2
∑

σ∈fW

(−1)[σ] gσ` = (χλ + χλ̄) (g) ·
∑

σ∈fW

(−1)[σ] gσρ;

0 ���1!95���,40 �+�B,;: $

2

r∧

i=1

(
g`i + g−`i

)
= (χλ + χλ̄) (g) ·

r∧

i=1

(
gr−i + g−(r−i)

)
.

� , ��$ $

(χε − χε̄) (g) ·
∑

σ∈fW

(−1)σ gσ` = (χλ − χλ̄) (g) ·
∑

σ∈fW

(−1)σ gσe;

0 ���1!95���,40 �+�B,;: $

√
−1

r
pf q

(
g − g−1

)
·

r∧

i=1

(
g`i − g−`i

)
=

= (χλ − χλ̄) (g) ·
r∧

i=1

(
gr+1−i − g−(r+1−i)

)
.

� � �>$&� 2 � $&�1� $ ` = λ + ρ $ ! % 0 % $ `i = λi + r − i %
MF�,���~�����,�

(χε − χε̄) (g) =
√
−1

r
pf q

(
g − g−1

)
.

�F���
�I���"� ��$v�,�O�!��Q���
���
�����2��������
q
�!$x���"�1'��&�����!�9�
���!���J$_���
GO�,�
�&���

g − g−1 ∈ so2r(C)

� �
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q 2 �����
����������G��,'D< �!�
���8�!$9�����O�����,��� �!���l=��������!���
�����
���
���>���,�������

C2r 6D�!�"�l���!34����5
�����)��$v�,�O�!�.6;�!�)�"��] �����u�&�|�����)�D�
�0$v�!���,6��!$9�
� �,�8�!�>���nbg��(*GHGO�0�����&�hGO�,�����Bj2-Ok �
������'+�!���8���"�����
�"���
���

q 2 �!�����"��������G��!'p< �,�
���I�,$D�����h�J���!�����!�
�K=!�����
���I�
�����
���
���4���sb
�������

C2r Q���
�O���0�����
GH�&� �!�>� (2√−1
)r ���1<2�e�!$Y�2�������
��=�������&���4���,�������.64�!�#���"�2�������

���h���"���
�VQ���
�[�"�������
GH�&� �,�4� − (2√−1
)r -

� �6$�$ � % �����h�
�0�V�!$P���+�!5!��� �!'�� = �,<�'&�IGO�,�����&�����~���~�����"�
�h�&� G
6.���EQ9�mGO�Z(o�,�
�
�"GO�

��� �s�
g
�&�P�
�"���.-#�����~�����,����GO���>�	�!$T�
���F�
����������G��&�P�&�>=,�!�
�&�!�>�P���������	���!�st���5>�,�
�&���Y6

�
�mQ9�VGO�Z(��!�
����GH�V�
� �,�
g = diag

(
z1, z

−1
1 , . . . , zr, z

−1
r

)
∈ H

-D�������

∑

σ∈fW

(−1)[σ] gσ` =

r∧

i=1

(
g`i + g−`i

)
=
∣∣z`i

j + z−`i

j

∣∣ ·
r∧

j=1

(ejj + fjj)

�!���
∑

σ∈fW

(−1)σ gσ` =

r∧

i=1

(
g`i − g−`i

)
=
∣∣z`i

j − z−`i

j

∣∣ ·
r∧

j=1

(ejj − fjj) ,

Q�������
ejj

�����
�Y-
fjj

�&�H�����y���+�!5!��� �!'�GO�,�����BjuQ�B���W���
����5�'&��:K�s�����"�o�C���
�B���&�!�
�������
���
�C����������5����O�����

xj

�����
�Y-
yj

���f�������&���,���,-e���"�8���������
��G �"�RQ $_��'�'&�\Q��$_�
��G
�����Ik ��(*'p��� �!�
�!���
����$_���
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�
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��Gw{"- {f- �
���S�!���IG��,�&�K5����!'  �&GH���
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��� �����y�����
G �!$I�l���
�*�����0�E�!$~'&�&�"�Z�!�h$_�����0������� �!'��H�!�W�l�
���!' AD����'��&�����!����� �!���
3_�
���&�a�
��<4t���������9����GO�0����GO���9�Z�,'&'&���O�
��� 	 �
�Z�,'Y'&�����Z�,�a�C��'+�,�
� = �,�������m�����"�����,�4� ?�������<fb
'&��Gy6p�B���V���&�J�����J(L�&�1�
3,���
���������,�1���"�O�����l�!$a�����H��� �!�f����� 50-S�������)���1�!�����&�0=����z�&�
���������
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Fe���Z�!'�'>��� �,�x���"�a���0�����
GH�&� �!�>�;�!���1�����a�2���
GO�!�����>�?�!$%�!�
m×m

GO�,�
�
�Bj
C = (ci,j)�!�
�V���0] �����o<>(

det C =
∑

π∈Sm

(−1)π

m∏

i=1

ci,π(i), per C =
∑

π∈Sm

m∏

i=1

ci,π(i),

Q�������
Sm

�&�������1��(*GHGO�0�����&�V5��
�!���o���
m

��'&��GH���>�
��-	����������5��"���"�e�������F�������
�&���Y6
Q9���!�
����GH�m�
� �,�

C
�&�1���2�������
��=��m����GH�Bbg�"��] ���B��� �e���
GH���
�+�!�

m × m
G��s���
�nj 3 Q9�

Q�
�B���
C ≥ 0

5q-�/ �����
�����
C
6 �N�!� �,G��!���S���
�\=!���y�
� �,�

det C ≤
m∏

i=1

ci,i,
3v{"-�: 5

Q���
����}4� �,'&���g(H�B$T�!��������'�(m�B$
C
� �!�9� = ���
�����RQ �!�a���9�8�"�+�!5��!� �!' GO�,�����Bj2- /;���
�������

5����"�����,'&� = ���S���"�&�	���
det C ≤ det B′ · det B′′ 3v{"- ^ 5

$_���
C =

(
B′ A
A∗ B′′

)
≥ 0,

3v{"- { 5
Q���
�[��}4� �!'&�B�g(E�B$��!�"�[�!��'�(���$

det B′ · det B′′ · A = 0
-

79���������
������5��
���z�C���
GO�!�����>�K�!$m� �2�!�
���
��=!�l�
��GO�nbg���0] ���B���|G��s���
�nj261�o�!�
�����
� �y�!��:�6C�y�!��^��.���
�\=����y�
� �,�

per C ≥
m∏

i=1

ci,i,
3v{"- � 5

Q���
�L��}4� �!'����g(K�B$P�!���|����'B(o�B$
C

� �!�V� = ���
�����RQ ���~���I�S���+�!5!��� �!'xG��s���
�nj2- CT����<
� C@�p5��������
�!'&� = �����
���&�	�
�

per C ≥ per B′ · per B′′ 3v{"- � 5
$_���

C
�!�8�&� 3v{"- { 5q6?Q�����l��}4� �!'����g(|��$��!���z���"'�(���$

C
���!�h� = �����L�
�\Qr���

A = 0
-

�y�������\=�����6T�����"�
�\=������
� �,�~���o���"���2�!'�(*����GH�+�!'
P (λ)

�!$#����5!�
���
n
3��~�
� = �8�,$

B′ 5����]������y<4(

P (λ) = per

(
B′ A

λA∗ B′′

)
=

n∑

t=0

ctλ
t,

� 




�!'�'*���f�0�H���&���>���
ct
�!���9�
���!'f�!�������!�fbg����5>�,�
��=��,-?���"�&�;���;�����������h�N�J���
�!��5����x���������
��G

�
�������V�B���&GH��'&�����

per C = P (1) =
n∑

t=0

ct ≥ c0 = per B′ · per B′′.

ic$
m = 2n

6"�
�����[�����I������}4� �!'����
�&���
ct ≥ 0

�0=����o�&GH��'B(

per C ≥ per B′ · per B′′ + |per A|2, 3 {"- � 5
�
�������E�
�����
��5��>�h� �!�������&�����&�

c0 + cn

-zig����}*���!'&�B�g( 3 {"- � 5)���h�Z�!���
p = 2

�!$e���"�
$_��'�'&�\Q�&��5|�����st����0�������K�!$1�y�!�
�����  ic$

C
�&�O�l�C���
�B����=!�y����GH�Bbc����] �"����� �F����GO�B���&�!�

pn × pn
G��s���
�njE���!���
�������������S�&�>���

p × p
<�'&�*��34�

Ai,j

6 ���!���[�!$;��� = �
n × n

6����"���

per C ≥ per((per Ai,j)i,j).

�������T�&�T���
�
��'�$f���
�C�����&�!'����!�
�#�!$*�����D���,bg���!'&'����I�C����G��!�"���>���!'!����GH�&� �!�"���������st����0�������!6
Q�������[Qa�V���O�"�!������,���V�����
�!-

�N��3,�R=*��� � �86��y� �N5>�Z=��|�z�
��GO�"'&�o�"�
�*�!$V�!$ CT�&��< ? ���!<C�\=��L������}4� �!'����
�&����6��!���
�
�"�RQa���o�!'&���h��� �,��B$

B′ �!��� B′′ �!�
�V�C���
�B���B=��I���0] �����
�~������� ct = 0
��$?�!���[����'B(E��$

�!'�'.�
��<*bg�C���
GO�!�����>���N�,$
A
�!$����������

t
=!�,���&���.- CT�&��< � C@�x�!'&���O�J���,�
���F�!�K�!���!'&��5!�����

3 �,���[�!� �!'���5�������'�(O���
�\=,�!<�'�� 5a�
����������G�$_�!�������
���
GH�&���!�>���  $_��� C
�!��&� 3 {"- { 5�6 '&�0�

D(λ) = det

(
B′ A

−λA∗ B′′

)
=

n∑

t=0

dtλ
t.

3 {"- � 5

ic$
det B′ ·detB′′ = 0

6>�
�����
D(λ) = 0

-;ic$
B′ �!��� B′′ �!�
�e�C���
�B����=!�����] �"�����,6*�
�����

dt
���e�C���������B=��I$_���

t ≤ rk A
�!���[�&� = ���
�H$_���

t > rk A
-	ig�[�����>���
�!���F���m�����)�!<C�\=��

�����������
�&���L�,$D�������C����G��,�����>���,'�CT�&��<K�&����}4� �!'&�B�g( 3v{"- � 5$_����G
ct ≥ 0

6Y���"���
�8�&�~���
��<>=*�&���"�9Q	�Z(S�,$p�������"���&�"5m�
��� /;���
���������&����}4� �!'&�B�g(73v{"- ^ 5P$_�
�!G

dt ≥ 0
-Dig���J���Z�,�[�,$

3 {f- ^ 5�6�Qa�15!���

D(1) = det

(
B′ A
−A∗ B′′

)
≥ det B′ · det B′′.

3 {"- � 5
� � � � ��� � ��� �!�Uig�|�!'�'?�,$ Cp����<@?A�~������}4� �!'����
�&���eGH���>�����������|�,<2�\=��,6.�����8�������"���������
�����,�h�����SGO�,�
�
�Bj

C
�����2�!�
���
��=!�E�
��GO�nbg���0] �����
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�&���m�����,�a�
���N�"�+�!5��!� �!'�<�'��f��34�
B′ �!�"� B′′ �!�
�F�2�!�
���
��=!�e����GH�Bbc����] �"�����,-�����������f�!$x5��*���a����������5��S=*�&�J��� �!'�'�(H���������!��5����.-#dN'��
����� �,���B=���'�(�6*�����������
�
����5!���	$_����G �!$

���"�	�&����}4� �!'&�B�������x�Z�!�m<C�	�Z�!���&'B()�"�����������m$_�
��G ���"�	�
����GH�&��5�'B(VQ9���!3!���#$_�!�
G �!<2�\=!�!-
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�*�!$_���&�E�
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��62�"���
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� �,�F���
�������
�����eQ��'&'Y�!���C�Z�!�������
���I���������
��GO��-

�a(��L�
���!' AD����'��&�����!�u�
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� �C���
�B���B=�������]������
�y���������m�����f�"�����

(·, ·) -������9AD����'��&�����!� �"���
G ���H�"��] �����U<>(
|v|2 = (v, v)

- A#�"��'&�����Z�,� ���������V�����f�"�����
�8���|�����O�0j*�����
�����I�����"�
���)�!'&5!��<��
� ∧
V�!���������V�J(fGHGH�������&�N�
���������e�!'&5!��<��
�

SV
�!���I����] �"���o<>(

(∧
vi,
∧

wj

)
:= det((vi, wj)),

�!���
(∏

vi,
∏

wj

)
:= per ((vi, wj)),
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5��
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�����
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�����fbc�
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< �!�������&�O�����F���
��5��&� �,'C��� �!���

V
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�����S�������J���
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∑
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∑

|T |=2t

(−1)S(−1)T pf AS,S · pf AT,T · det BN\S,N\T =

=
∑
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∧
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∣∣∣∣∣∣
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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∏
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