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Bevezetés

Altaldnos értelemben stabilnak neveziink egy olyan piaci helyzetet, ahol nincsenek olyan sze-
replok, akiknek lehetOségiik van egy 1j egytlittmiikodés létrehozasdra, amelyben mindannyian
jobban jarnanak (felbontva ekdzben esetleg mds jelenlegi kapcsolataikat). Gale és Shapley
1962-es, klasszikussd valt cikkében [19] a hazassdgi kapcsolatok alapmodelljén szemléltette
és elemezte ezt a problémat. A hazassiagoknak megfelel6 parositds stabilitdsa itt azt jelenti,
hogy nincs olyan tu.n. blokkolé pdr, melyben mindkét félnek megérné egy 1j hazassagot kotnie
egymassal (elhagyva esetleg jelenlegi hazastarsaikat). Gale és Shapley egy természetes algorit-
mus segitségével megmutatta, hogy miként talalhato tetszolegesen megadott preferencidkra
stabil parositas a vizsgdlt fiuk és lanyok kozott.

A stabil pérositds probléma, és az ennek kiilonféle dltaldanositdsaibdl kapott modellcsalad
a jatékelmélet és a kombinatorikus optimalizalds egyik fontos kutatasi teriiletévé valt az
elmuilt évtizedekben. Ennek taldn legf6bb magyardzata, hogy a modellek igen hasznosnak
bizonyultak gazdasédgi és tarsadalmi problémak leirasara, sét, az ezekre épiilé algoritmusokat
egyre szélesebb korben kezdték el alkalmazni kdzponti parosité programokban is. Dolgozatom
egyik célja az alapmodellek és a legismertebb alkalmazasok bemutatésa.

A stabil parositds problémét paros grafok esetén napjainkban is gyakran a hdzassagi
kapcsolatok kontextusaban térgyaljak. A példa hasznalatdhoz azonban hallgatélagosan
harom dolgot tesziink fel: nincs kifizetés (hozomény) a szereplék kozott, hézassig csak fiu
és lany kozott létesiilhet, tovabba minden szereplének legfeljebb egy hazastdrsa lehet. A
stabil parositasi modellek legfontosabb altalanositasai pontosan ezen feltételek feloldasaval
kaphatok meg.

Jatékelméleti nézépontbol a stabil parositds probléma Kkifizetéses és kifizetés nélkiili
véaltozata ekvivalens egy megfelel6 TU- illetve NTU-jaték (vagyis atvalthaté hasznossiggal
rendelkezd, illetve anélkiili kooperativ jaték) magbeli elemének megkeresésével. A stabil
hézassag probléma egy alapvet6 NTU-jatéknak tekinthet§. Amennyiben megengedjiik a
kifizetéseket a jatékosok kozott, akkor a megfelelo TU-jatékot hozzdrendelési jatéknak
nevezziik. Shapley és Shubik [33] latta be, hogy ezen jatékok magja sohasem tires.

Sok érdekes kapcsolat fedezhet6 fel a jatékelmélet és grafelmélet ide vonatkozd eredményei
kozott. A TU-jatékok magbeli elemei valgjdban minimalis fedésnek felelnek meg a gréafokban,
abban az esetben ha ennek értéke megegyezik a maximaélis sulyt pérositds értékével,
vagyis amennyiben a TU-jaték magja nem {iires. EbbOl kovetkezik, hogy Shapley és
Shubik eredménye valéjdban egy egyszerli kovetkezménye Egervary [18] maximdlis sulyu
parositasokrdl szolé tételének. Amennyiben az alapkoalicidk ketténél tobb szereplobdl is
allhatnak, akkor grafok helyett hipergrafokkal modellezhetjilk a problémét. Erdekesség,
hogy péaros grafok esetén a feladatok megoldhatdésiga egyszerti kovetkezménye Scarf [32]
jatékelméletbél ismert lemmajanak és Lovéasz [25] normalis hipergréfokra vonatkozo tételének.



2. Stabil szobatars probléma

A stabil hazasitas probléma modellezésekor a szerepléket egy graf csucsainak feleltetjiik meg,
ha két szereplé egymasnak kolcsonosen elfogadhatd, akkor egy él fut a megfelelé két csics
kozott a grafban. A lehetséges partnereken vett preferencidk szerint minden csicsnak szigoru
rendezése van a ra illeszked6 éleken. Ha f és e él ugyanarra a v csucsra illeszkedik, és f jobb
mint e a v csics rendezése szerint, akkor azt f >, e-vel jeldljiik, és azt mondjuk, hogy f él
dominalja az e élet a v csucsban. Egy parositast a grafban stabilnak mondunk, ha minden
e ¢ M él domindlva van egy M-beli éllel legaldbb az egyik végpontjdban. A stabil pérositast
ugy is definidlhatjuk, mint egy blokkols él nélkiili parositést, ahol az e = {u,v} él blokkolja
az M parositast, ha u vagy parositatlan vagy az e élet preferdlja az u-t M-ben fedd élhez
képest, és v szintén vagy parositatlan vagy az e élet preferalja az v-t M-ben fedo élhez képest.

Tomor leirast adhatunk a stabil parositdsokra a karakterisztikus fiigguény segitségével.
Egy adott G = (V, E) graftban egy M C E pérositas leirasara definidljunk egy = : E —
{0, 1} karakterisztikus fiiggvényt, ahol minden e € F élre teljesiil, hogy

Taie) = 1 haeeM
M= 0 hae¢ M

Ekkor az adott grafra, és az egy csicsra illeszked6 élek rendezésére egy M stabil péarositas
definidlhat6 a karakterisztikus fiiggvényére megadott alabbi egyenlOtlenségekkel:

(P) Pérositas: (S) Stabilitas:

Y- zp(e) <1 minden v € V-re minden e ¢ M élre létezik egy v € e

vee cstcs, hogy Y. zp(f) =1
vef,f>ve

Amennyiben a graf paros, akkor a stabil parositds problémat stabil hdzasitds problémdnak
nevezzik, altalanos graf esetén pedig stabil szobatdrs problémdnak hivjuk.

Gale and Shapley [19] megmutatta egy egyszerii példéval, hogy ez utébbi esetben nem
mindig létezik megolddsa a feladatnak. Irving [21] konstrudlta meg az elsé polinomidlis
algoritmust, amely egy stabil megoldast taldl, amennyiben létezik ilyen az adott feladatra.
Kés6bb, Tan [35] mutatta meg, hogy az ugynevezett stabil fél-parositds létezése minden
stabil szobatars problémara garantalt. A stabil fél-parositas egyszertien definialhaté a fenti
egyenlétlenségekkel, ahol (M) a fél-parositas, (S) pedig a stabilitds tulajdonségéat biztositja,
amennyiben a karakterisztikus fiiggvény értékkészletét kibovitjiik a kovetkezSképpen:
zp  B(G) — {0, 3,1}

2.1. ,,Majdnem stabil” parositasok

Ha nem létezik megoldasa egy stabil szobatérs feladatnak, akkor természetes moédon mertl
fel a kérdés, hogy keressiink egy olyan pérositast amelyre nézve a blokkolé élek szama a
lehet6 legkevesebb, vagyis a parositas a ,lehetd legstabilabb”. Amennyiben nem szigoru a
szereplOk preferencidja, akkor a stabil parositas holtversenyes probléméjat kapjuk. Itt egy
parositas gyengén stabil, ha nem létezik blokkold él, amelyet mindkét végpontja szigoruan
preferdl. A kovetkezd eredmény Abraham, Biré és Manlove [1] cikkében lett publikalva.



2.1 Tétel [1] Egy adott stabil szobatdrs probléma esetén a blokkold élek minimdlis szdma
nem kézelitheté n2—* faktoron belil, semmilyen & > 0-re, kivéve ha P = NP.

2.2 Tétel [1] Egy adott holtversenyes stabil szobatdrs probléma esetén a blokkd élek szamdnak
minimdlis szdma nem kiozelitheté n'=¢ faktoron beliil, semmilyen € > 0-re, kivéve ha P = N P.

A kovetkezd tabldzatban Gsszegyiijtottiink néhany kapcsolddd eredményt. A hivatkozasok
egyszeriisitése végett minden eredményhez egy [Ri] indexet rendeltiink. Gale és Shapley [19]
valamint Irving [21] mar emlitett eredményei az [R1] és [R2] indexeket kapjidk. A gyengén
stabil parositds keresésének problémaéja holtversenyes szobatars probléma esetén NP-teljes
[R3]. Ezt Ronn [28] ldtta be elészor teljes gréfokra, majd Irving és Manlove [23] igazolta
ugyanezt nem teljes grafok esetén.

A stabilitds mellett természetes feladatként meriilhet fel a péarositds méretének maxi-
malizdldsa. Manlove és tarsai [26] megmutattdk, hogy a gyengén stabil parositdas méretének
maximalizaldsdhoz tartozé eldontési probléma NP-teljes még a holtversenyes stabil hazasitas
probléma esetén is [R4]. Végiil, Manlove nemrégiben igazolta, hogy a blokkol élek mini-
malizdldsanak feladata a maximalis méretii parositdsok korében a stabil hdzasitds probléma
esetén is kozelithetetlen [R5] (személyes kommunikacio).

A probléma, hogy ahol péros graf tetszOleges graf
keressiink M-et, M (szigori) nem szig. (szigori) nem szig.
ahol M (tetsz.)| Igen [R1] (Igen) P [R2] NPc [R3]
stabil max | (P) NPc [R4] (P) (NPc)

a blokkolé élek (tetsz.)| (=0) (=0) NPc (2.1) | NPc (2.2)
szama M-re min. max | NPc [R5] (NPc) (NPc) (NPc)

Ebben a tablazatban, P azt jelenti, hogy a probléma megoldhaté polinomialis ideji algo-
ritmussal, NPc jeloli azokat a feladatokat, ahol a (kapcsolddd) eldéntési probléma NP-teljes.
Végiil (NPc) jelentése az, hogy a feladat NP-teljessége egyszeriien kovetkezik az emlitett
eredményekbol.

2.2. A stabil parositasok dinamikaja

A stabil hézasitds probléma esetén Knuth [24] tette fel azt a kérdést, hogy egy tetszileges
parositasbdl kiindulva mindig elérhet6-e egy stabil parositds blokkolé élek egymas uténi
kielégitésével. Roth és Vande Vate [31] pozitiv vélaszt adott a kérdésre egy decentralizélt
algoritmus segitségével, amelyben parok és egyediilallé jatékosok egyenként lépnek be a
piacra, és a piaci egyensuly minden belépést kovetéen helyreall egy természetes ajanlattételi
mechanizmus révén. Késébb, Diamantoudi, Miyagawa és Xue [17] bizonyitotta be ugyanezt
az allitdst megoldhaté stabil szobatars problémak esetén.

Habar Roth és Vande Vate cikkének eredetileg mas célja volt, algoritmusuk modellként
hasznalhaté a kétoldali piacok dinamikajanak leirdasara. Maésrészrol, ez a mechanizmus
egyben egy inkrementalé algoritmusnak is tekinthetd, amely a belépé jatékosok belépési



sorrendjétél fiiggden ad egy stabil parositast. Ezen eredményektél fliggetleniil, hasonlé algo-
ritmust konstruélt Tan és Hsueh [36] stabil fél-parositas keresésére stabil szobatérs probléma
esetén. Paros grafok esetén a Tan—Hsueh algoritmus valéjaban ekvivalens a Roth—Vande
Vate algoritmussal. Az altalanosabb megoldéds azért komplikaltabb, mert nempéaros grafok
esetén végtelen ismétlodések is elofordulhatnak az ajanlattételi sorozatban, de ilyenkor egy
4j fél-sulyu kor létrehozasaval egy 0j stabil fél-parositdst lehet kapni.

Gale és Shapley [19] eredménye szerint a ,ldnykér&” algoritmussal kapott parositds
fit-optimalis, vagyis nincs olyan stabil parositas, ahol barmelyik fid jobb part kaphatna, vagy
mésképpen szélva minden fit a legjobb stabil pdrjdt kapja. Blum, Roth és Rothblum [13] ezen
eredmény felhasznéalasaval elemezte a kétoldali piacok dinamikajat. Megmutattak, hogy
az ajanlattételi sorozat eredménye mindig megjosolhaté: egy 4j fil megjelenését kovetden
minden fii vagy marad az aktudlis partnerével amennyiben ez lehetséges, vagy egy rosszabb
part kap, aki viszont a legjobb stabil parja a fiinak az 4j piacon.

Blum és Rothblum [14] megmutatta, hogy a fenti eredményekbdl kovetkezik, hogy az
utolsoként érkezo jatékos mindig a legjobb stabil parjat kapja a Roth—Vande Vate algoritmus
eredményeként. Bird, Cechlarova és Fleiner [11] dltaldnositotta ezen eredmények nagy részét
nemparos grafok esetére. Az aldbb ismertetett eredményeknél a legfontosabb bizonyitdsok a
kovetkezd Kulcs Lemman alapulnak.

2.3 Lemma (Kulcs Lemma) [11] Ha hM,, egy stabil fél-pdarositis G —v-ben, és az {v,u} él
nem blokkolja hM,-et, akkor v és u nem lehetnek pdrositva semmilyen stabil fél-pdrositdsban
G-ben.

2.4 Tétel [11] Tegyiik fel, hogy eqy 1ij jdtékos, v lép be a piacra és a stabilitds az S = (A|B)
ajanlattételi sorozatot kovetden dll helyre. Ekkor minden jdtékos a € A (b € B), aki ajanlatot
téve (elfogadva) vdlik pdrositottd, a legjobb (legrosszabb) stabil pdrjdt kapja a kialakuld stabil
fél-pdrositdasban.

2.5 Kovetkezmény [11] Ha egy jdtékos utolsoként érkezik a piacra, akkor a legjobb stabil
pdrjdt kapja.

2.6 Tétel [11] Minden jdtékos, aki az inkrementdld algoritmus utolsé aktiv fdzisdban lesz
pdrositva, ugy hogy ajdanlatot tett (fogadott el), akkor a legjobb (legrosszabb) stabil part kapja
a létrejovd stabil megolddsban.

2.7 Kovetkezmény [11] Egy stabil pdrositds, amelyben senki sincs dsszepdrositva a legjobb
stabil pdrjaval, nem kaphato meg inkrementdlo algoritmussal.

Blum és Rothblum [14] megmutatta, hogy egy jatékosnak csak elényére valhat, ha minél
késébb érkezik a piacra. A kovetkezd, ennek megfeleld allitast sikeriilt bizonyitanunk a stabil
szobatars problémara.

2.8 Tétel [11] Legyen az inkrementdld algoritmusban o €és o’ két érkezési sorrend, amely
csak annyiban kulonbozik egymdstol, hogy eqy v jdtékos a o sorrend szerint késébb érkezik



a piacra. Legyen hM és hM' az a két stabil fél-pdrositds, ami a o és o' érkezési sorrendek
alapjan alakul ki az inkrementdlo algoritmus végén. Ha v pdrositott akkor, legaldbb olyan jo
pdrt kap hM-ban, mint hM'-ben.

Gale és Sotomayor [20] megmutatta, hogy ha néhany fii meghosszabitja a preferencia-
listajat, akkor semmelyik fid nem jarhat jobban az 1j fit-optimalis stabil parositasban. Ebbol
az is kovetkezik, hogy ugyanez az &llitds igaz lesz abban az esetben is amikor néhdny
uj fid 1ép be a jatékba. Roth és Sotomayor [30] beldtta, hogy amennyiben egy tjonnan
érkez0 fiu parositva van az Uj jatékban, akkor biztosan van néhany lany, aki az 1j pia-
con minden stabil parositdsban jobb part kap, mint a régiben, és lesz néhany fiu, aki az
1j piacon minden stabil parositdsban rosszabb part kap, mint a régiben. A koévetkezdkben
ezt az eredményt altaldnositjuk nempéros grafokra, felhasznélva Irving és Pittel [27] mag-
konfiguraciékra kimondott tételének egy alabb ismertetett dltaldnosabb valtozatét. (Egy hM,
stabil fél-parositast G — v-ben egy v csiicshoz tartozdé mag-konfigurdcionak neveziink, ha v-t
hozzdadva a grafhoz az ajanlattételi sorozat, S(hM,) a lehet6 legrovidebb.)

2.9 Tétel [11] Ha hM, egy v-hez tartozé mag-konfigurdcio, akkor a kapcsolédd ajanlattételi
sorozatban ag(=v),b1,a1,...,ax_1,bk(,ar) minden személy legfeljebb egyszer szerepel, a soro-
zat egyértelmien meghatdrozott, és minden olyan, a sorozatban szerepld jdtékosra, aki G-ben
pdrositott, a kovetkezd tulajdonsdgok teljestilnek:

a) b; a legrosszabb stabil partnere a;-nak G — v-ben és bi11 a legjobb stabil partnere a;-nak
G-ben;

b) a; a legjobb stabil partnere bi-nek G — v-ben és a;—1 a legrosszabb stabil partnere b;-nek
G-ben.

A 2.9 Tételbdl kovetkezik Roth és Sotomayor [30] tételének az aldbbi, nempéros grafokra
vonatkozo altaldnositasa.

2.10 Tétel [11] Tegyiik fel, hogy egy j jatékos lép be a piacra. Ekkor létezhetnek olyan
jdtékosok, akik bizonyosan jobban (illetve rosszabbul) jarnak az 1j piacon, mint a régi piacon,
barmely stabil pdrositds alakul is ki. Ezen szereploket hatékonyan meg lehet taldlni.

3. Stable allokacié probléma

A stabil allokécié probléma hipergrafokra vonatkozé véltozata a kovetkezd. Adott egy
H hipergraf és minden v csicsra adva van egy linedris rendezés a wv-re illeszkedd éleken.
Tegyiik fel tovdbbd, hogy nemnegativ csics- és élkapacitdsokat: b : V(H) — R, és
¢ : E(H) — Ry rogzitiink. Allokdcionak neveziink egy z nemnegativ sulyfliggvényt az
éleken, ha minden e élre x(e) < c(e) és minden v csticsra » o, x(h) < b(v). Egy allokacié
stabil ha minden telitetlen e élnek (vagyis amelyre z(e) < c(e)) legaldbb az egyik v cstcsara
> vehe<,n L) = b(v) fenndll. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy e él domindlva van v-ben.

Biré és Fleiner [7]-ben megmutatta, hogy Scarf [32] tételébdl kovetkezik, hogy minden
stabil allokacié problémanak létezik megoldasa.



3.1 Tétel [7] Minden stabil allokdcié probléma hipergrdfokon megoldhatd.

A stabil allokdcié problémdt Baiou és Balinski [5] definidlta paros gréfokra. Az 6
ugynevezett induktiv algoritmusuk kétoldali piacokra O(n + m) javité 1épésben megoldja a
feladatot (ahol n és m a cstcsok illetve az élek szamét jeloli a grafban), vagyis az algoritmus
erésen polinomidlis (vagyis a futdsidé nem fiigg a kapacitdsoktdl).

Az egészértékii feladatot, (vagyis amikor egész csics- és él-kapacitdsok esetén megkove-
teljiik, hogy az x allokdcid is minden élen egész legyen) stabil idébeosztds feladatként definidlta
Alkan és Gale [3], habdr az &ltaluk vizsgilt modell a némileg &ltaldnosabb, tgynevezett
helyettesithetd preferencidk esetére vonatkozott. Megmutattak, hogy a Gale-Shapley algo-
ritmus egy természetes altaldnositdsaval mindig megoldhaté a probléma kétoldali piacokon.
Mi, az id6beosztas elnevezés helyett a stabil allokacié feladat egészértékli valtozatara egy
szertien egészértéki stabil allokdcio problémaként hivatkozunk a dolgozatban.

Fontos megjegyezniink, hogy amennyiben minden cstcs- és élkapacitas 1 egy egészértéki
stabil allokaci6 problémaban, akkor a stabil parositds problémat kapjuk. Ha csak az
élkapacitasokra kotjik ki ezt a feltételt, akkor az ugynevezett stabil b-pdrositds problémadt
kapjuk (amit gyakran sok-a-sokhoz stabil parositds problémanak is neveznek kétoldali piacok
esetén). Tovdbba, ha a kétoldali piacok egyik oldaldn minden csics kapacitdsa 1, akkor
a sok-az-egyhez stabil parositds, (vagy ,az egyetemi felvételi”, vagy ,a korhazi gyakornok
elhelyezésének problémajat” kapjuk).

Minden fent leirt specidis egészértékli allokacié probléma megoldhaté a Gale-Shapley al-
goritmussal kétoldali piacok esetén, s6t, valdjaban Gale és Shapley [19] cikkének az egyetemi
felvételi probléma megolddsa volt az eredeti célja. Az altaluk leirt természetes algoritmus
szolgal alapul rengeteg jelenleg is miikédo pérosité programnak kétoldali piacokon. Mi
tobb, mint késébb kideriilt [29], ugyanez az algoritmus mar 1952-ben implementélva lett a
National Intern Matching Program-ban.

3.1. Az egészértékii stabil allokacié probléma grafokon

Biré és Fleiner megmutatta [7]-ben, hogy a Scarf-lemmé&bdl [32] kovetkezik, hogy minden
egészértékli stabil allokdcié probléméanak gréafokon létezik fél-egész megoldédsa. A bizonyitds
hasonlé Aharoni és Fleiner [2] bizonyitdsahoz, amellyel a stabil fél-parositdasok létezését
igazoljak a stabil szobatars probléma esetén.

3.2 Tétel [7] Minden egészértéki stabil allokdcio problémanak létezik fél-egész megolddsa.

A tézisben [6] bemutatunk két alternativ bizonyitdst is a fenti &llitds igazoldséra.
Az els6é érvelésben megmutatjuk, hogy minden egészértékii stabil allokdcié probléma
graf-konstrukcidkkal visszavezethetd a stabil szobatars problémara. Egy egyszeri 1épéstél
eltekintve ez az érvelés megtaldlhaté Cechldrova és Fleiner [15] munkéjaban. Fontos azonban
megjegyezniink, hogy ez a visszavezetés nem polinomidlis, a stabil szobatars probléma



mérete erésen fligg az allokacids probléméban megadott kapacitdasoktol.

A miésik bizonyitds konstruktiv: Balou és Balinski [5] algoritmsat altaldnositjuk nempéros
grafokra. Az induktiv algoritmus lényege a kovetkezd: kezdetben minden v csicsra a kapa-
citast b%(v) = O-ra allitjuk. Ekkor z°(e) = 0 minden e € E(G)-re egy trivialis stabil allokacit
ad. Ezutdn folyamatosan noveljik a csicsok kapacitdsat, mikozben javito-utakon keresztiil
valtoztatva az allokacién, mindig stabil megoldast kapunk az aktudlis kapacitasokra. Ezt
addig folytatjuk, amig minden csiicson el nem érjiik az eredetileg megadott b csicskapacitést.

Ahogyan Baiou és Balinski induktiv algoritmusa egyfajta altalanositdsa Roth és Vande
Vate inkrementalé algoritmusanak, igy az altalanos, nemparos grafokra vonatkozé induktiv
algoritmus is dltaldanositja a Tan—Hsueh inkrementalé algoritmust. Valéjaban, ha az induktiv
algoritmust a szobatirs probléméra alkalmazzuk, akkor igazolhatd, hogy ugyanazon a
javito-iton torténik meg a valtoztatdas, mint amelyiken a mag-konfiguraciékhoz tartozé
legrovidebb ajanlattételi sorozat végbemegy az inkrementald algoritmusban.

Az altalanositott induktiv algoritmus futdsi idejérdl a kovetkezé allitast lattuk be a
tézisben [6].

8.3 Tétel [6] Az induktiv algoritmus O(n +m) 3, cy () b(v) ndveld lépés utdn ad fél-egész
stabil allokdcidt eqy egészértéki stabil allokdcio problémdra grdfok esetén.

Vagyis az altaldnositott induktiv algoritmus nem marad erdsen polinomidlis. S6t, [6]-ben
egy példa segitségével megmutatjuk, hogy a futasi idé valéban a csicsok szdméanak expo-
nencialis fliggvénye lehet. Habar érdemes megjegyezniink, hogy az ugynevezett skalazasi tu-
lajdonsag miatt az induktiv algoritmus ismert technikaval polinomidlisséd teheté. De az a
kérdés tovabbra is nyitott, hogy vajon létezik-e erésen polinomidlis algoritmus az egészértékl
stabil allokacié problémara nemparos grafokon.

3.2. Fels6oktatasi felvételi rendszer Magyarorszagon

1983 4ta a felsGoktatasi felvételi rendszer egy kozponti pérosité program segitségével
miikddik Magyarorszagon. A magyar egyetemeken az oktatds karok, és azon beliil is szakok
szerint van szervezve viszonylag fliggetlen modon. Ezért Magyarorszagon a didkok egyes
szakokra adhatjak be jelentkezésiiket.

A felvételi eljards eljaras kezdetén a didkok a preferencidjukat is megadjak azon sza-
kokrél, amelyekre felvételiznek. A didkok minden szak esetén felvételi pontszémot kapnak a
kozépiskolai eredményeik és a felvételi vizsgdk alapjan. Megjegyezziik, hogy ezen pontszamok
kiilonboz6 szakok esetén eltéroek lehetnek. Minden egyetem adott szamu didkot vehet fel az
egyes szakokra, ezeket a kvdtdkat az Oktatdsi Minisztérium elére rogziti. A jelentkezések és
a pontszamok Osszesitése utan egy kozponti program szamitja ki a felvételi ponthatarokat
minden szak esetén. Minden jelentkez$ arra az els6 szakra lesz felvéve a rangsora szerint,
ahol a pontszama eléri a felvételi ponthatart.



Formadlisan A = {aj,as,...,a,} jeldlje a jelentkez&ket és F' a szakok halmazit, ahol g,
az f, szak kvotdjat jeloli. Legyen az a; jelentkezd rangsora egy P! listdban rogzitve, ahol
fv >i fu azt jelenti, hogy f, szak megelézi f, szakot ebben a listdban, vagyis a; az f, szakot
preferdlja az f,-val szemben. Legyen s!, az a; jelentkezé pontszama az f,, szakon.

Egy [ ponthatér egy egészértékili nemnegativ fliggvény [ : F — N. Egy a; jelentkez6 az
fu szakra lesz felvéve az [ ponthatar szerint, amennyiben eléri a ponthatart az f, szakon,
és fy az elsé ilyen szak a listajan, vagyis s!, > I(f.), és st < I(f,) minden f, >; f, szakra.
Egy | ponthatar megengedett, ha a felvett jelentkezOk szama egyik szak esetén sem tObb
mint a megadott kvéta. Egy megengedett ponthatirt stabilneak neveziink, ha semmelyik
szakon nem csokkenthet$ a ponthatar a kvéta tullépése nélkil (feltéve, hogy a tébbi szakon
a ponthatarok valtozatlanok maradnak). Megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor
nincsenek holtversenyek (vagyis amikor a jelentkez8k pontszamai kiilonboznek minden szak
esetén), akkor a ponthatarokhoz tartozé parositdsok stabilitdsa ekvivalens Gale és Shapley
[19] eredeti stablitas fogalmaval.

A Magyarorsziagon jelenleg haszndlt, ez egyetemek fel6l futtatott pontszamitasi algorit-
mus, valamint ugyanezen algoritmusnak a jelentkezdk feldl futtathato valtozata is részletesen
bemutatésra keriilt [8]-ben. Mindkét algoritmus természetes altalanositdsa a Gale-Shapley
algoritmusnak. Az egyetleg kiilénbség, hogy ebben az esetben a holtversenyek miatt az
egyetemek nem vélaszthatnak ki pontosan annyi jelentkezot, amennyi a kvétajuk, hanem
minden esetben azt a lehet6 legkisebb ponthatart adjak, amelyre a felvettek szama még nem
haladja meg a kvétat.

Amennyiben a jelentkez6k pontszamai kiilénbézék lennének minden szak esetén, akkor
ezen algoritmusok tokéletesen megegyeznének a Gale—Shapley algoritmus két véltozataval.
FEmiatt nem meglepd, hogy mind a stabilitds, mind a megolddsok optimalitdsa tekintetében
hasonlé allitasokat lehet beldtni ezen pontszamitasi algoritmusokra is:

3.4 Tétel [8] Mind az egyetemek feldl futtatott algoritmussal kapott ponthatdr, lp mind a
jelentkezdk feldl futtatott algoritmussal kapott ponthatdr, 14 stabil.

Azt mondjuk, hogy egy | ponthatér jobb, mint egy [, ponthatér a jelentkezok szamara, ha
I <, (vagyis ha I(fy) < l«(fy) minden f, szak esetén). Ebben az esetben ugyanis minden
jelentkez6 ugyanarra, vagy egy jobb szakra lesz felvéve az | ponthatarhoz tartozé parositas
esetén, mint az [,-nal.

3.5 Tétel [8] I a lehetséges legrosszabb és 1y lehetséges legjobb stabil ponthatdr a jelentkezdk
részére, vagyis minden | stabil ponthatdrra fenndll, hogy la <1 <lp.

4. Oszthatatlan javak cseréje

Tegyiik fel, hogy adott egy egyszerii irdnyitott graf D = (V, A), ahol a jatékosok halmaza
V. Minden jatékosnak legyen egy darab oszthatatlan java, példdul egy héza, és (i,7) legyen
A-nak egy irdnyitott éle abban az esetben, ha i hdza megfelel a j jatékosnak. A V halmaz



egy 7 permutécidjat cserének nevezziik akkor, ha minden i € V-re, i # 7(i)-bol kovetkezik,
hogy (i,7(i)) € A, vagyis ha a csere folytdn minden jitékos egy szamdara megfelel6 hazat
kap. Egy csere ekvivalens médon tekinthet6 irdnyitott korok pont-diszjunkt pakolasanak az
irdnyitott D grafban. Jeloljik C7(i)-vel azt a kort, amely a m cserében i jatékost tartal-
mazza. Amennyiben C™ (i) hossza legalabb 2, akkor a jatékost a csere altal fedettnek mondjuk.

Shapley és Scarf [34] az oszthatatlan javak cseréjének probléméjit egy partivciondlédsi
NTU-jatékként irta le és elemezte, ezt gyakran hdzcsere jatékként is hivatkozzak az
irodalomban. Itt a jatékosok egy S halmazanak lehetséges kozOs egylttmiikodései az S
permutacioi, és az egyes jatékosok ezen egylittmiikodések feletti preferencidja egyértelmiien
adédik a tobbi jatékos hazain adott preferencidjan, vagyis mindenki azt a cserét szereti
jobban, ahol jobb hazat kap. Formélisan, mivel egy 7 cserében minden i jatékos a 7~ 1(i)
jatékos hazat kapja meg, ezért i a 7 cserét preferalja a o-val szemben, ha m~1(7) hza jobban
tetszik neki, mint a o~1(7) hdza. Tehat ebben a jitékban egy 7 csere benne van a jaték
magjaban, avagy masképpen mondva stabil, akkor, ha nincs olyan B blokkolé koalicié és
B-nek egy o permuticiéja amelyben minden ¢ € B jatékos a o cserét preferdlja a m-vel
szemben. Shapley és Scarf megmutatta, hogy minden ily mddon definidlt csere-piacnak
létezik magbeli eleme. S6t, egy ilyen magbeli elem konstruktiv médon is megtalalhatd az
ugynevezett Top Trading Cycle (TTC) algoritmussal, amit eredetileg Gale javasolt.

Az ugynevezett permutdcios jdaték a hazcsere jaték kifizetéses véltozatdanak tekinthetd.
Ezen TU-jaték magjanak nemiires voltat Tijs és tarsai [37] lattak be el6szor, megmutatva,
hogy a minden ilyen jaték kiegyensilyozott. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben minden
magbeli elemnek megfelelé csere egyben egy maximalis 6sszsulyu cserét kell, hogy adjon az
irdnyitott grafban.

Nemrégiben kideriilt, hogy a fenti modell kivalléan alkalmas lehet egy fontos alkalmazas,
a vesecsere probléma leirdsara. Itt olyan beteg-donor péarok érintettek a problémaban,
melyek kozott immunoldgiai okok miatt az atiiltetés nem lehetséges. Néhany esetben az ilyen
inkompatibilis parok kozott lehetséges a csere, ha a kiilonb6zé parok donorjai és betegei
kompatibilisek egymassal. Itt a formélis leirds szerint V jeloli az inkompatibilis parokat és
egy (u,v) él akkor keriil bele a D irdnyitott grafba, ha az u par donorja megfelel a v par
betegének.

Erre a problémara alapvetéen hdrom f6 megkozelités ismert az irodalomban illetve a
gyakorlatban megvaldsult programokban. Legfontosabb szempontként a legtobb modellben
cél a lehetd legtobb beteg megfelel6 veséhez juttatdsa, amely egy maximélis méretli csere,
avagy iranyitott korok maximalis méretii pakoldasanak problémajara vezet. Mas alkal-
mazdsokban viszont a megfelelé vesék kozotti kiilonbségeket is figyelembe veszik. Ilyenkor
az egyik megkozelitésben egy olyan megoldast keresnek, ahol a csere varhaté Gsszhaszna
maximalis. Ez a feladat egy maximélis Osszsulyd korpakoldsi probléméra vezet. Végiil, a
harmadik koncepcidoban a f6 szempont a stabilitds. Itt az alapesetben a megfelel6 hazcsere
jaték mag-megoldésai koziil valasztunk egy ,legjobb” kimenetet.

A fenti modellekben a nehézséget az okozza, hogy sok esetben a cserékben szerepl6 korok
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hossza korlatozott. Ennek gyakorlati oka az, hogy a vesecserék esetén az egy korben 1évo
atliltetéseket mind egyidoben kell végrehajtani. A legtobb programban ezért csak paronkénti
cseréket engedélyeznek, de néhdny mar miikodé programban a 3 hosszu korok is lehetségesek.
Ez motivélja a korldtos hosszi korokoén torténé cserék probléméjat. Megjegyezziik, hogy a
legfeljebb [ hosszu koroket tartalmazé cserék problémaéja ekvivalens a legfeljebb [ hosszu
irdnyitott korok pont-diszjunkt pakoldsanak probléméjaval.

Ha [ = 2, vagyis ha csak paronkénti cseréket engediink meg, akkor a feladat egy parositas
problémava valik egy irdnyitatlan G grafon, amelyben akkor kot Ossze él két csicsot, ha a
paronkénti csere lehetséges a megfelelé jatékosok kozott. Ebben az esetben a hézcsere jaték
ekvivalens a stabil szobatars problémaval, és a permutacié jaték a stabil parositas probléma
kifizetéses valtozatdnak felel meg. Ezen jatékoknak lehetséges, hogy nincs mag-megoldasuk,
de ennek eldontése, illetve nemiires mag esetén egy megoldds megtaldlasa mindkét esetben
megoldhaté polinom idejli algoritmussal. Amennyiben viszont a legfeljebb 3 hosszi koroket
tartalmazé cserék problémaéjat tekintjiik, ott a legtobb feladat a TU és az NTU-jatékokra is
NP-nehézzé vialik.

4.1. Maximalis 6sszsilyu cserék problémaja megkotésekkel

A kovetkezékben Bir6 és Rizzi [12] néhany eredményét gytijtjiik dssze a maximélis méretii
és a maximalis Osszsulyu legfeljebb [ hosszu koroket tartalmazé cserék problémairdl.

4.1 Tétel [12] A mazximdlis méretd legfeljebb | hosszu kdroket tartalmazo cserék problémdja
minden | > 3 egész esetén APX-nehéz.

Ebbol az eredménybdl nyilvanvaléan kovetkezik, hogy a maximélis Osszsilyu cserék
problémaéja is legalabb ennyire nehéz, hiszen ez utébbi egy altalanosabb probléma. Ez
igazolja a kozelité algoritmusok vizsadlatanak fontossagat ezen problémak esetében.

A maximalis 6sszsulyu legfeljebb [ hosszu koroket tartalmazoé cserék problémaéja visszave-
zethetd a maximaélis Gsszstlyt legfeljebb | méretli halmazok pakoldsénak problémajara (amely
ekvivalens médon tekintheté egy maximélis Osszstulyd parositds keresési problémajanak hi-
pergréfokon). A kovetkez6 kozelithet8ségre vonatkozé eredményt Arkin és Hassin [4] litta
be. Egy alternativ bizonyitds taldlhaté Bir6 és Rizzi [12] munkdjaban, amely egy kevésbé
altalanos lokalis keres6 algoritmuson alapszik.

4.2 Tétel (Ankin-Hassin 1998, [12]) A mazimdlis dsszsulyu legfeljebb I méreti halmazok
pakoldsdnak problémdja minden € > 0 esetén kozelitheté | — 1 + € faktorral.

Mivel a vesecsere programokban a legjobb megoldds megtalaldsa valéban életbevagd

feladat, ezért az egzakt megoldds megtaldldsa is igen fontos. A kovetkezé eredmény egy
specidlis exponencidlis algoritmus kovetkezménye.
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4.3 Tétel [12] A mazimadlis osszsulyu legfeljebb 3 hosszi kordket tartalmazd csere problémdja
megoldhaté O(27 ) idében (ahol m az irdnyitott grdf éleinek szdmdt jeloli).

4.2. Stabil csere probléma

A stabil csere problémék egy csalddja a [9] cikkben keriilt bemutatasra és elemzésre. Amint
azt mar emlitettiik, a stabil csere probléma alapesetét, a héazcsere jatékot mar Shapley és
Scarf [34] megoldotta. Erdemes megjegyezni, hogy az 6 definiciéjuk arra az altalanosabb
esetre vonatkozott, amikor egy jatékos két hdz kozott indifferens is lehet. Ilyen esetben a
gyengén stabil megoldas tekintendé mag-megoldasnak.

Cechldrova és tarsai [16] definidltdk az ugynevezett L-preferencidkat. Itt egy ¢ jatékos
akkor preferdl egy m permutaciot egy masik o permutdcidval szemben, ha vagy jobban
tetszik neki az 7~!(i) hdz, mint a ¢~!(i) hdz, vagy indifferens kozottiik, de a C™(i) kor
hossza kisebb, mint a C9(i) kor hossza. Az ilyen preferencidkon alapulé NTU-jatékot
vesecsere jatéknak nevezték. A TTC algoritmus dltal kapott megoldds ebben az esetben is
stabil marad. Természetesen meriil fel viszont a kérdés, hogy a stabil megolddsok kozil
ki lehet-e hatékonyan vélasztani azt, amelyik a legnagyobb méretli. Biré és Cechldarova
[10] beldtta, hogy a stabil cserével lefedett jatékosok szaménak maximalizdldsianak feladata
L-preferencidk esetében NP-nehéz (ezt a feladatot jeloli MAXCOVER-LSE).

4.4 Tétel [10] MAXCOVER-LSE nem kézelithetd nl=¢ faktoron belil semmilyen ¢ > 0-ra,
kivéve ha P = NP.

A legfeljebb [ hosszu koroket tartalmazoé csrék probléméjat vizsgalva, a blokkolé korok
hosszara tett korlatozasok szerint természetes médon kaphatunk t1j problémakat. Azt
mondjuk, hogy egy csere b-stabil, ha a cserének nincsen legfeljebb b méretii blokkold
koalicidja. Bird [9], [6] a kovetkezd eredményeket litta be a 3-stabil, legfeljebb 3 hosszi
koroket tartalmazd cserék probléméajardl.

4.5 Tétel [9], [6] A 3-stabil, legfeljebb 3 hosszi kiroket tartalmazo cserék problémdja NP-
teljes.

4.6 Tétel [9], [6] A mazimdlis méretl; 3-stabil, legfeljebb 3 hosszi kirdket tartalmazo cserék
kereséséhez tartozo eldontési probléma NP-teljes még hdrom oldali iranyitott grdafok esetében
is (vagyis, ha V(D) = M UW UC és minden (i,5) € A(D) él W x M-bél vagy C x W-bél
vagy M x C-bdl vald).

Az aldbbiakban kapcsolédé eredményeket gyiijtottiink Ossze ismét egy tabldzatban, ahol
az eredményekhez megint [Ri] indexeket rendeltiink. A kordbbiakban mér emlitést tettiink
néhany parositasokra vonatkozé eredményrél, melyek ebben a téblazatba is bekeriiltek ([R2],
[R3] és [R4] indexekkel). Shapley és Scarf [34] tétele a hézcsere jaték magjanak létezésérol az
[R5] indexet kapta. Irving [22] bizonyitotta be nemrégiben azt az allitdst, hogy az igynevezett
ciklikusan stabil parositdsok probléméja (avagy a stabil paronkénti cserék probléméja) NP-
teljes [R6]. Ugyanez az allitds igazolhaté a 3-stabil paronkénti cserék esetében is [R7]. Végiil,

12



a 777-et tartalmazo rublikdk olyan problémékhoz tartoznak, melyek nyitottak, de amelyek
megoldasa fontos lehet a gyakorlati alkalmazdasokban. Ennek okait a tablazat alatt fejtjik ki
részletesebben.

l= 2-way exchange 3 hosszu kor csere
b= szigoru nem sz. szigoru nem sz. | szigord | nem sz.
2- létezik? P [R2] NPc [R3] | 777 (Igen) | (Igen)
stabil | MAXCOVER | P NPc [R4] 777
3- létezik? NPc [R7] | (NPc) NPc (4.5) | (NPc) (Igen) | (Igen)
stabil | maxcoveR | (NPc) (NPc) NPc (4.6) | (NPc)

létezik? NPc [R6] | (NPc) (NPc) (NPc) (Igen) | Igen [R5]
stabil | mAXcoVER | (NPc) (NPc) (NPc) (NPc) 777

A jelenlegi vesecsere programokban sok esetben a legfeljebb 3 hosszi kordket tartal-
mazé cserék jelentik a lehetséges megoldédsokat, és ezen esetekben a paronkénti stabilitas
természetes elvérasként fogalmazédhat meg a programmal szemben. Ily médon a 2-stabil,
legfeljebb 3 hosszu kordket tartalmazoé cserék probléméja fontos nyitott kérdés lehet a gya-
korlatban. Amennyiben nem tesziink megkotéseket a cserékben szereplé korok hosszara nézve,
akkor a TTC algoritmus minden esetben egy stabil megoldast szolgdltat (amely egyben 2-
stabil csere is természetesen). De a stabil cserével lefedett jatékosok szdménak maximalizéldsi
feladata ezen alapesetekben még megoldatlan.
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