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Bevezetés

Az informéciégeometria nemkommutativ altalanositasat — szorvanyos kezdeménye-
zésektol eltekintve — az 1990-es években kezdték kidolgozni. Ez a tudoményteriilet,
mint ahogy a neve is sugallja, a matematika meglehetosen kiillonb6zo agait hasznalja
eszkozként. Az elsddleges alapot a statisztika és az informacidelmélet szolgaltatja.
Bizonyos statisztikai modellek olyan Riemann-sokasagnak tekinthetok, amelyben a
modell differencidlgeometriai jellemz6i statisztikai jelentést nyernek. A statisztika és
a differencidlgeometria ezen Otvozetét nevezik informaciégeometrianak. Az 1920-as
években korvonalazédé kvantummechanika matematikai eszkoztaraban jelent meg a
valészintiségszamitas djfajta, altalanosabb megkozelitése, melyet ma nemkommutativ
valészintiségszamitasnak neveznek. A klasszikus statisztikai modell fogalma, mely
szorosan kapcsolodik a Kolmogorov-féle valdszintiségszamitas fogalmaihoz, altalanosit-
haté a nemkommutativ valészinliségszamitas esetére is. Ezt az altalanositott statisz-
tikai modellt szintén Riemann-sokasaggd lehet tenni. Az igy nyert matematikai
objektumok képezik a nemkommutativ informaciégeometria vizsgalatanak targyat.

A nemkommutativ informaciégeometria bemutatasahoz elengedhetetlen a mate-
matika néhany fejezetének a nagyon vazlatos, célorientalt, attekintése. Fdként a
statisztika, a valdszintiségszamitas, a differencidlgeometria és a funkciondlanalizis
eszkozeit fogjuk alkalmazni specidlis esetekben. Ezen eszkozok bemutatdsa soran
nem célunk a sziikséges matematikai fogalmak és tételek legdltalanosabb formajanak
az attekintése, megelégsziink azzal a fogalmi kerettel, melyet a nemkommutativ
informaciogeometria kivan. Egy-egy tudomaéanyteriileten jol ismert tételekhez nem
irunk kiilon-kiilon referenciat, hanem a fejezetek elején taldlhaté bevezetében utalunk
az adott tudomanyteriilet néhany alapozo jellegli angol, illetve magyar nyelvii iro-
dalmara, ahol a tételek bizonyitdsokkal és tovabbi referencidkkal egyiitt fellelhetok.
A bevezetett alapfogalmakat illetve tételeket gyakran (egymdsra épiild) példakon
keresztiil mutatjuk be. Az eloforduldé példék végét a 9  szimbolum jeloli, a
bizonyitasokét pedig (. Az abrak elkészitése és a numerikus szimulaciok elvégzése
a Maple matematikai program segitségével tortént.

A nemkommutativ informéacidégeometria bizonyos teriiletein elért ijabb eredmények
bemutatasat harom, elOkészité jellegli fejezet elézi meg. Az els6 fejezetben a
statisztika és a klasszikus valdszinliségszamitas azon alapfogalmait és eredményeit
tekintjiikk at, melyeket a késébbiekben jol tudunk hasznalni a nemkommutativ esetre
valé altalanositaskor. El6szor a statisztikai modell fogalmat értelmezziik, majd
példdkon keresztiill mutatjuk be a két fobb modelltipust, az exponencidlis, illetve
a kevert csaldadot. Majd a statisztikai modellhez rendelt Fisher-féle informaciot
definialjuk, és attekintjiik a fobb tulajdonsagait, tobbek kozott a paraméterbecslésben
kozponti szerepet jatszo Cramer—Rao-tételt. Az entrépia definidlasa utan réviden



megemlitjik a fizikdban sokat hasznalt maximélisentrépia-elv eredetét, és bemutatjuk
egy alkalmazasat, eljutva igy a Gibbs-dllapotok fogalméhoz. Az eloszlasok kozotti
tavolsag fogalmat, az altalanositott divergenciat tisztazzuk ezutan, és megmutatjuk,
hogy ez szorosan kapcsolédik a Fisher-féle informaciéhoz. Végiil az eloszlasok
rendezetlenségére utalé majorizéciés relaciét mutatjuk be, és szamos ekvivalens
feltételt adunk a relacié fennallasara.

A masodik fejezet célja a klasszikus informacidogeometria alapvetd eszkozeinek a
bemutatasa. Néhany példatol eltekintve a sokasdg mindig valamilyen statisztikai
modell lesz a fejezet folyamén. A differencidlgeometriai alapfogalmak attekintése
utan kozelebbrol megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van a Riemann-sokasaghban
1évo gomb térfogatanak a sugar szerinti Taylor-sorfejtése és a sokasdg gorbiiletét
jellemz6 paraméterek kozott. Majd megemlitjiikk Cencov tételét, mely szerint a diszkrét
eloszlason alapulé statisztikai modellt statisztikailag relevans moédon lényegében
csak egyféle képpen lehet Riemann-sokasdggd tenni. A részsokasiag és a sokasag
gorbiilete kozott fennalld kapcesolat lehetoséget teremt arra, hogy a statisztikai modellek
gorbiiletét egy tijabb mddszerrel is meghatarozhassuk. Ezt kozelebbrol is megvizsgaljuk
a diszkrét- és a normadlis eloszlas csaladjanak az esetében. Majd egy djabb, geometriai
eredetli, tavolsdgfogalmat vezetiink be.

A harmadik fejezet az informéaciégeometria nemkommutativ (kvantummechanikai)
altalanositdsrol szol. A kvantummechanika és a matematikai modellje kozti kapcsola-
tot bemutaté elso rész utan a klasszikus valdszintiségi eloszlast altalanositjuk, eljutva
igy a kvantummechanikai allapot fogalmahoz. Ezen allapotokra is értelmezheté az
entrépiafiiggvény és a majorizdciés relaci6, valamint a (kvantummechanikai) maxi-
maélisentrépia-elvbél szérmaztathaték (a klasszikus esethez hasonléan) a kvantum-
mechanikai Gibbs-allapotok. A statisztikai modell fogalma is egyszertien definidlhaté
a nemkommutativ esetben, azonban a Fisher-féle informacié altalanositasa mar messze
nem egyértelmli. Bemutatjuk az altalanositas néhany valtozatat, valamint a Cencov-
tétel kvantummechanikai megfelel6jét, a Petz-féle osztalyozasi tételt, mely szerint az
allapottéren értelmezett statisztikailag relevans Riemann-metrikak bizonyos operator-
monoton fliggvényekkel indexelhetok. Tehat mig a klasszikus esetben egyértelmi
a Fisher-féle informécid, addig a nemkommutativ esetben sok ilyen Fisher-féle in-
formacios mennyiség létezik. Ezek koziil az irodalomban leggyakrabban el6forduldkat
részletesen megvizsgaljuk; és példakon keresztiil mutatjuk be, hogy a klasszikus Fisher-
féle informacidhoz kapcsoldédo egységes kép, hogyan aprozddik fel a nemkommutativ
esetben: példaul a klasszikus esetben az entropiafliggvény masodik derivaltjabdl is és
a megfelel6 dimenzi6ji gombon értelmezett euklideszi metrikabdl is egyazon Riemann-
metrikat lehetett szarmaztatni a diszkrét statisztikai modelleken, addig a nemkom-
mutativ esetben az els6 mddszer a Kubo-Mori-féle Riemann-metrikat adja, a masodik
pedig a Wigner—Yanase-féle Riemann-metrikat generalja (mely metrikdk Petz-osztélyo-
zasi tétele szerint a klasszikus Fisher-féle informacio relevans altalanositasai, azon-



ban nem azonosak). Megemlitjitk tovabbd a Cramer—Rao-egyenl6tlenség egyik altala-
nositasat. A relativ entropiat szintén ki lehet terjeszteni a nemkommutativ esetre,
és a klasszikus esethez hasonléan igazolhatd, hogy a maésodik derivaltja Fisher-féle
informacios mennyiséget general . Ezen relativ entrépidk bizonyos operatorkonvex
fiiggvényekkel indexelhetok, és tobbek kozott kidertil, hogy kolcsonosen egyértelmi
megfeleltetés 1étezik bizonyos operatorkonvex fiiggvények ekvivalenciaosztalyai és a
relativ entropidk altal generdlt Riemann-metrikdk kozott. Tovabbd tisztazzuk a nem-
kommutativ Fisher-féle informéacié, nemkommutativ relativ entrépia, az operatorkon-
vex és az operatormonoton fliggvények egymassal valé kapcsolatat.

A negyedik fejezetben részletesen megvizsgaljuk a kvantummechanikai allapotok
terének néhany differencidlgeometriailag fontos tulajdonsagédt, abban az esetben, ha
Fisher-féle informaciéonak megfelel6 Riemann-metrikaval latjuk el az allapotteret.
El6szor a sokasag gorbiileti tenzorat hatarozzuk meg, valamint a beldle szamolhato
skalargorbiiletet. Ezen szamitas soran segitséget jelent, hogy a masodik fejezetben mar
meghataroztuk a tobbdimenzids normaélis eloszlasok csaladjanak a gorbiiletét. Majd a
skalargorbiilet kiszamitasa utan Petz-sejtését, illetve a sejtés bizonyitasaban eddig elért
eredményeket mutatjuk be. A sejtés szerint a kevertebb (vagy kaotikusabb) allapotban
nagyobb az allapottér skalargorbiilete, ha az allapotteret a Kubo-Mori-féle Riemann-
metrikaval latjuk el. Ennek az igazolasat neheziti, hogy a skalargorbiilet kifejezése
meglehetosen bonyolult formula. Petz-sejtése azonban nem igaz, ha az allapotok
terét tetszoleges Fisher-féle Riemann-metrikaval lathatjuk el, erre néziink példat a
legegyszeriibb, de még nem trividlis kvantumallapotok terén. Majd a bonyolultabb
allapottereken numerikus szimulaciok segitségével elemezziik a skalargorbiilet-fliggvény
viselkedését az irodalomban gyakran eléfordulé Riemann-metrikak esetében. Végiil az
allapottérben 1évo gomb térfogatanak a sugar szerinti Taylor-sorfejtését hatarozzuk
meg bizonyos metrikak esetén.






1. Statisztikai alapok

A fejezetben azon statisztikai fogalmakat és alapveto tételeket tekintjik at, melye-
ket a késObbiekben jol tudunk hasznalni a nemkommutativ valoszinliségszamitas terii-
letén. A statisztikai definicidkat és tételeket olykor egyszertisitett formaban emlitjiik.
Ez természetesen megszoritasa az altalanosabb statisztikai formalizmusnak, azonban a
kvantummechanikai (nemkommutativ) esetre vald kiterjesztésnél az itt bemutatandd
statisztikai fogalmak és tételek boven elégségesek lesznek. A statisztikabol bemu-
tatando részek megtalalhatdak a bevezetd jellegli statisztika konyvek nagy részében,
példdul a magyar nyelvii [16, 17] konyvekben, vagy a tovébbi fejezetek olvasasiahoz is
segitséget nyujté [2, 3] konyvekben.

El6szor a vizsgalodasunk targyat a statisztikai modellt, definidljuk, majd a modell
Fisher-féle informaciojat vizsgaljuk meg részletesen. Tételeken keresztiil megmutatjuk,
hogy a Fisher-féle informéciés mennyiség miként méri az informaciot, és milyen szerepe
van a statisztikai paraméterbecslésben. Ezt kovetden a statisztikus fizikdban sokat
hasznalt maximalisentropia-elv eredetét, jelentését és példakon keresztiil a hasznéalatat
mutatjuk be. Majd az eloszldsok kozotti tavolsdgfogalmat tisztazzuk, valamint
az ilyen tavolsagjellegii fliggvények példajan keresztiil igazoljuk, hogy a Fisher-féle
informéacio ezen a tertileten is kdzponti szerepet jatszik. Végiil a diszkrét eloszlasokon
értelmezett majorizacios relaciét mutatjuk be, és ekvivalens feltételeket adunk a reldcié
fennallaséra.

1.1. Fisher-féle informacio

A statisztika és a valdszintiségszamitas hatékony eszkoz Osszetett, sokparaméteres
rendszerek vizsgdlatara. Az elméleti médszer egyik alapfogalma az eloszlasfiiggvény.
Az adott tudomanyteriilet elméleti hattere szolgaltatja a lehetséges eloszlasfiiggvények
halmazat. A rendszerbdl vett mintak mérésével kivdlaszthato a vizsgalat szempont-
jabdl legmegfelelobb eloszlasfiiggvény az elméletileg adott halmazbdl. Kiilonbozo
tudomanyteriiletekrdl szarmazé lehetséges eloszlasok halmazanak az 6sszefoglalé mate-
matikai altalanositdsa a statisztikai modell.

1.1. Definicié. Az S = (X, B(X), S, Z) négyest statisztikai modellnek hivjuk, ha

1. X tetsz6leges nem iires halmaz, és B(X) az X halmaz részhalmazainak valamely
o-algebraja,

2. S elemei valészintiségi mértékek a B(X) o-algebran,

3. létezik egy
i:=2—8 U uy (1.1)

bijekeié.



1. STATISZTIKAI ALAPOK

A tovabbiakban csak specidlis statisztikai modellekkel foglalkozunk. Az alabbiakat
koveteljiik meg a statisztikai modelltol.

1.

Valamilyen pozitiv egész m-re = C R™ teljesiil, tovabba = 0Osszefiiggd nyilt
halmaz. Ekkor azt mondjuk, hogy & m-dimenzids statisztikai modell.

. Ha az X alaphalmaz véges, akkor azonosithaté valamilyen n természetes szam

esetén az X,, = {0,1,...,n} halmazzal. Ekkor B(X) az X hatvanyhalmaza.
Minden v € = esetén py € S valdszinliségi mérték az X,, halmazon, melyet
azonositunk a py stirtiségfiiggvényével.

. Ha az X alaphalmaz végtelen, akkor azonosithato valamilyen n természetes szam

esetén R" valamely Osszefliggd, nyilt részhalmazaval. Ekkor B(X) a tér Borel-féle
o-algebraja. Tovabba minden ¥ € = esetén puy € S olyan valdsziniiségi mérték
az X halmazon, melynek 1étezik py stirtiségfiiggvénye.

. Az (1.1) leképezés indukal egy topoldgiat az S halmazon, ezért S-et topologikus

térnek tekintjik.

. A 2. és 3. pont miatt az S halmaz elemeire mint X-en értelmezett (py)gez

stirtiségfiiggvényekre hivatkozunk. Adott x € X esetén a p(x, 1) = py(z) jelolést
hasznaljuk.

Minden py € S striiségfiiggvénynek létezik az 1., 2., és 3. momentuma.

Minden z € X esetén
E—-R 9 p(x,0)

végtelen sokszor derivalhato leképezés. A = C R™ esetben, a

@p(x,i?)—% i=1,...,m (1.2)

roviditést hasznaljuk a 19; szerinti parcialis derivaltakra.

. Feltessziik, hogy a 1 szerinti parcidlis derivalasok, és az x szerinti integralds

sorrendje felcserélheto:

X X

ahol 0 < 71,...,7 <m a Z C R™ esetben.

. Az S halmaz elemei szigorian pozitiv fliggvények, vagyis minden ¢ € = és minden

xr € X esetén p(x,d) > 0 teljesiil.
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A fentiek alapjan X egyértelmiien meghatarozza a B(X) halmazrendszert, ezért csak
(X, S, Z)-vel jeloljiik a statisztikai modellt.

Ezen megszoritasok nagy mértékben megkonnyitik a statisztikai modellek differen-
cidlgeometriai analizisét, azonban még mindig elég tag keretet jelentenek a gyakor-
latban el6fordulé f6bb modellek szamara. Az eloszldasok egy részét az alabbi két csalad
valamelyikébe lehet sorolni.

1.2. Definicié. Az mondjuk, hogy az (X, S, Z) n-dimenzids statisztikai modell ezpo-
nencialis csaldd, ha léteznek C| Fy, ..., F, X-en értelmezett valos értéki fiiggvények,

T:2—=>R" &—71(§) (1.4)

leképezés és a Ran(7) halmazon értelmezett ¢ fiiggvény, hogy minden p € S felirhat6

p(x,8) = exp (C(x) + Zn(&)Fi(-’f) - @D(T(é))) (1.5)

alakban. Ekkor a 7 fliggvényt exponencidlis- (vagy kanonikus-, természetes-) paramé-
terezésnek nevezzik.

Ha bevezetjiikk a ; = 7;(§) és az M = 7(Z) jelolést, akkor mondhatjuk, hogy az S
statisztikai modell a

p(z,9) = exp (C(l“) + ) UiF(x) - w(ﬁ)) (1.6)
i=1
alaku stirtiségfiiggvények {p(z,¥) | ¥ € M} halmaza.
A definicié alapjén és a [, p(z,9) dz =1 feltétel miatt

() =log [

; exp (C’(aj) + Z 19&1(96)) dzx (1.7)

teljesiil, valamint {1, Fy, ..., F,,} linedrisan fiiggetlen fliggvényhalmaz.

1.3. Definicié. Az mondjuk, hogy az (X, S, Z) n-dimenzids statisztikai modell kevert
csaldd, ha léteznek C, F,..., F, X-en értelmezett valds értékt fiiggvények, hogy
minden p € S felirhaté

p(z,9) = Clx) + ) _viFi(z) (1.8)

alakban. Ekkor a 1 € = paraméterezést kevert paraméterezésnek nevezziik.



8 1. STATISZTIKAI ALAPOK

1.1. Példa. Diszkrét eloszlas: Az alaphalmaz X = {0,1,...,n}, a paramétertér

E:{(m,...,nn)eR” Vie{l,...,n}: 0<n <1, Z”i“}- (1.9)

i=1

Legyen S az X halmazon értelmezett minden € X elemen szigorian pozitiv értéket
felvevd stirtiségfiiggvények halmaza. Ekkor (X, S, =Z) statisztikai modell. Bevezetve a

—1 haxz=0

1 haz=0
C(z) = vie{l,....n}: FP)={1 haz=i
0 haxz#0,
0 egyébként

(1.10)
a fliggvényeket, lathato, hogy a diszkrét eloszlasok a kevert csaladba tartoznak, mivel
az S halmaz a

plo,m) = () + 3wk (x) (1.11)

strtiségfiiggvények
{p(z,n) | n €=}
halmazaval egyezik meg.
Vezessiik be a

i
¥, =log ——— 1.12
(n) TS (1.12)

mennyiségeket. Ekkor minden 7 € X és n € = esetén

eVi

) = —————— 1.13
p(i,m) 1+57 e ( )
teljesiil. Bevezetve a

1 haz=1

CO(z)=0, @) =log <1+§njeﬂi>, Fiw)(x):{ N (1.14)

fiiggvényeket minden p(x,n) € S felirhat6

ple,) = exp (c“”(x) + D Vil F @) - wwm))) (1.15)

alakban. Ezek szerint az (X, S, Z) statisztikai modell az exponencialis csaladba tartozik
a 19 kanonikus paraméterekkel. q
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1.2. Példa. Normalis eloszlds: Az alaphalmaz X = R, a paramétertér = = R x R*.
Az S halmaz elemei a

pla, pu,0) = \/2170 exp (—%) (1.16)

stirtiségfiiggvények. Legyen

= - (e
T:2E=RXR™ (g,0)— (¥1,0) = (02, 202) (1.17)
leképezés, valamint C(x) = 0, Fi(z) = z és Fy(z) = 2% A
-7 1 T
V1,95) = —+ + = log | —— 1.1
w( 1y 2) 4192 + 2 Og ( 192> ( 8)

fiiggvénnyel a normalis eloszlas az exponencidlis csalddba tartozik a (91, 92) kanonikus
paraméterekkel.

Hasonlé paraméterezéssel igazolhatd, hogy a tobbdimenzids normélis eloszlas is az
exponencialis csaladba tartozik. q

Egy (X, S, Z) n-dimenzids statisztikai modell esetén a Fisher-féle informacié minden
¥ € = paraméternél egy n x n-es matrixot ad értékiil.

1.4. Definicié. Legyen (X, S, Z) n-dimenziés statisztikai modell. Adott ¥ € = pont
esetén a Fisher-féle informdcids mdtriz az az n X n-es matrix, melynek (i, k)-adik eleme

g ()5 = /X @@mm)@p(m,ﬁ)) dz. (1.19)

A kés6ébbiekben g (¥9) jeldli a Fisher-féle informéciés matrixot. A definici6 alapjan
kozel sem nyilvanval, hogy miért és miként mér informéciét a ¢(f)(9) matrix. Ennek
egyik oka a formula nehezen értelmezhet szerkezete, a masik pedig, hogy az informécié
adott tudomanyteriilethez tartozé mértékegységét, mérésének a modjat nem egyszeri
meghatdrozni. A ¢ () matrix tulajdonsagai és a ra vonatkozoé tételek viszont alapot
adnak arra, hogy egyfajta informécidos mennyiségként értelmezziik. A Fisher-féle
informéaciés matrixra az alabbi reprezentacidékat fogjuk még hasznélni:

g ()5 = /X P, 0)(8: log p(z, 9)) (9 log p(w, 9)) d (1.20)

o) () = /X (Oi/2(,0))(0/p(2, 9)) d . (121)
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1.1. Tétel. Legyen (X,S,Z) n-dimenzids statisztikai modell. Azokban a ¥ € =
pontokban, ahol a (Oip(-,V))iz1...n flgguények linedrisan figgetlenek, a Fisher-féle
g"(9) informdcids mdtriz pozitiv definit.

Bizonyitds. Legyen (ci,...,c,) € R™ tetszéleges vektor. Ekkor

n

((ery .y en), g W) ey .o en)) = /Xp(x,ﬁ) (Zciﬁi(logp(x,ﬁ))> dx >0. (1.22)

=1

A fenti egyenlStlenség alapjan ¢ (19) pozitiv szemidefinit. A tételben szerepls feltétel
pedig garantalja, hogy a fenti egyenlGtlenségben az integral utédn szereplé négyzet
legalabb egy x helyen pozitiv legyen. A folytonossdgi feltételek miatt az integrél
hatarozottan pozitiv. O

Egy mérésekben rejlo informacié mértékére természetes feltétel annak a megkove-
telése, hogy ugyanazt a jelenséget mérve jobb, illetve rosszabb felbontdsi miiszerrel, a
rosszabb miiszerrel valéo mérés esetén ne lehessen tobb informéaciéhoz jutni, mint a jobb
miiszerrel. Példaul, ha egy dobdkockat vizsgalunk, akkor tobb informaciéhoz jutunk,
ha latjuk a dobott szamot, mint ha csak azt tudjuk, hogy parosat vagy pératlant
dobtunk. Ennek a természetes feltételnek a Fisher-féle informacio eleget tesz.

Legyen (X, S, Z) statisztikai modell és
FiX oY a2 f(2) (1.23)

sziirjektiv leképezés. Az f mérheto fliggvénnyel minden p € S fiiggvényt attranszfor-
malhatunk egy

p:Y =R y~ ply,9) (1.24)
fliggvénybe a
VA € B(X) : /p(x,ﬁ) dz = / 5y, 9) dy (1.25)
A f(4)

Osszefliggés segitségével. Véges X halmaz esetén
By )= Y p(z,9) (1.26)
re}l(y)

a transzforrfléciés képlet. .
Jelolje f a p — p leképezést. A Q = f(5) jeloléssel a (Y, Q, Z) harmas statisztikai
modell, ez az (X, S, Z) modell f dltali képe.
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1.5. Definicié. Legyen (X, S,Z) statisztikai modell és f : X — Y sziirjektiv
leképezés. Tekintsiik az

p(z,9)
p(f(z),9)

fiiggvényt. Az mondjuk, hogy f elégséges statisztikaja az S modellnek, ha minden
x € X esetén az

() X xE2—->R (z,9)— r(z,9) = (1.27)

r(z,):Z2—=R 9 r(z,09)
fliggvény allando.

Ha a definiciéban szereplo f fiiggvény bijekcid, akkor f elégséges statisztikdja az S
modellnek.

1.2. Tétel. Legyen (X, S,Z) statisztikai modell, f : X — Y szirjektiv leképezés és
(Y,Q,Z) az f dltal indukdlt modell. A Fisher-féle informdcios mdtriz 9 € = paraméter
esetén legyen az S modellen géF)(ﬁ) és a Q modellen g(QF)(ﬂ). Ekkor minden ¥ € =
esetén

9o (0) < 95(9) (1.28)
teljesil. A Ag(9) = ggF) (¥) — gg) () informdcids veszteséqg

0 logr(x,9)0 logr(x,V
Agik<79>:/Xp($,79) %ﬁ< ) gﬁi ) 4o (1.29)

Az egyenldség a (1.28) pontban pontosan akkor teljesil, ha f elégséges statisztikdja az
S modellnek.

A tételben szerepld gg)(ﬁ) < ggF)(ﬁ) egyenldtlenség jelentése, hogy a ggF)(ﬁ) —

gg) (¥) matrix pozitiv szemidefinit. A tételt gyakran a Fisher-féle informdcio
monotonitasaként emlitik.

A fenti tétel kvantummechanikai esetre valé altalanositasanal nehézséget jelent,
hogy a kvantumos esetben nincs jol értelmezheté X alaphalmaz. Ezért sziikség lesz a
fenti tétel atmenetvaldszintiségekre vonatkozo megfogalmazdasara.

1.6. Definicié. Legyen X C R" és Y C R™ nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy a
K:Y XX >R (z,y) — k(y|z) (1.30)

fliggvény az X halmazon értelmezett Markov-féle magfiggvény vagy dtmenetvaldszi-
niiség, ha minden x € X ésy € Y esetén r(y|x) > 0, tovdbba minden z € X esetén

/Yka(y\x) dy=1 (1.31)
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teljesiil.
Az X és Y véges halmazok esetén x akkor atmenetvalészintiség, ha minden x € X
esetén
> k(yle) dy =1 (1.32)
yey
teljesiil.

1.3. Tétel. Legyen (X, S, E) statisztikai modell, Y tetszbleges halmaz és
K:Y xX —R (y,z) — k(y|z) (1.33)

dtmenetvaldsziniség. A p(y, v fX (y|x)p(x,9) dx alaki siriségfiggvényekbdl dllo
statisztikai modell legyen (Y, Q E). Ekkor minden ¥ € = esetén

9579 < g5 () . (1.34)

A Ag(9) = ggF)(ﬁ) — gg) (9) informdcids veszteség pedig

0 logr(z,¥) 0 logr(z,v)
Agir (Y :/ x, U dx . 1.35
R (1.35)

Az (1.2.) tétel egyszerii kovetkezménye a Fisher-féle informdcid additivitdsa.

Ennek intuitiv jelentése az, hogy ha két egymassal nem kolesonhato részbol allo
rendszer tagjain végziink fiiggetlen méréseket, akkor az Osszetett rendszerrdl nyert
informacié megegyezik a részekbdl nyert informaciok osszegével.

1.7. Definicié. Legyen (X, S, =) és (Y, Q, Z) statisztikai modell. Jelolje S x, Q a
p:X XY x=z—R (.T,y,ﬁ) Hp(l’,y,ﬁ) :pl(xaﬁ)p2<y719) (136>

alaki paraméteres stirtiségfiiggvények halmazét, ahol pi(z,9) € S és pa(y,9) € Q.
Ekkor az (X x Y,S X, @Q,Z) harmast az eredeti statisztikus modellek fiiggetlen
szorzatdnak nevezzik. Az (X,S,E) statisztikai modell 6nmagaval vett n-szeres
fiiggetlen szorzatat (X", S Z)-vel jeloljiikk. Adott p(x,) € S esetén a

P XTXE SR (21,20, 0) = D (@, D) = p(a1,9) - -p(an, P) (1.37)
jelolést hasznaljuk.

1.4. Tétel. Legyen (X,S,Z) és (Y,Q,Z) statisztikai modell a géF)(ﬁ) és a gC(QF)(ﬁ)

Fisher-féle informdcios mdtrizszal. Jelolje ggg(z?) a (X xY,S x, Q,Z) statisztikai
modell Fisher-féle informdcios mdtrizdat. Ekkor

9599 = g5 (9) + g5 (9) (1.38)

teljestil minden v € = elemre.
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A Fisher-féle informécié kozponti szerepet jatszik a statisztikai paraméterbecslés-
ben. Tegyiik fel, hogy valamilyen rendszert a (X,S,Z) statisztikai modell jellemez.
A rendszeren végzett mérések alapjan szeretnénk megbecsiilni a rendszer allapotat
jellemzo p € S stirtiségfliggvényben szerepld ¥ paramétert. A rendszeren végzett mérést
leird

X: X —-R" (1.39)

fiiggvényt mintanak nevezziik. Az m = 1 esetben szamértéki a mérés végeredménye,
egyébként vektorértékii. A rendszeren végzett k szamu mérés alapjan a rendszer
allapotat meghatarozé 9 paraméter becslését egy

0:R™* -2 (xy,...,2) — O(xy,...,x) (1.40)

fiiggvény, a statisztika adja meg. A O fiiggvényt gyakran becslésnek vagy paraméter-
becslésnek is nevezziik. Ha feltessziik, hogy a mérések egymastdl fiiggetlenek, akkor
az x; mennyiségek fliggetlen azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok lesznek. Jelolje
Ey(0) a 0 varhaté értékét a p® (z,19) eloszlésra nézve, vagyis

Ey(d) = /X e, i) da (1.41)

A U statisztikdrdl azt mondjuk, hogy torzitatlan, ha minden ¥ € = esetén

Ey(d) =0 (1.42)

teljesiil. A

Vy(D)ij = Eg((9 — Eg(9)):(9 — Ey(D));) = (1.43)

= [ e 0)(0) = Bali)s(0(o) = Bo(d)); d

kx k matrixot a statisztika variancidjanak nevezzik. A torzitatlan becslés varianciajara
létezik egy alsd kiiszob, mely a Fisher-féle informacioval fejezheto ki, ezt fogalmazza
meg az alabbi tétel.

1.5. Tétel. Cramer—Rao: Legyen (X, S,Z) statisztikai modell, k tetszdleges természe-
tes szdam, jelolje g a (X*, S®)| =) statisztikai modell Fisher-féle informdcidjdt, legyen
U torzitatlan becslése a ¥ paraméternek, és jelolje Vi) (5‘) a becslés varianciajat. Ekkor
minden ¥ € = esetén

Vo(d) = (9" (9)) " (1.44)

teljesiil.



14 1. STATISZTIKAI ALAPOK

1.2. Eloszlasok rendezetlensége

Egy f : R" — R siirtiségfiiggvénynek is értelmezheté a Fisher-féle informacidja
természetes moédon. Definidljuk a

FrR"R" =R (2,9) = f(2,y) = f(z +) (1.45)
paraméteres surtségfiiggvényt. Ennek a Fisher-féle informécidja

1 Of(x,y) 0f (z,y)
Rn f(x,y) Yy Oy,

gik(y) = dz. (1.46)

Ez a mennyiség fiiggetlen y-tél, tehat a Fisher-féle informécio ekkor a

- L 9p(x) Op(z) ,

matrix.

Az informaciénak, illetve a bizonytalansagnak masik fontos jellemzdje a Boltzmann-
féle entropia.
1.8. Definicié. Adott f: X — R struségfiggvény entropidja

S(f) = — /X f(@)log f(z) du, (1.48)

ha az integral létezik és véges. Az f(xr) = 0 esetben a 0Olog0 = 0 konvencié
hasznalandé.

1.3. Példa. Normadlis eloszlas: Az

1 _(e-p)?
flz) = e 20 (1.49)
o\ 2T

strtiségfiiggvényi normalis eloszlds Fisher-féle informacidja

4 :/R%x) (dgf))z do =~ (1.50)

S(f) = logo + log v2re. (1.51)

entropidja pedig
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Mivel az entropia és az abbdl szarmaztatott mennyiségek kozponti szerepet
fognak jatszani a késobbiekben, érdemes roviden megemliteni, hogy milyen fizikai
kontextusban vezették be az entrépia fogalmat.

A fizikdban jéval Shannon elott Boltzmann vezetett be egy H funkciondlt, melyet
entrépianak nevezett, és amelynek képlete formalisan megegyezik a Shannon-entrépi-
aval. (Miutan az informécié6 mérésében Shannon hasznosnak talalta a — ). p;log p;
mennyiséget, Neumann tanacsara adta neki szintén az entropia nevet. Precizen
kiilon kellene Boltzmann- illetve Shannon-entrépiarél beszélni.) 1872-ben Boltzmann
levezette a roéla elnevezett transzportegyenletet, mely a gazban 1évé molekulak
eloszldsdra vonatkozik. (Nemrelativisztikus kinetikdval mozgé és azonos molekulékbél
4116 gézra vonatkozik, ahol elhanyagolhat6 a molekuldk kozott haté erd.) Az + f(r, v, t)
fliggvény az N molekuldbdl allo gazban a molekulak szamanak r helytdl, v sebessegtol
és t id6tol fiiggd eloszlasanak a sfirtiségfiiggvénye. Adott u,v € R3 vektorok esetén
jelolje a(u,v) a vektorok &altal bezart szoget, o(a) a molekuldk iitkozésénél fellépé
differencialis hataskeresztmetszetet, ' a molekulakra hato kiils6 er6t, m egy molekula
tomegét és N a molekulak szamat. Ekkor

—8 f(r,0,,1) + v, grad f(r,v,,t) + ggrady f(r,vy,t) (1.52)
m =1

- N/ / Y

: <f(£,y’1,t)f(£,y’2,t) _f(Lth)f(Z,QQat)) da du,

a Boltzmann-féle transzportegyenlet, ahol a v,,v, sebességgel teljesen rugalmasan
itk6z6 molekuldk sebessége v) illetve vf az iitkozés utan. Tegyiik fel, hogy a gazra
kiils6 eré nem hat (£ = 0). Ebben az esetben az f eloszlasfiiggvény fiiggetlen a helytél

és az
)
i Ul’ N/ / — vy, — 7)) - vy — vyl (1.53)

: (f(y’pt)f(y’z,t) - f(ypt)f(yz,t)> da du,

egyenleteknek tesz eleget. A gaz allapota az egyensilyi esetben nem valtozik. Az
egyensulyt jellemz6 fy eloszlas az

0= / / g, )|y~ ol fo () Folwn) folw)) da duy (154)

egyenletbdl hatdrozhaté meg. Vezessiik be a

~ [ fe s fw.0) du (1.55)
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funkcionalt. Ekkor az alabbiakat allithatjuk.

1. A
d He(t
Wy f=/fo (1.56)
dt
ekvivalencia teljestil.
2. Minden f eloszlas esetén
d H,(1)
<0. 1.
i = 0 (1.57)
3. Fennall a
lim f(0.1) = folv) (158)

relacio.

A fenti allitdsokat Osszefoglaléan Boltzmann-féle H-tételként emlitik. Az 1. és
a 2. pont adja az alapjat a termodinamika maésodik fétételének, melynek egyik
megfogalmazasa szerint a magara hagyott rendszer entréopidja nem csokken. A 3. pont
megegyezik azon fizikai tapasztalattal, mely szerint a kezdetben rendezetlen gazban
id6vel kialakul az egyensilyi (maximalis entrépidji) helyzet. Ezek az észrevételek
adjak az alapjat a maximadlis entropia elvének, mely szerint ha egy rendszer bizonyos
mérheté paraméterei tobbféle eloszlasfiiggvénybdl szarmazhatnak, akkor a rendszer
(mar kialakult egyensulyi) allapotat az az eloszlasfiiggvény irja le, amelynek az
entropidja maximalis.

1.4. Példa. Gibbs-eloszlas: Tegyiik fel, hogy egy rendszerben n-féle energiadllapot
van (E;)1<i<n pozitiv energiaszintekkel, és 1éteznek kiilonboz6 nagysagu energiaszintek.
Tegyiik fel tovabbd, hogy a rendszerben 1évo részecskék atlagos energidja E, és ez az
érték a legnagyobb, illetve a legkisebb energiaszint kozott van, vagyis

min F; < F < max E; (1.59)
1<i<n 1<i<n

teljesiil. Kérdés a részecske energiaszintenkénti eloszldsa, vagyis a (p;)1<i<n értékek,
ahol p; jeloli a részecske E; energiaszinten valo tartézkodasanak a valdszintiségét.
A maximalis entropia elve szerint az

S:R*—=R (Pla---,pn)H—ZPilogPi (1.60)
=1

fliggvény maximumét keressitk az > p;=1ésa > . E;p; = E feltételek mellett.
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A feltételes szélséérték tétele kimondja, hogy ha f : R"™ — R folytonosan
differencialhatoé figgvény, go, ..., g : R" — R folytonosan differencialhaté fiiggvények,
és az f fuggvénynek lokélis szélséértéke van a

l

G =40 (1.61)

halmaz a € G pontjdban, tovabbd, ha a (gi(a))i=o
akkor léteznek egyértelmiien olyan (\;);—o

-----

.....

f'la) = 3" Aigl(a) (1.62)

teljesiil.

Az S entrépiara, valamint a

go:R" =R (p1,~--,pn)'—>2pi—1 (1.63)
i=1

g :R"—R (p1,-~,pn)'_>ZEipi_E
i=1

fiiggvényekre alkalmazva a feltételes szélsoérték tételét, azt mondhatjuk, hogy a
(p1,--.,pn) pontban, akkor lehet feltételes széls6értéke S-nek, ha léteznek olyan Ay, 3
szamok, hogy

(—logps — L., —logp, — 1) = ho(L,...,1) + B(Er,.... ) (L64)

teljesill. A go(p1,-..,pn) = 0 feltétel alapjan a

Ao = log (Z e‘ﬁE’“> —1 (1.65)
k=1

egyenletet kapjuk. Vagyis minden i = 1,...,n esetén
b D ey €

alakba irhat6. A g1(p1, ..., pn) = 0 feltételbdl hatdrozhaté meg /3 értéke. Ehhez pozitiv
k értékekre definidljuk az

(1.66)

n
> e
)

=1

M(E*):R—-R g =L

Z e BEi

=1

(1.67)
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figgvényt, mely az energia (po, . .., pn) eloszlashoz tartozé k-adik momentuma. Ekkor
M (F) az energia varhato értéke. A

lim M(E)(f) = max E; lim M(E)(8) = min E; (1.68)

B——00 1<i<n B—00 1<i<n
hatarértékek és a M (FE) fiiggvény monoton fogyasat igazold

d M(E)(B)
ds

egyenlotlenség alapjan pontosan egy olyan (3 paraméter lesz, mely kielégiti a g, feltételt.
Héatra van még annak igazoldsa, hogy az (1.66) képlettel értelmezett valészintiségek
esetén az entrépidnak maximuma van. Legyen (qi,...,q,) olyan eloszlas, mely teljesiti
a go és g feltételt. Ekkor bevezetve az r; = ;’71' mennyiségeket az

= M(E)(8)* = M(E*)(8) <0 (1.69)

S<p17 cee 7pn) - S<q17 cee 7%1) = Z]%(rllogrl — T+ 1) (17())

i=1

osszefliggés, valamint a pozitiv szamokon értelmezett x — zlogx — x + 1 fiiggvény
pozitivitasa miatt kapjuk, hogy a (1.66) képlettel megadott (p;)1<i<, €loszlas esetén
lesz az entropianak maximuma.

Fizikai alkalmazasokban § = kiT, ahol £ jeloli a Boltzmann allandoét és T" az abszolut
hémérsékletet. Az (1.67)-ban definidlt M (F) fiiggvény monotonitasa és § = 0 helyen
felvett értéke alapjan a kovetkezot érdemes megfigyelni. A T homérséklet pontosan
akkor pozitiv, ha

1 n
— E E;, < F, (1.71)
n -
=1
pontosan akkor negativ, ha
1 n
— E E;, > E, (1.72)
n
i=1

és pontosan akkor nem értelmezhetd (végtelen), ha

1 n
- ZE’ - B (1.73)
n =1

teljesiil. Ezen megfigyelés alapjan egy rendszernek lehet negativ hémérséklete, melyet
nem az (elérhetetlen) abszolit zérus ponton valé tulhiitéssel, hanem a végtelen nagy
hémérsékleten keresztiil lehet elérni. (Ezt igazolja, hogy T} < 0, Ty > 0 hémérsékleti
rendszerek kolcsonhatasa esetén a kialakult k6zos T' homérsékletre T < T vagy T > T,
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teljesiil.) Ilyen negativ hémérsékletii rendszereket fizikailag el6 lehet allitani, bévebben
lasd a [62] konyv 73. fejezetét.

Erdemes megemliteni, hogy a (p1,...,pn) eloszlas entrépidjara
95(8)
S = —BM(E)(E) ~ M(E)(E)) (174
teljesiil, vagyis pozitiv hémérsékleti tartoményon a rendszer rendezetlensége (entrépi-
dja) né a hémérséklet emelkedésével. 9

Adott (F;)1<i<n energiaszintekhez és @ paraméterhez definidljuk a

_ﬂEl _ﬂEn
R, === e (1.75)
1)1<i<n 2 _6E’L E _BE’L

i=1 € i=1 €

Gibbs-féle valoszintségi eloszldst.

A fenti példa gondolatmenete altalanosabb esetben is végigkdvethetd. Tekintsiik
az X, = {0,...,n} véges halmazt, és legyen (X,, M,Z) az X,, alaphalmazi diszkrét
eloszlasbdl all6 statisztikai modell. (Lasd az (1.1.) példat). Legyenek tovabba k < n
esetén Fi, ..., Fi : X, — R tetszleges fliggvények. (Az F; fiiggvények az adott x € X,
allapotok kiilonboz6 fizikai paramétereit irjak le.) Jeldlje S az

p(z,9) = exp (Z ViFi(x) — %0(19)) (1.76)

alaki eloszlasok halmazat. Ekkor S C M teljesiil. Adott a € R* vektorra legyen M,
azon M-beli eloszldsok halmaza, melyre az F; mennyiségek varhaté értéke a;, vagyis

Ma:{qu ' Vie{0,...,k}: Zq(m,n)ﬂ(m)zai}. (1.77)

$€Xn

Tegyiik fel tovabba, hogy az S N M, halmaz nem iires és p € SN M,. Ekkor
max S(q) = S(p) (1.78)

q€M,
teljesiil, vagyis adott varhato értékli eloszlasok koziil az exponencialis csaladban
lévének lesz maximalis az entropidja. A maximalisentrépia-elv értelmében ez azt
jelenti, hogy a fizikai rendszer (legvalésziniibb egyenstlyi) allapota az S exponencialis
csaladban van.

Tovabbi, maximalis entropia elvének megfelelé példakat lehet hozni a fizikdban
szereplé (X, S, ) statisztikai modellekre.

Diszkrét eloszlasok esetén, az entropia fiiggénybol is szarmaztathato a Fisher-féle
informacio.



20 1. STATISZTIKAI ALAPOK

1.5. Példa. Tekintsiik az (1.1.) példdban bevezetett diszkrét eloszlast. Az entrdpia
fiiggvény ekkor

1=0

Hasznaljuk ki, hogy az entropia csak a py, ..., p, értékektol fligg, hiszen ekkor

p=1l—pr—-—pn. (1.80)
Az R™! azon elemeit, melyre 2o+ 1 + - - -+, = 0 teljesiil jelolje X" 1. Az x € X"+
vektornal szintén csak az x4, ..., x, paraméterekkel foglalkozunk.

Az entrépia k-adik parcidlis derivaltja (k= 1,...,n)

HS(p1,-- - pn) = O ((m to ot py = Dlog(l—pr— -+ —py) = > _pi lngi)
i=1
(1.81)

=log(l —py — - —pn) —logpy .

Ez alapjan az entropia derivaltjara

dS: = - Lin(X™',R)  pws (g — dS(p)(g)) (1.82)
dS(p1, ... pn) (0, - 1) = Y ; <10g(1 —Ppi— = Pa) — logpz)
i=1
teljestil. Az entrépia masodrendii parciélis derivéltja (k,l =1,...,n)
1 1
QOS(p1,-- - pn) = 0y (log(l —pr— = Pa) — logpk> = O — +
pe l=pi—-—=pn
(1.83)
Ezek alapjan az entrépia masodik derivaltjat az
d*S : = — Lin(X"™ x X" R) p ((L y) — d*S(p)(z, Q)) (1.84)
d2S<p17"‘7pn)((x07"'7xn)7<y07"'7yn)) - i%%(@gi‘f‘ ! >
= pi l—pi—-—py

alakban lehet felirni. Vagyis az z;y; tag egylitthatéja éppen a Fisher-féle informacios
matrix ¢, j-edik tagjanak a (—1)-szerese. Tehat az entrépia masodik derivéltja minden
p € = pontban azonosithaté a Fisher-féle informéciés métrix (—1)-szeresével. |
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A tovabbiakban néhdny &ltaldnos megjegyzést tesziink egy eloszlas Fisher-féle
informéacidjanak és Shannon-entrépidjanak a kapcsolatarél. Fontos azonban kiemelni
a leglényegesebb kiilonbséget, hogy a Fisher-féle informéciét statisztikai modellekre is
értelmeztiik, mig az entropiat eloszlasokra.

1. Egy eloszlas Fisher-féle informacidja szigorian pozitiv mennyiség, mig entropiaja
tetszoleges valds szam lehet. Az informacié mértékéil szolgalé pozitiv meny-
nyiséget konnyebb értelmezni, mint a rendezetlenséget meghatarozé entropiat.
(Diszkrét eloszlasok esetén az entrépia is szigorian pozitiv mennyiség.)

2. A p egyvaltozds strliségfiiggvény esetén a Fisher-féle informécio a
2
dy/
g= 4/ (ﬂ) dzx (1.85)
R dz

alakot olti. A ¢(z) = +/p(x) mennyiséget Fisher valdsziniiségi amplitiddfiigg-
vénynek nevezte el, és fontos szerepet tulajdonitott neki. Az

L = 4(q(z))? (1.86)

mennyiséget Lagrange-stirtiségként értelmezte, majd az elméleti fizikaban meg-
szokott Lagrange-formalizmust altalanositotta a fizikai informaciéelméletre, be-
vezetve a potencialis energia informaciéelméleti megfelel6jét. Erdemes megem-
liteni, hogy Fisher komplex valdszintiségi amplitudo fiiggvényeket vizsgalva irta
fel a

Lo = OV - V¥ (1.87)

tipusu mozgasi energiat tartalmazé Lagrange-stiriiséget, melyet vele egy évben,
1926-ban, Schrodinger a kvantummechanikai éllapotot jellemzo v fiiggvényre
vezetett be.

3. A maximaélis entropia elvének megvan a Fisher-féle informaciéval leirhaté megfe-
lel6je. Ezek szerint magérahagyott rendszernek csokken az informéacidtartalma.
Vagyis ha egy rendszer allapotanak t idébeli valtozasat valamilyen f; stirliség-
fliggvény irja le, és minden t idépillanatban g(f;) jeloli az f; stiriiségfiiggvény
Fisher-féle informéciéjat, akkor

<0 (1.88)

teljesil [33].
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A Fisher-informdcié tovédbbi és mélyebb fizikai alkalmazdsait mutatja be a [34]
konyv.

Végil emlitsiik meg, hogy Fisher informécidelmélethez szorosan kapcsolédéd sta-
tisztikai vizsgalédasai [30, 31, 32] évtizedekkel Shannon elsé munkéi el6tt kezdédtek.

1.3. Eloszlasok tavolsaga

A statisztika és a valészintiségszamitds kiillonbozé tudomanyteriileteken valé alkal-
mazasa soran komoly problémét jelent a megfigyelt eloszldsok kozotti eltérés (vagy
méasképp fogalmazva, tavolsdg) fogalmanak a tisztdzdsa. A tdvolsdgnak a relevans
értelmezése fligg a tudoményteriilettél. Példaul az antropolégiaban [92], a genetikdban
[72], a Okolégidban [90] és a mintazatfelismerésben [11] més-mds tavolsigfogalmakat
értelmeznek az eloszlasok kozott. Az eloszlasok kozotti tavolsag altalaban nem szim-
metrikus fliggvény. Gyakorlati alkalmazasok esetén ez érthetd, hiszen egy rendszer
allapotanak a megvaltoztatasa lehet, hogy kevesebb vagy tobb faradsagba keriil, mint
a visszaallitasa. A matematikai megfeleldje ezen tavolsdgfogalmaknak a divergencia.

1.9. Definicié. Legyen (X, S, =) statisztikai modell. A
D:SxS—R (pq)— D(p,q) (1.89)
leképezést altalanositott kontrasztfigguénynek (vagy dltaldnositott divergencidnak)

neveziink, ha minden p,q € S esetén D(p,q) > 0, valamint D(p,q) = 0 pontosan
akkor teljesiil, ha p = q.

A D altalanositott divergencia tavolsagjellegli fliggvény, azonban nem koveteljiik
meg tole a szimmetrikussagot és a haromszog-egyenldtlenség teljestilését.

Az informéciéelméletben és a statisztikdban tobbféle altalanositott divergenciat
alkalmaznak.
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Kullback-Liebler-féle [59]:  Dxw(p,q) = / p(z) log? dz (1.90)
be

Hellinger-féle [50]: Dy(p,q) = /X(\/p(x) — q(x))2 dx (1.91)

x> D,2(p,q) Z/Xp(x) ((2%)2— 1) da (1.92)

a €] — 1,1 szdmra: D.(p,q) = N _40(2 [1 — /Xp(x)lfq(a:)lga dx} (1.93)

Bhattacharyya-féle [15]:  Dg(p,q) =1 — ; Vp(r)g(z) dx (1.94)
_ _ 2p(x)q(x)

Harmonikus: Dua(p,q) =1 — /X () + () dx (1.95)

Jeffreys-féle [54): Dy(p,q) = /X(p(:v) —q(x)) log—ij dzx (1.96)

Hdromszdg [103]: Da(p,q) :/X% dx (1.97)
Lin—-Wong-féle [65]: Diw(p,q) = /Xp(a:) log}% dx (1.98)

Ezek a mennyiségek, az eloszlasok kozotti tavolsdg fogalmanak a kiilonbozo
megkozelitéseibdl szarmaztathatok. Példaul a Dk (p, ¢) mennyiség azt fejezi ki, hogy
mennyi informdaciét nyerhetiink a p eloszlasbodl szarmazé megfigyelésb6l ahhoz, hogy
ugy dontsiink, hogy megfigyeléseink a p eloszlashdl szarmaznak és nem a ¢ eloszlashol;
azaz mennyi informdcié kiilonbozteti meg a p eloszlast ¢-t6l [60].

Az eloszlasok kozott bevezetett eltérések nagy részét egy alkalmas fliggvény
segitségével dltaldanosan lehet kezelni. Legyen az f : R — R fiiggvény szigorian konvex
a pozitiv szdmok halmazan és legyen f(1) =0. Az (X, S, =Z) statisztikai modellen a

q(z)
Dy (p,q) = / p(x)f (—) dz (1.99)
! X p(z)
fliggvényt Csiszdar-féle f-divergencidnak [22, 23| nevezziik. Minden ¢ € R paraméterre
D) = Dyw)teu—1) teljesiil, tovdbbd bevezetve az f\(u) = uf(u~') fiiggvényt

D¢(p,q) = Dp(q,p) - (1.100)
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Legyen o € R és

—42(1—xHTa> ha o # +1

Jo :R=>R z— ¢ zlogx ha a =1 (1.101)
—logx ha a = —1

figgvény. Ekkor Dy , = Dky,, Dy, = 2Dy, tovdbba o # %1 esetén Dy, = D, teljesiil.
Az fi(z) = (x —1)* és az fo(x) =1 — /x esetben Dy, = D,2 és Dy, = Dy teljesiil.

Az fent definialt divergenciak kozott szamos egyenlStlenség irhaté fel, példaul [102]

Dua(p, q) > exp (—%DJ(p, Q)) (1.102)

1
Dya(p,q) > 1 — ZDJ(p, q) (1.103)

D,2(p, q) + Dy2(q,p)
2

A Dy Csiszar-féle f divergencidnak hasonlé monotonitasi tulajdonsaga van, mint a
Fisher-féle informaciénak, és a két valtozdjaban egyiittesen konvex.

2Da(p,q) < Ds(p,q) < (1.104)

1.6. Tétel. Legyen p,q : X — R két sﬁrﬁségfﬁggvény, Y halmaz és kX >< Y — R

dtmenetvaldsziniség. Legyen p(y fX (ylz)p(x) dz, §(y fX (ylx)g(z) dx és
Dy Csiszdr-féle f-divergencia. Ekkor

D¢(p,q) = D¢(p,q) (1.105)
teljesil.

1.7. Tétel. Legyen pi,p2, q1,q2 : X — R stiridségfiggvény, 0 < X < 1 paraméter és Dy
Csiszdr-féle f-divergencia. Ekkor

Di(Ap1 + (1 = M)p2, Adqi + (1 = N)gz2) < ADs(p1, q1) + (1 = A)Dy(p2, ¢a2) (1.106)
teljesiil.

Az altalanositott divergencia fogalma tul tag keretet jelent a differencidlgeometriai
analizishez. Legyen D olyan altalanositott divergencia, hogy minden p € S esetén
az y — D(p(z,9 + y),p(x,)) fiiggvény sorbafejtheté y-szerint. Az altaldnositott
divergencia definiciéja alapjan a sorfejtésében az elsé nullatél kiilonbozo elem a
négyzetes tag lesz

1 n
Dipla,d+ ) ple, ) = £ 32 o0 P+ = 32 Wyt ofllyl) - (1.107)

ik=1 i,5,k=1
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1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X, S,Z) statisztikai modellen a D &ltala-
nositott divergencia divergencia (vagy kontraszifiiggvény), ha minden p € S esetén
a D(p(z,9 + y),p(x,9)) figgvény sorbafejtheté y-szerint minden ¢ € = paraméter
mellett, és a sorfejtésben megjelend gng) matrix pozitiv definit. A D*(p,q) = D(q,p)
képlettel értelmezett D* fiiggvényt a D altalanositott divergencia dudlis dltalanositott
divergencidjanak nevezzik.

A dualis divergencia sorfejtése

) 1 < 1 & .
D*(p(a,d +y)p(a,0) = 5 37 g Wy + 5 Y i aygue +o(lyll’). (1.108)
i,k=1 i,5,k=1

A masodrendii tagok tehat azonosak a divergencianal és a dudlisanal, ezért altaldanosan
igaz, hogy egy divergencia dualisa divergencia.

Tekintsiik a Dy Csiszar-féle f-divergenciat. Ha a g szigortan konvex, g(1) = 0
feltételt teljesito fiiggvényre

g9(x) +ag(a™) = f(z) + 2 f(z™) (1.109)

teljestil, akkor az (1.107) és (1.108) egyenlet alapjan, a D, Csiszar-féle divergencia
. M . . . . . Dy Dy
ugyan azt a masodrendii tagot adja, mint a D; divergencia, vagyis g;.° = g, -

1.6. Példa. A (1.1.) példaban bemutatott diszkrét eloszlasok esetén a Csiszar-féle

f-divergenciak sorfezjtésében me%]elené gP5 méasodrendi tagot tobbféle képpen lehet
a

jellemezni. Jelolje 9" ) illetve (9i(q

Dy:SxS—=R  (p,q) — Ds(p,q) (1.110)
figgvény p; és q; valtoz6 szerinti parcidlis derivéltjat (i=0,... n). Rovid szdmolassal
ellenorizhetok az alabbi azonossagok ¢,7 = 1,...,n esetén.

() 5(p) " 1 1

(0,70, D) (p,p) = f"(1) 5ij;+p_0 (1.111)

11
a8\ D) (p,p) = —f"(1 (&-— + —)
(0,0, Dy)(p,p) = —f"(1) it

1 1
80 Dy)(p,p) = f"'(1 <5i-—+—)
(z J f)(pp) f() in Po
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Ezek alapjan minden z,y € X "1 yektorra minden p € S pontban

(z, g™ (p)y) = jz_l viy;9," (p) = 8?5295 Dy(p+tz + sy, p) T (1.112)
82
= - %Df(p +tz,p+ sy) - =
2
= ataSDf(pap +tx + sy) -
teljesiil. q

. A1 s ;D) e a4 , L :
A divergenciakbdl szarmazo gi(k ) métrix altaldban szdmszorzé erejéig megegyezik a

Fisher-informéaciés méatrixszal.

1.8. Tétel. Legyen (X, S, =) statisztikai modell. Ekkor

1
g(DKL) _ g(F) g(DH) _ 5g(F) g(sz) _ Qg(F) (1.113)
(Da) _ () s _ L (m (Do) _ L (P
g =4g g = =g g =39
4 2
1
g(DJ) _ 2g(F) g(DA) _ g(F) g(DLW) _ _g(F)

teljesiil.

Ezek alapjan az &ltaldnositott divergenciara adott (1.90-1.98) példak egyuttal
divergencidk is. Bizonyos esetekben az eloszlasok kozott a mérhetoség segitségével
definialhatunk tavolsagfogalmat.

1.7. Példa. Wooters-példaja [113]: Tegyiik fel, hogy van két valészintiségi eloszla-
sunk: (p1,1 —p1) és (p2, 1 — po), ahol p; < po. Ha n mérési lehetéségiink van, akkor a
mérés bizonytalansagat jol jellemzi a

Ap = @ (1.114)

paraméter, mely a tipikus fluktuaciok nagysaga. Ezek alapjan azt mondjuk, hogy a
(p1,1 — p1) és (p2,1 — pa) eloszldsok n-méréssel megkiilonboztethetéek, ha a tipikus
fluktuaciok kozott nincs atfedés, vagyis ha

[p1 — 2| > Apy + Aps (1.115)
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teljesiil. Jelolje k(n, p1,p2) azon (p;, 1 — p;) valészintiségi eloszldsok szamét, amelyekre
p1 < pi < P2, pi < pigr1 teljesil és (p;, 1 — p;) nm-méréssel megkiilonboztethetd a
(pit1, 1 — piv1) eloszlastél. Ekkor a (py, 1 — py) és a (pa, 1 — po) eloszlasok kozott a
statisztikai tavolsag legyen

. k n, b
o) = Jim “ELL) (1.116)

—00

Az el6z6 egyenlet alapjan a tavolsag

P2 1
d(p1,p2) = /p1 \/ﬁ d p = arccos (\/]TpQ"_ V(1 —=p)(1 —p2)> . (1.117)

9

1.4. Majorizacio diszkrét eloszlasoknal

Hardy, Littlewood és Pélya 1934-ben megjelent konyve az elsék kozott targyalja
alaposan a majorizaciét és a hozzd kapcsolodd egyenldtlenségeket [43]. Részletesebb
és altalanosabb leiras talalhaté a majorizaciérol Marshall és Olkin 1979-ben megjelent
konyvében [70]. A téma rovid, de atfogd targyaldsa megtaldlhaté még Bhatia [14]
kényvében és Ando [7] cikkében.

Ebben a fejezetben a véges halmazon értelmezett valészintiségi mértékekkel foglal-
kozunk. Tehat olyan (X, S, Z) statisztikai modelleket vizsgalunk, ahol X véges halmaz.

Adott (ay,...,a,) € R" vektor esetén jeldlje (ai,...,at) az {ai,..., a,} szdmok

nagysag szerinti csokkend sorrendjét.

1.11. Definicié. Legyen p,q € S, és legyenek (pt,....pL), (qb,...,q¢}) a p és ¢
csOkken6 sorrendbe rendezett értékei. Azt mondjuk, hogy p majordlja q-t (vagy q
kevertebb p-nél), ha minden k = 1,... n esetén

k k
d gt <> (1.118)
=1 =1

teljestil. Ezen relaci6 fennallasat g < p a jeloli.

A g < p majorizacids relacio egyik fizikai interpretalasa az, hogy ¢ rendezetlenebb,
kaotikusabb allapotot ir le mint p. A definiciébdl kovetkezik, hogy minden p € S

eloszlasra . .
(—,...,—)—<(p1,...,pn)—<(1,0,...,0) (1.119)

n n
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teljesiil.

Adott p € S eloszlasbdl kevertebbet kapunk, ha az elemeiket kozelitjiik egymashoz.
Ha (p{, ..., ph) jeloli p elemeit csokkend sorrendben, akkor minden 1 < i < j < n és
t € [0, 1] esetén

(P tpb+ (L= t)ph, o (L= t)pl+tpt, . ph) < (Dl ophs o Pk, o ph) (1.120)
teljestil. A valdszintiségek fenti keverését leird
TV W) = (pr,. . tpi+ (1= )ps, oo, (1= O)ps + tpy, .. pw) (1.121)

leképezést T'-transzformdacionak nevezziik.

Ha egy rendszert Gibbs-eloszlas jellemez, akkor a homérséklet emelkedésével
kaotikusabb &llapotot kapunk, ezt fogalmazza meg Wehrl tétele [111] bizonyos
kvantumallapotokra, melybdl azonnal adddik az alabbi egyszeriibb tétel.

1.9. Tétel. Adott (E;)1<i<n poziltiv energiaszintek és 51 < [y paraméterek esetén

(B1) (B2)

teljestil, ahol RE?Z,) az (1.75) képlettel értelmezett Gibbs-féle eloszlds.

1.12. Definicié. Egy n x n-es A matrixot kétszeresen sztochasztikusnak nevezink, ha
minden eleme nemnegativ, tovabba

Zn:aij = Xn:aij =1 (1123)
=1 j=1

teljesiil.

Minden n x n-es kétszeresen sztochasztikus matrix egyben véges halmazokon
értelmezett atmenetvaldsziniiség is.

Adott p € S eloszlas kétszeresen sztochasztikus matrix altali képe szintén eloszlas
lesz, és kevertebb lesz az eredetinél. Ennél azonban tobb is igaz.

1.10. Tétel. Legyen p,q € S. Ekkor az alabbiak ekvivalensek.
1. A p =< q reldcio teljestil.
2. Léteznek olyan po,...,pr € S eloszlasok, melyekre py = p, pr = q, tovdbba
Po =< <Pk (1.124)

teljesil, wvalamint minden ¢+ = 0,....k — 1 esetén p; a p;s1 eloszldas T-
transzformdciojdval kaphato meg.
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3. Léteznek olyan pq, . ..,pm € S eloszlasok, melyekre po = p, pm = q, tovdbbd
Do =" =< DPm (1.125)

teljesiil, valamint minden ¢ = 0,...,m — 1 esetén léteznek (E; j)1<j<n energiasz-

intek, 01, €s [a; paraméterek, hogy p; = RE%;)) s pir1 = R%’i)) teljestil.

5]

4. Van olyan A dupldn sztochasztikus mdtriz, hogy Aq = p.

Az x — —xlogz entropia-fliggvény konkavitdasabol és a Jensen-egyenlétlenséghol
adddik, hogy p < ¢q esetén S(q) < S(p) teljesiil. Tehat a kevertebb dllapotnak nagyobb
a rendezetlensége.
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2. Fisher-metrika a klasszikus esetben

A fejezet célja a statisztikdban alkalmazott differencidlgeometriai modszerek alap-
jainak a bemutatdsa. Az el6z6 fejezet elején tett megkotések a vizsgalandd (X, S, =2)
statisztikai modellre tovabbra is érvényben maradnak, azonban a = paramétertér tjabb
strukturaval boéviil. Az alapvetd djdonsdg a differencidlgeometriai megkozelitésben,
hogy a = paraméterteret geometriai objektumnak (példaul differencidlgeometrianak
vagy Riemann-sokasignak) tekinti, és mint a tapasztalat mutatja, a = tér geometriai
jellemz6i (gorbiilet, parhuzamos eltolas) statisztikai jelentéssel ruhdzhatok fel. Vagyis
a differencidlgeometria mint hatékony eszkoz szerepel ebben a megkozelitésben.

A fejezetben foleg a diszkrét eloszlasok geometriai tulajdonsagait elemezziik, ugya-
nis ezt az elemzést lehet jol kiterjeszteni a nemkommutativ esetre. Az ehhez sziikséges
differencialgeometriai fogalmakat vazlatosan attekintjiik. Azonban a fogalmakat nem a
legaltalanosabb esetre definialjuk, hanem megelégsziink azzal, hogy az altalunk vizsgalt
esetekre alkalmazhatdak. Tovabbd, ha a megszokott differencialgeometriai definiciék
tobb elokészitést igényelnek, akkor megelégsziink egy, az altalunk vizsgalt esetekben jol
miik6dd, a megszokottal ekvivalens definicioval. A differencidlgeometriai tételeket nem
bizonyitjuk, és kiilon referenciat sem jeloliink meg, ha azok a bevezeto jellegii differenci-
algeometriai konyvekben megtalalhatéak. A szamtalan altalanos differencidlgeometriai
témaju konyv koziil megemlitjiikk a magyar nyelvii [99, 100] valamint az angol nyelvii
[49, 56, 63, 96] konyveket. A differencidlgeometria statisztikai alkalmazasainak néhény
fejezete megtalalhaté a [2, 3, 10, 75] konyvekben.

Eloszér a diszkrét eloszlasok példajan mutatjuk be a differencidlgeometria fogal-
mait, majd az euklideszi terekben megszokott egyenes fogalmanak az altalanositasat,
a geodetikust definidljuk és elemezziik. Gorbiilt térben egy pont koriili gomb térfogata
altalaban kiilonbozik a megszokott euklideszi térben szamolt térfogattol. Fz az eltérés
anndl nagyobb, minél nagyobb a gomb sugara. Megvizsgaljuk, hogy a térfogat sugar
szerinti sorfejtésébdl hogyan nyerhetiink informaciot a térnek a kozéppontban vald
gorbiiletérol és a gorbiilethez kapcsolodd egyéb mérdszamokrdol. Majd Cencov egyik
tételét mutatjuk be, mely szerint létezik kitiintetett geometriai struktira a diszkrét
eloszlasok terén. A nemkommutativ esetre eloretekintve 1j médszerrel hatarozzuk meg
a diszkrét eloszlasok terének a gorbiiletét. Az eddigiek alkalmazasaként megmutatjuk,
hogy a normalis eloszlasok csaladja esetén hogyan hasznéalhatok ki és szamolhatdk a fe-
jezetben definialt mennyiségek. Ennek az alkalmazéasnak a szerepe a diszkrét eloszlasok
nemkommutativ altalanositasandl deriil ki. Majd megvizsgaljuk, hogy a paramétertér
két pontjat 0sszekoto altalanositott egyenes (geodetikus) mentén mért tédvolsdg milyen
tavolsagfogalmat jelent a f6bb eloszldscsaladok esetén.
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2.1. A diszkrét eloszlasok Riemann-geometriaja

A fejezetben az (1.1.) példdban bemutatott diszkrét eloszlas kevert paraméterezését
elemezziik differencidlgeometriai szempontok alapjan.

Legyen X,, = {0,...,n}, ekkor az X,, halmazon értelmezett siirtiségfiiggvények n
fiiggetlen paraméterrel adhaték meg
p(z,Y,...,0,) =v;, ha xz=1i 0<i<n, (2.1)

ahol ¥g + -+ - + ¢, = 1. A valédi n-valtozds eloszlasok halmaza
Pn:{p(x,ﬁo,...,ﬁn) | Vie{0,....,n}:0<¥; <1, 21%:1}. (2.2)
i=0

Ha ¥4, ..., 0,-et tekintjiik fiiggetleneknek, akkor ¥g =1 — > 7 | . A P, halmaz az
(n + 1) dimenziés téren egy hipersik pozitiv ortdnsba es6 részével (egy szimplexszel)
azonosithato.

A P, téren értelmezett fiiggvényeket gyakran f(o,...,9,) fliggvényként vagy
f(1,...,0,) figgvényként irjuk, attdl fiiggden, hogy elvégeztitk-e a g =1—> 7 Uy
helyettesitést.

2.1. Definicié. Az (M, A) par n-dimenzids differencidlhato sokasdg — (sima sokasag
vagy C'*°-sokasag), ha

1. az M megszamlalhato bazisu, Hausdorff-féle topologikus tér

2. az A halmaz megszamlalhatd, és elemei olyan ¢; : U; — V; homeomorfizmusok,
ahol U; C M és V; C R™ nyilt halmazok,

3. minden ¢;, ¢; € A fiiggvényparra a
g0 ¢; ' 0;(U;NU;) — ¢i(U; NU)
leképezés C*°-beli,
4. minden z € M pont eleme valamelyik U; halmaznak.

A ¢; leképezéseket gyakran lokdlis koordindtarendszereknek (vagy lokdlis koordind-
tazdsoknak vagy lokdlis térképnek) nevezzik. Legyen ¢ egy lokalis térkép. A
¢ : U — R™ leképezést (z1,...,x,) alakba frhatjuk, ahol x, = pr,o¢, pr, : R* — R
pedig az i-edik kanonikus projekcio.

Az (M, A) differencidlhaté sokasigot gyakran csak M-mel jeldljiik, ha ez a
megértést nem zavarja. A fentiek értelmében P, olyan n-dimenziés differencidlhaté
sokasag, ahol az A halmaznak csak a

¢: P, —R" plx,do,...,0%) — (t,...,9,) (2.3)

leképezés az eleme.
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2.2. Definicio. Legyen M differencialhato sokasag. Az f : M — R leképezésrdl azt
mondjuk, hogy

— differencidlhatd, ha minden ¢ lokélis koordinatazésra f o ¢! differencidlhato,

— sima (vagy C°°-beli), ha minden ¢ lok4lis koordindtdzasra az f o ¢~! fiiggvény
C>-beli.

2.3. Definicié. Legyen (M, A) és (N, B) m- ill. n-dimenziés differencidlhaté sokasag.
Az f: M — N leképezés C*-beli, ha minden (p, ar) és (f(p), on) esetén a

¢nofopy i R"—R™ (2.4)

leképezés C*-beli, ahol p € M és ¢y € A a p pont egy kornyezetének a térképezése és
¢n € B az f(p) pont egy kérnyezetének a térképezése. Az f : M — N Ck-leképezés
C*-diffeomorfizmus, ha f és f~!is C* leképezések.

2.1. Tétel. Ha f : M — N legaldbb C'-diffeomorfizmus, akkor létezik f : M — N
C>-diffeomorfizmus.

A tovdbbiakban az f leképezést diffeomorfizmusnak hivijuk, ha legaldbb C!-
diffeomorfizmus.

Legyen M differencidlhaté sokasdg, és p € M. Jelolje F, azon M — R
differencialhato fiiggvények halmazat, melyek a p pont egy kornyezetében értelmezve
vannak és jelolje F(M) az egész M téren értelmezett differencidlhatéd fiiggvények
halmazéat. Az fi, fo € F, fuggvények fi ~ f; relaciéban allnak egymassal, ha létezik a
p pontnak olyan U kornyezete, amin az f; és fs fliggvények megegyeznek. Az ~ relaci
ekvivalenciarelacié. Az (F,/ ~) halmazt p-beli figgvénycsiranak nevezziik.

2.4. Definicio. Legyen M differencidlhato sokasag és p € M. A
D:(F,/~ —R (2.5)
leképezés derivdcid, ha minden a és b valds szamra és f, g € F,/ ~ fliggvényre:

D(af +bg) = aD(f) +bD(g)  D(fg) = f(p)D(g9) + D(f)g(p) (2.6)

teljesiil. A p-beli fiiggvénycsiran értelmezett derivaciok halmaza a sokasdg p-beli
érintotere, jele T,M.
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A T,M tér n-dimenzids vektortér. Az érintéterek halmazanak
™ = | J T,M (2.7)
pEM
egyesitését érintonyaldbnak hivjuk.

Legyen «y :] — €,e[— M olyan sima gorbe, melyre ~(0) = p teljesiil. Ekkor minden
f : U, — R differencidlhaté figgvényre (ahol U, a p pont egy nyilt kornyezete)
értelmezett a
d f((t))

Dy(f) == (2.8)

leképezés (mely a v gérbe mentén vett derivalas) derivacid, azaz D., € T,M. Mésrészt
az érintotér minden eleme el6dll ilyen alakban.
Legyen p(z,%,...,9,) € P,. Adott (aop,...,a,) paraméterek esetén, melyekre
ap + - - -+ a, = 0 teljestil, létezik olyan € > 0, hogy
v —ee[—= P, t— plz, Y+ tag,. .., 0, + tay,) (2.9)
jol definialt. A  gérbe menti derivélas (D.,) derivacié. Az érintétér azonosithaté azon
(ag, ..., a,) elemek halmazdval melyekre ag + - - - + a,, = 0 teljesiil.

Legyen p € M és tekintsik a p korili ¢ : U — R"™ lokalis koordindtarendszert.
Ekkor minden f € F, esetén legyen

of
=0, -1 2.10
G =0 267, (2.10)
ahol 0; jeloli az i-edik véaltozd szerinti parcialis derivaltat. Ekkor 82 derivéacié, melynek

rovid jele (91»(@, vagy ha a megértést nem zavarja csak 0;. (Figyelem: f : R" — R
fiiggvény esetén 0;f az i-edik valtozo szerinti parcidlis derivalt, azonban f : M — R
fiiggvény esetén 0;f a fenti képlettel értelmezett derivacid!)

Visszatérve ismét a diszkrét eloszlasokra, adott (ao,...,a,) paraméterek esetén a
(2.8) képlettel értelmezett gérbe menti derivaldsra

A f(pla, 0o + tag, . .., 0, + tay,))
B dt

teljesiil. Vagyis a 0, ..., 0, vektorok nem linearisan fiiggetlenek.

D,y(f) = (aoao + -+ anan)f (211)

2.5. Definicié. Legyen M differencidlhaté sokasag. Egy
X:M—->TM p— X(p) (2.12)

leképezés C°-vektormezd (vagy roviden vektormezd), ha
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1. minden p € Dom(X) esetén X (p) € T,,M,
2. a Dom(X) halmaz nyilt,
3. minden p € Dom(X) és f € F, C*-beli fiiggvény esetén az
Xf:Dom(X)NDom(f) =R p— X(p)f (2.13)
figgvény C*-beli.
Jelolje X(M) az egész M-en értelmezett C°-beli vektormezék halmazdt.
Legyen X, Y € X(M) és f € F(M). Ekkor az
Yi:M—-R p=Y(p)f) (2.14)
fliggvényre alkalmazhatd X:
X(Yf): M —R pe X(p)(YS). (2.15)
Ezéltal értelmezhetd a vektormezok szorzata
XY i M = Lin(F(M),R) p (f = X(p)(Y 1), (2.16)

ami altaldban nem vektormez6. A vektormezdk [X,Y]| = XY —Y X kommutdtora mér
vektormezd lesz. Vagyis a X' (M) halmazon értelmezheté természetes modon a

[,]: X(M)x X(M) - X(M) (X,Y)— [X,Y] (2.17)

leképezés.

Adott X € X(M) és f € F(M) esetén értelmezhet6 a
fX:M—TM p— f(p)X(p) (2.18)

vektormezo.

A Riemann-sokasag olyan tér, ahol a sokasag minden pontjanak az érintoterében
adott egy skalarszorzat.

2.6. Definicio. Legyen M differencidlhato sokasag. A
g: M — Lin(TM x TM,R) (2.19)
leképezés Riemann-metrika, ha

1. minden p € M esetén g, : T,M x T,M — R szimmetrikus, pozitiv definit,
bilinedris, nem degenerdlt leképezés (skalarszorzas),
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2. minden X € X (M) esetén a
g X, X): M —->R pr gy(X,,X,) (2.20)

leképezés C*°-beli.

Az (M, g) part Riemann-sokasdgnak (vagy Riemann-geometrianak) nevezziik, ha
M differencialhaté sokasag és g Riemann-metrika az M sokasdgon.

A g leképezést gyakran csak metrikdnak, metrikus tenzornak nevezzik. A g,
metrika fiigg a p € M ponttdl, azonban, ha ez nem okoz félreértést egyszeriien csak g-t
frunk g, helyett. A p € M pont koriili ¢ lokalis koordindtarendszerrel megadhatjuk a
T,M tér (01, ...,0,) bazisit. A g metrikdt ebben a pontban a

9i5 = 9(05, 0;) (2.21)

képlettel értelmezett g;; matrix egyértelmiien meghatarozza.

A (1.8.) tétel alapjan a f6bb divergencidk infinitezimalis forméi mind a Fisher-
matrix szamszorosat generaljak. Az (1.1.) tétel alapjén a P, sokasidgon a Fisher-matrix
Riemann-metrikat hataroz meg. Ennek g;; metrikus tenzora

—~ 1 9p(z,8) Ip(z,9) 1 1
() = S S 2.22
9:1(0) ; p@d) 00, o9 0TS, (222)
ahol ¥ = (¥4,...,9,). A P, téren a g Riemann-metrika mindig ezt a Fisher-metrikdt

jeloli a késobbiekben. Elészor Rao javasolta 1945-ben a Fisher-féle informacios matrix
Riemann-metrikaként valé haszndlatat [91].

A tovabbiakban a rovidebb irdsméd kedvéért a bevezetendo v¥-tél fiiggd fliggvé-
nyeknél nem frjuk ki a ¥ argumentumot. A g;; matrix inverzét jelolje g, ekkor
teljesiil.

A szdmolasok soran alkalmazzuk az Einstein-féle irasmaodot, vagyis a képletekben
az Osszeadandd tagokat minden olyan indexre Osszegezni kell (1-t6l n-ig), mely fent és
lent is megjelenik, pl.

n

9i59"" = Z 9i;9°%,  alit*me;,, = Z al, b ey, g = Zgii : (2.24)
j=1 i=1

7,k,m=1
2.7. Definicio. Legyen M differencidlhato sokasag. A
ViXM)x X(M)— X(M) (X,Y)— VxY (2.25)

leképezés kovaridans derivdlds (vagy konnezid), ha
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1. minden X,Y, Z € X (M) vektormezdre
VxivZ =VxZ+VyZ, Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ
teljestil (mindkét véltozéban linedris),
2. minden XY € X (M) vektormezdre és f € F(M) fiiggvényre
VixY = fVxY, Vx([Y) = (XY + fVxY

teljesiil (az els6 valtozéban F (M )-linedris).

2.2. Tétel. A VxY wvektormezd p pontbeli értékéhez elég az X (p) vektort ismerni.
Ezért adott p € M és v € T, M esetén értelmezheto a
Vy: X(M)—-T,M X~ (V,X)(p) (2.26)

képlettel a v vektor szerinti kovaridans derivdlds.

A p € M pont kortili ¢ lokalis térképen a V kovarians derivalas értelmezi a
Liji = 9(Vo,0;, Or) (2.27)
képlettel a I';;, elséfaji Christoffel-szimbdlumokat, valamint a
;¥ = Va0 (2.28)
képlettel a F;'f masodfaji Christoffel-szimbolumokat. Ezek kozott az
TP =Tig™, Tk =Tylgw (2.29)

osszefliggések teljesiilnek.  Ezek alapjan a V kovaridans derivalas egyértelmiien
jellemezhet6 az elso- vagy a méasodfaju Christoffel-szimbdélumokkal.

2.8. Definicié. Az (M,V) part, ahol M differencialhaté sokasag és V kovarians
derivélds, differencidlgeometrianak (vagy affindsszefiiggé sokasdgnak) nevezziik.

2.9. Definicié. Az (M, V) differencidlgeometriat torzidmentesnek nevezziik, ha min-
den 1 <i,j,k < n indexre I';} = I'; teljesiil.

2.10. Definicié. Az (M, g) Riemann-sokasdgon értelmezett V kovaridns derivaldst
Riemann-konnezionak nevezzik, ha minden X,Y, Z € X (M) vektormezore

Xg(Y,2) =g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) (2.30)

teljesiil.
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2.11. Definicié. Az (M, g) Riemann-sokasiagon értelmezett V kovaridns derivaldst
Levi-Civita-féle konnexionak nevezzik, ha V torziémentes és Riemann-konnexié.

2.3. Tétel. Adott (M,g) Riemann sokasigon pontosan eqy V Levi-Civita-féle ko-
varians derivalds létezik, mely a

m m 1
" = g™ 5 (0igik + 09 — Okgis)- (2.31)
masodfaju Christoffel-szimbolummal adhato meg.

2.12. Definicié. Legyen —1 < a < 1, ekkor a P, téren a

15 =3 p(0.0) (00 0p0.9) + 15 (@100, 0)(0;log0,9) ) (01 Togp(1.2)

1=0
(2.32)
els6faji Christoffel-szimbdlum altal meghatarozott V(®) kovaridns derivalast a-konne-
zionak (vagy a-kovaridns derivdldsnak) hivjuk.

Az a-konnexidkat Cencov vezette be, fébb tulajdonsigaikat 1982-ben publikalta
[19].

2.4. Tétel. A (P,,g) téren, ahol g a Fisher-metrika, a V@ a-kovaridns derivdlds a

1+« Dy Uy, 1
re-k _ a NP LA A (2.33)
J 2 (1_Zj:1791 T 7 U;

masodfaji Christoffel-szimbolummal jellemezhetd.

2.5. Tétel. A 0-kovarians deriwdlds a Levi-Civita-féle kovarians derivdlds, vagyis
VO =v.

2.13. Definicié. Legyen (M, V) differencidlgeometria. A

R:X(M)x X(M)x X(M)— X(M) (X,Y,Z)— R(X,Y)Z (2.34)
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

leképezést garbiileti tenzornak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az (M, V) differencidlge-
ometria lapos, ha minden X, Y, Z € X (M) esetén R(X,Y)Z = 0 teljesiil.
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Statisztikai sokasdgon a gorbiilet fogalmat elészér Efron [28] kezdte vizsgdlni 1975-
ben. A statisztikus fizikan beliil 1995-ben Ruppeiner figyelt fel a statisztikus sokasag
gorbiiletének fontosabb tulajdonsagaira, példaul megmutatta, hogy a masodrendi fa-
zisatalakulasok esetén a kritikus pont kozelében a gorbiilet divergal, és a divergenci-
djanak az exponense ardnyos bizonyos korreldcids fliggvények exponensével [93]. Az
Ising modellek szimuldcigjanal fontos paraméter a spinldcok hossza. Egyik f6 kérdés
a szimulaciok soran, hogy a valasztott hossz, mennyire kozeliti jol a ,,végtelent”.
Ennek vizsgalatara 1999-ben Brody és Ritz a (Fisher-Rao metrikaval vett) allapottér
skalargorbiiletét javasolta figyelendé paraméternek; megmutattak, hogy bizonyos
modelleken az allapottér geometridja alapvetéen més képet mutat kis lancméret (< 30),
mint nagy lancméret (> 45) esetén [18].

Adott p € M pont koriili lokalis ¢ térképen az R gorbiileti tenzort egyértelmiien

jellemzik a (04, ...,0,) bazison felvett értékei
R(0;,0;)0, = Ry;,0;, (2.35)
vagy az
9(R(0;, 0;)0k, 01) = Riju (2.36)

mennyiségek, melyek kozott az
Rijii = Ry gmi, Ryt = Rijemg™ (2.37)
osszefiiggések allnak fenn. Minden 1 <14, 7, k,l < n indexre a
Rijii = —Rjiry,  Rij = —Rijik,  Riji = Riij (2.38)

szimmetriatulajdonsagok teljesiilnek.

A maésodfaji Christoffel-szimbdolum segitségével kapjuk meg a Riemann-tenzor

elemeit
Riji = 05, = ;i + T3 Ty, — il T, (2.39)

2.6. Tétel. A (P,, V) tér lapos.

2.14. Definicié. Legyen (M, V) differencidlgeometria, melynek gorbiileti tenzora R.
A
Ric: X(M) x X(M) — F(M) (X,Y)— Tr(Z— R(Z,X)Y) (2.40)

leképezés a Ricci-féle gorbiileti tenzor (Ricci-tenzor vagy Ricci-gorbiilet).

A p € M pont koriili ¢ lokalis térképen a Ricci-tenzor egyértelmiien megadhaté a
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képlettel értelmezett Ric;; mennyiségekkel. A Ricci-tenzor meghatarozhaté a gorbiileti
tenzorbol:

Ricjr = Rjj).- (2.42)
A (P, g, V@) tér Ricci-tenzordnak a meghatérozasahoz vezessiik be a

_ <1 . Zﬁ) 2.4

jelolést. A Ricci-tenzorhoz az jo‘k) " alaku elemeket kell kiszamolni, ezek a kovetkezdéek
lesznek a fenti képlet alapjan:

«)..1 1
oI = ;O‘ <c + 0,02 + 5]’%? ( — 8 + 8y )) (2.44)

a)..i 1+Oé
oI = — ((on +5Zk5”192)

a).mn(a)..4 I+« ? 1 1
Pl — ( 5 > (19202 —C =y (1 + O3 — 5%@))

a).mmn(a)..1 1 + « 2 1 1
it = (T) (ﬁi(ﬂ = 05C = day- (5kj + 6 — 5@-7}7)) .

2.7. Tétel. A (P, g, V@) tér Ricci tenzora

2
(@) pla).i 1+« -« 1

Legyen (M,g) Riemann-geometria és Ric a (M,V) differencidlgeometria Ricci
tenzora. Adott Y vektormezo esetén a

Ricy : M — Lin(X(M),R) p— Ric(X,Y)(p) (2.46)
leképezés egyértelmiien meghatdroz egy Y vektormezét, melyre
Riey (X)(p) = g5(X, V) (2.47)
teljesiil minden X € X' (M) esetén. A

Scal: M =R p— Tr(Y — ) (2.48)
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figgvény az (M, g) Riemann-geometria V kovaridns derivalasdhoz tartozé skaldrgor-
biilete.

A skalargorbiilet a Ricci tenzor nyoma

Scal = Ric;; g”. (2.49)

2.8. Tétel. A (P, g, V@) tér skaldrgorbiilete

Scal(V1,...,0,) = ! —Z Ck(n - 1) ((1 —a)n+2a 2": 19;.@) . (2.50)

k=1

A (2.5.) tétel értelmében mondhatjuk, hogy a (P,,g, V@) tér skalargorbiilete
pontosan akkor allandé, ha V(@ a Levi-Civita-féle kovarians derivélds, vagyis ha o = 0.

2.15. Definicié. Az (M,g) Riemann sokasdgon egy v : R — M sima fiiggvény
[a,b] C R intervallumhoz tartozé ivének a hossza

ba) = [ Val@A0) dt (2.51)

Az ivhossz a gorbe atparaméterezésével szemben invaridns. A P, sokasdg két pontja
kozott az ivhossz segitségével definidlhatunk tavolsagot. Ez a tavolsag azonban fiigg a
pontokat 0sszekoto uttol.

A P, sokasidg minden pontja egyetlen p paraméterrel jellemezheto. A p; és po
pontok kozotti tdvolsag meghatarozdsahoz tekintsiik a () = ¢ gorbét. Ekkor

(2.52)

P2 1
I(p1,p2) :/p1 \/ﬁ dt,

mely megegyezik a (1.117) képlettel.

Legyen (M, g) Riemann-sokasiag, p € M olyan pont, mely a ¢; és ¢y lokalis
koordindtarendszerek értelmezési tartoményaba esik, tovabbd legyen U = Dom(¢;) N
Dom(¢s). A lokalis koordinatarendszerekkel a T}, M tér két kiilonbozd bazisat adhatjuk
meg: (8&1),...89))—% a ¢ segitségével, valamint (852),...87(12))—@5 po-vel. A két

(2)

bézisban a g Riemann-metrika a gfjl ) és a g;; metrikus tenzort adja. Tekintsiink egy

f U — R sima fiiggvényt. Ekkor

/ o (fodr) = / pr-(fody") (2.53)
$1(U) $2(U)
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teljesiil, ahol p; = \/detgg) és py = \/detgi(f). E tulajdonsdg miatt a p =

Vdet g fiiggvényt invarians térfogati striségfigguénynek nevezik. Ennek a segitségével
értelmezhetd a sokasdg U C Dom(¢) részének a térfogata:

V(U) = /W) p. (2.54)

Nagyobb U C M tartomanyok térfogatat a tartomany tobb kisebb diszjunkt részre
val6 felosztasaval lehet kiszamolni.

A P,, sokasagon

N|=

p:

<1 _jﬁk) ﬁﬁk] | 2.55)

Ezek alapjan meghatarozhato a P, tér térfogata:

V(P,) = //

0<19¢'<1,Z;L:1 ;<1

1
2

(1 - iﬁk) ﬁﬁk] _ A9, ...dY,. (2.56)
k=1 k=1

Ezt az a; := \/0; és ag := /1 — Y ,_, Uy helyettesitéssel vissza lehet vezetni arra, hogy
egy konstans fiiggvényt az (n+ 1) dimenziés térben 16v6 egységgdmb pozitiv térrészbe
esO részén integralunk.

2.9. Tétel. Az P, sokasag térfogata megegyezik az n-dimenzios gomb felszinével

om™/?

V(Pa) = O (2.57)

2.2. Geodetikusok

A Riemann-sokasagon a geodetikusok felelnek meg az euklideszi térben megszokott
egyeneseknek.
2.16. Definicié. Legyen (M, V) differencidlgeometria. A v : R — M legalabb kétszer
differencialhat6 gorbét akkor hivjuk geodetikusnak, ha minden p € Ran(y) pont koriili
¢ lokalis koordinatazas esetén minden 1 < k& < dim M indexre

dim M

d~td~7
+ Y T on) gy =0 (2.58)

d2 ,yk
d ¢2

,j=1

teljestil minden ¢ € Dom(y) N ¢~ (U) esetén.
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2.10. Tétel. A (P1,V) differencidlgeometria esetén a -y gorbe pontosan akkor geode-

tikus, ha eleget tesz a
Eat)  (A=29(1) (dr(1))®
i mn (i) =0 (259)

differencidlegyenletnek. Ennek a v(0) = a és ¥(0) = b kezdeti feltételhez tartozd
megoldasa

) bt
~(t) = cos (——2\/am

2.11. Tétel. A (P,,V) differencidlgeometria esetén a v = (y1,72) gorbe pontosan
akkor geodetikus, ha eleget tesz a

En() 1= 2n() — () + 1) ()(dvl()>2 (2.61)

~ arccos ﬁ) | (2.60)

(L =mn(t) =) —27

d(t) dya(t) | )1 —n(t) (det))®
A ey + 272(15) ( dt ) =0
(1—71(t)—’yz(t))dc?§2(t>_1_2%() 27712(?)+%() (t)(dﬁft>>

(
dy(t) dya(t) | @1 =) (dn)) _
=5 +2 271(t) ( dt ) =0
differencidlegyenletrendszernek.

2.12. Tétel. Legyen (p1,p2), (q1,q2) € P2 két tetszbleges pont. A két pontot osszekdtd
v = (71,72) geodetikus egyenlete
2

- + +
7(t) = v \/p_l(\/pﬂh VP2 \/ng3> sint + /p; cost (2.62)
\/1 — (VP11 + /D232 + \/P333)
2
+ +
o(t) = V& — D2 (VPrdi + /P2@2 + \/D333) sint + /3 cost
\/1 — (VP1q1 + P23z + \/p3Q3)
Bevezetve a
tyg = arccos(\/plql + \/D2q2 + \/p3Q3) (2.63)
paramétert, a geodetikus a
7(0) = (p1,p2), v(to) = (q1,92) (2.64)

peremfeltételeknek tesz eleget.
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A kozonséges Picard—Lindelof-tétel miatt adott kezdeti feltétel mellett a geodetikusra
vonatkozo differencialegyenletrendszernek van egyértelmi megoldasa és a megoldas
siman fiigg a kezdeti feltételtdl. A (2.11.) tételben szerepld egyenlet v(0) = (1/2,1/4)
és 4(0) = (1,1/5) kezdeti feltételhez tartozé megoldasat az alabbi dbra szemlélteti,

ahol z(t) = v (t) és y(t) = 1=(t).

0.31 Geodetikus

0259 —

0.2

y(t) 0.15 1

0.1

0.051

005 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85
X(t)

Legyen p € M, és legyen ¢ a p pont U nyilt kornyezetének lokalis koordinatazasa .
Az (M, g, V) sokasdgon minden v € T, M vektor esetén létezik olyan ¢ > 0 szam, hogy
ay:] —e,e[— M geodetikusra v(0) = p, ¥(0) = v és y(] — €,¢e]) C U teljesiil. Legyen
W, C T,M azon v érintévektoroknak a halmaza, melyekhez tartozé geodetikusokra
teljestilnek a fenti feltételek és ¢ > 1.

Ha 71 a vy érintévektorhoz tartozé | — e, 1| intervallumon értelmezett geodeti-
kus, valamint v, a cv; érintévektorhoz tartozé geodetikus, akkor az €5 = <t jelolést
haszndlva a -, geodetikus egyértelmiien kiterjeszthetd a | — e, 5[ intervallumra, és
1 (ct) = y2(t) teljesiil minden t €] — eq, €9 szdmra. A geodetikusok differencidlegyen-
letrendszerére alkalmazott Picard—Lindelof-tétel és az iménti megjegyzések alapjan a
W, halmaz a 0 € T,M érintévektor egy kornyezete, vagyis 1étezik olyan r, > 0, hogy
Sy, ©W,, ahol

Sr, ={veT,M | g(v,v)<ry}. (2.65)

2.17. Definicié. Legyen (M,V) differencidlgeometria. A p € M ponthoz tartozé
exponencialis leképezést az

exp, : Sy, — M v 7,,(1) (2.66)

képlettel értelmezziik, ahol ~,, a v(0) = p és §(0) = v feltételeknek eleget tevd
geodetikus.
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2.13. Tétel. Minden p € M ponthoz létezik olyan Sp C S, nyilt halmaz, hogy exp,
diffeomorfizmus S, és exp(S,) kozitt.

Tekintsiik az (M, g) Riemann-sokasagot a V Levi-Civita-féle kovarians derivalassal.
Minden p € M esetén jelolje V,,(r) az exp(S,) halmaz térfogatit, azaz n-dimenzids

sokasag esetén legyen
Vi(r) = / Jdet(gy) (0<r<mr). (2.67)
exp(Sr)

2.1. Példa. Legyen az M sokasag a haromdimenziés euklideszi térben 1évé a > 0
sugarti gombfelszin, melybdl (pusztén technikai okokbol) elhagyjuk a Ry x {0} x {0}
halmazhoz tartozé elemeket. Az M sokasag ekkor egyértelmiien paraméterezheto a
(9, ¢) gobmbi koordinatédkkal, ahol —m < ¢ < 7w és 0 < ¥ < w. Az euklideszi metrika az

érintOtéren ekkor
(9i5) = o ! (2.68)
" 0 a2sin’?d /- :

A y(t) = (V(t), (1)) geodetikus egyenlete ekkor

A2 9(t) do(t)\” a2 () cosV(t) dp(t) dd(t)
qp — smo)cosd )( at ) a2 snon) at ar - 209
A ~v(0) = (7/2,0) és 4(0) = (0,v/a) kezdeti feltételeknek eleget tevé geodetikus
~v(t) = (7/2,tv/a), ahol |t| < ff- A szimmetria miatt allithatjuk, hogy a gémbon
a geodetikusok a fOkorok lesznek. Az exponencidlis leképezés ekkor a T(/20) M
érint6térben 1évo 0 < r < ma sugard kort a gomb felszinére képezi, 1étrehozva ott egy

r sugaru gombre lapitott kort. Az exponencidlis leképezést az aldbbi dbra szemlélteti.
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Jelen esetben kétdimenzios sokasagrol van szo, ezért 0 < r < ma esetén
Va(r) :/a/ Va?-a?sin’Y dy dv = 2ma® <1—cos£). (2.70)
0 - a

Kis r/a érték esetén ez majdnem megegyezik az érintétérbeli r sugard kor tertiletével

) 1 rinr 1 757 1 (7"1()). (2.71)

Vo(ry=rmT— ———+——F—— ——

12 a? 360 at 20160 ab a8

9

2.3. A térfogat Taylor-sora

A V,(r) mennyiség ,,méri”, hogy mekkora a sokasdgbeli pont r sugartu kornyezete.
Els6 kozelitésben gondolhatjuk tgy, hogy ez a térfogat megegyezik az n dimenzids
euklideszi térben 1évo r sugaru gomb térfogataval. Ez az elképzelés — bizonyos
értelemben — igaz altalanos gorbiilt sokasdg esetén is. A jelen részben latni fogjuk,
hogy a V,,(r) mennyiség pontosabb kozelitésében megjelenik a skalargorbiilet. Ez a
tény fontos szerepet kap majd a 4.2. részben, ugyanis ezen alapul Petz sejtése.

A V,(r) kifejezés sorbafejthetd r-szerint. Elész6r Bertrand, Diguet és Puiseux [13]

publikalta 1848-ban a

K
Vo(r) = ar? |1 — ETQ +O(r*) (2.72)

kifejezést, mely az R3-ban 16v6 feliiletekre érvényes, ahol K jeloli a Gauss-gorbiiletet.
Ezt az eredményt 1917-ben Vermeil [110] és 1939-ben Hotelling [52] dltalanositotta tet-
szOleges Riemann-sokasagra. A sorfejtésben 1évo kovetkezo tagot 1973-ban publikalta
Gray [40], majd 1979-ben Gray és Vanhecke tijabb tagot irt fel [41]. Az eredményeik
bemutatasahoz eloszor definidljuk az eddigi mennyiségek atrendezett indexti valtozatat

Rick = Ric;; gk g7t Ric;j = Ricy;, ¢ R — Rmnopgmig”j g% gP! (2.73)
Ry = Rojug™ R = Rijimng™ g" R = Rupeug™ g™ .
Ezek segitségével definidljuk a sorfejtésben szerepld j mennyiségeket
| Ric ||? = Ric;; Ric* |R||? = Rij R Ric = Ric} Ric Ricy,
(Ric, R) = Ric; R R?, . (Ric® Ric, R) = Ric” Ric* Ry R = R;f' RV Ry

R = Ry R% RV (2.74)
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Tovabba sziikségiink lesz a gorbiileti mennyiségek kovarians derivaltjara
|V Scal ||> = (8; Scal)(9; Scal)g" (2.75)
(V Ric);jx = 0k Ric;; —T';F Ricy, —F‘j',f Ric;,,

I Rie [ = (V Ric)s(V Ric)imag“g™ g™
a(Ric) = (V Ric) jxi(V Ric)imng" g™ g"*
(VR)ijkim = Om Rijin — Ui Bpjra — Ui R — Uiy Rigpr — Uiy Rijiom
IVRI* = (VR)ijktm(V R)noparg™ 9" 6" 9" g™
A Scal = (9;0; Scal)g” — I';7(9, Scal)g”
(ARic,Ric) = (8;(V Ric);jr)g* Ric” —T;P(V Ric),ng* RicY —
—T57(V Ric)iprg™ Ric” —T'7(V Ric) 0" Ric?
(V?Scal, Ric) = (9;0; Scal) Ric” —I';?(9, Scal) Ric”
(AR, R) = R™g™(0,(V R)ijtim) — Uit (V R) pjim R g™ —
—T50 (VR)iphim RH g™ — T3 (V R) it RN g™ —
T (VR)ijipm R g™ — T3 (V R)ijuap R g™
A*Scal = (9;0;(A Scal))g” — F;&P(GP(A Scal))g” .

Tetsz6leges (M, g) Riemann-sokasig esetén a V,,(r)-re a legtobb tagot tartalmazé
sorfejtést Gray és Vanhecke adta meg [41]. A cikkiikben szereplé kifejezés azonban
nem adott helyes eredményt ellendrizheté esetekben. Meglehetosen hosszadalmas
szamolasukat végigkovetve az aldbbi helyes kifejezés adodik a sorfejtésre.
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2.14. Tétel. Az (M, g) n-dimenzids Riemann-sokasdg p pontjdban a V,(r) térfogat r
szerinti Taylor-sora

/2 { __Seal —3||R||> + 8|| Ric||*> — 5 Scal’ —18(A Scal)
6(

T (2+1) nt2) 360(n + 2)(n + 4) !

Va(r) =
(2.76)

1
20 )+ D (n +6)
Lo
21
45 4 48<

: 5 2
+ 7a(ch) - QHVRH + 6 Scal(A Scal) + -

30
7

A Fisher-metrika esetén a sorfejtés harmadik tagjat az alabbiak szerint hatdarozhatjuk

meg

4 .
(—g Scal’ —2 Scal|| Ric||* + Scal | R||* + 2—3Ric—|—

32, 110, 200. 45 , 45,
(Ric® Ric, R) + 7<RZC,R>—|— 63R+ 63R+ 7HVScalH +14||VRZC|| +

Ay

A Ric, Ricy + - V? Scal, Ric)—

45

(AR, R) 7(A2 Scal)) 7‘6—1—0(7“8)] .

.o on—1
Ric" = T(—ﬁﬂ% + 51319@) (277)
~ — 1\ ?
| Ric|]* = Ricy; Ric” = n (_(n y ))
n(n —1)

IRI = Riga R = ==

AScal =0 .

A sorfejtés negyedik tagjaban szerepl6 mennyiségek a kovetkezok lesznek

. -1\°
Ric = n (” v ) IV Ric|2=0 (ARic,Ric) =0 (2.78)
|V Scal ||*> =0 (V?Scal, Ric) = 0 V?Scal =0
) ) .= n—1\" . n(n—1\
a(Ric) =0 (Ric® Ric, R) = —n 1 (Ric, R) = 3 1
> n(n—1) = n(n—1)(n—-2) 2
o T R= n IVR[" =0

(AR,R) =0
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2.15. Tétel. A P, sokasdag esetén a (2.76) sorfejtés a kovetkezéképpen specializalddik

2 nn—1) , nn—-1)0GBn-7) ,

V)= Ern) | 2un+2) 5760(n + 4)

(2.79)

n(n —1)(35n% — 112n + 93) 4 5
- 0
2003040(n + 6) i+ 00r)

A (2.76) sorfejtés meglehetésen komplikalt tagokat is tartalmaz, ezért érdemes

ellendrizni egy jol ismert esetre. Az alabbiakban egy ilyen révidebb példat mutatunk
be.

2.2. Példa. Az alapsokasag legyen az (2.1.) példaban szereplé M sokasdg. A (v, ¢)
gombi koordinatdkat hasznalva a metrika

2 2 i 2
g =a", gi2=gn =0, g =a"sin"0.

A sorfejtésben szereplo segédmennyiségek ekkor konnyen szamolhatdak

2 2 4

Scal = = | Ric ||* = py |R|]? = oy AScal =0 (2.80)
. 2
Ric = — [VRic|?=0  (ARic,Ric) =0 ||V Scal||*=0
a
~ 2
(V?Scal,Ric) =0  V*Scal =0 a(Ric) =0 (Ric® Ric, R) = ——
a
oa 4 - 8 = 2
(Ric, R) =3 R__E R=0 IVR||*=0
(AR,R) =0.
A (2.76) alakja ekkor:
Lrir 1 o7 1 7
| W 10y 2.81
VI =rr =5 Taar w60 e 00 (2.81)
Ez megegyezik az (2.1.) példaban szerepl6 V (r) sorfejtéssel. 9

2.4. A Fisher-metrika egyértelmiisége

Cencov és Morozova mutattak meg, hogy az P, terek kozti leképezések segitségével
egyértelmien jellemezhet6 a Fisher-metrika [19, 74]. Ehhez azonban elengedhetetlen a
Riemann-sokasagok kozti leképezések alaposabb vizsgélata.
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2.18. Definicié. Legyen f : M — N differencialhato leképezés az M és N
differencidlhaté sokasagok kozott és legyen p € M. Adott ¢ € F(N) és v € T,M
esetén a

(f0))(6) = v(6 0 ) (2.82)

leképezés egy fip,(v) € Ty N vektort definidl. Az f fiiggvény p pontbeli derivalt

leképezése
Jip : TyM — Trpy N v = fop(v). (2.83)

Ha az f fiiggvény injektiv és minden p € M pontban a f,, derivalt leképezés is
injektiv, akkor az f fliggvényt bedgyazdsnak nevezzik.

2.19. Definicio. Legyen M és N differencidlhaté sokasag. Azt mondjuk, hogy N
részsokasdiga M-nek, ha N C M és az

i:N—M p—op (2.84)
identikus leképezés minden p € N pontbeli 4y, : T,N — T,,M derivalt leképezése
injektiv.

Azt mondjuk, hogy az N sokasag 1 kodimenzids részsokasiga M -nek, ha N
pontosan eggyel kisebb dimenzids sokasag, mint M.

2.20. Definicié. Legyen f: M — N differencialhaté leképezés az M differencidlhato
sokasdg és az (N, g) Riemann-sokasag kozott. Legyen p € M, ekkor a

(f9)(p) - T,M x T,M — R (2,y) = g5 (fup(2), fup(y)) (2.85)

leképezés a g-metrika f-fel valo visszahizottja.

2.16. Tétel. Legyen (M, g) Riemann-sokasdig és N az M részsokasdiga. Ekkor az
1:N—-M p—p

wdentikus leképezés dltal visszahiuzott g metrika, i*g, Riemann-metrika N -en.

A fenti tételben szereplo i*g metrikat indukdlt metrikdnak nevezziik.

Legyen (M, g) Riemann-tér, V kovaridns derivélds M-en, N C M részsokasig és
jelolje i : N — M a bedgyazast. Ekkor minden p € N esetén i,,(7,N) linedris altere
T,M-nek. Legyen m : T,M — T,N ortogondlis projekcié. Ekkor definidlhat6 a V
kovarians derivdlds visszahuzottja:

VY = (Vi x)iep(Y)), (2.86)

ahol XY € T,N vektorok.
Az aldbbi példan megmutatjuk, hogy a P, téren a Fisher-metrika hogyan kaphato
meg egyszertien az R"™! tér euklideszi metrikdjabol.
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2.3. Példa. Tekintsik az

FiPa =R (9, 0,) — (V. O 1 =0 — - —1,) (2.87)

leképezést. Legyen p € P, tetsz6leges pont, (0, )i=1..n a T,P, érintétér egy bazisa és
(03)iz1,..n & TipR™™! tér bazisa. Ekkor f derivalt leképezése a p € P, pontban

R 1
VY 21— — ...,

f*p(819¢> an+1- (288)

Az R™! euklideszi téren a metrikus tenzor gi(,]an) = 01, ennek f-fel valé visszahuzottja

1 1 1
L A R O S 2.89
(79 i 4(mm+d—ﬁrﬂ”_m)’ (2.89)
ami a Fisher-metrika pozitiv szamszorosa. 9

Emlitettiik, hogy a P, tér megfeleltethetd az n + 1 dimenzids euklideszi tér egyik
hipersikjanak a pozitiv ortansaba eso részének. Ha ezt a hipersikot az origébdl indulé
fénysugarakkal ravetitjiik az origd koriili egységsugaru gémbre, akkor az n+1 dimenzios
tér euklideszi metrikaja éppen a Fisher-metrika szamszorosat indukalja a gombon.

A (1.2.) tétel kimondja, hogy véges halmaz feletti statisztikai modell esetén
az alaphalmazon értelmezett leképezés pontosan akkor nem csokkenti a Fisher-
matrixot, ha elégséges statisztikarol van sz6. A Fisher-metrika egyértelmiiségéhez
a fenti tulajdonsdgot kell ujra fogalmazni a P terek kozotti statisztikailag relevans
leképezésekre vonatkozdan.

2.17. Tétel. Legyen minden n € N szamra X, = {0,1,...,n}. Tekintsik minden n-
re a (Pn, Gn, Vi) hdrmast, ahol g, Riemann-metrika (g, tetszéleges Riemann-metrika
Pn-n) és V,, kovaridns derivdlds (nem feltétlenil Levi-Civita-féle). Jeldlje g,(zF) és V')
a P, téren a Fisher-metrikdt és az a-kovaridns derivdldast. Adott f : X, — X,
sziirjektiv leképezésre jelolje f = Py — P az f dltal indukdlt leképezést. Adott S C P,
részsokasdg esetén legyen ¢ a g,-dltal indukdlt metrika S-en, gu®) q g,,-dltal
indukdlt metrika f(S)-en, V) a V,, visszahizottjdt és VU)o V,, visszahizottjdt.
Ekkor fls: S — f(S) differencidlhatd leképezés. Legyen (f|s)*gY ) a gUS) metrika
fls leképezéssel vald visszahizottja. Ekkor (S, g, (f(S), g/®N) és (S, (fls) gV EN)
Riemann-tér. Ha minden m,n € N esetén minden f : X,, — X,, szurjektiv leképezésre
és minden S C P, olyan részsokasdgra, melyre f : Pn — P elégséges statisztika
teljestil, hogy

(fls) g/ = g, (2.90)
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akkor létezik pontosan egy olyan ¢ > 0 szdm, hogy minden n-re g, = cgéF), tovabbd ha
minden X,Y € X(S) vektormezdre

(Fls). (V9Y) = VI L (Fls)e() (2.91)

teljesil, akkor létezik olyan 5 € [—1,1] és d > 0 paraméter, hogy minden n-re
V, = avy teljestil.

A tétel szerint a Fisher-metrika és az a kovaridns derivaldsok egyértelmiiek véges
halmazokon pozitiv szamszorzd erejéig.

2.5. Részsokasag skalargorbiilete

A 4.1. részben meghatarozzuk a kvantummechanikai allapottér skalargorbiiletét.
Ott dgy tekintjiilk majd az &allapotteret, mint egy nagyobb sokasig 1-kodimenzids
részsokasaga.  Ezért fontos a nagyobb sokasdg skalargorbiilete és a részsokasag
skalargorbiilete kozotti kapcsolatot tisztazni. Tovabba a jelen részben bemutatjuk
az allapottéren torténo szamolds klasszikus megfelel6jét.

Megmutatjuk, hogy a P,, tér természetes mdédon megkaphatd, mint egy lapos tér
részsokasaga. Ehhez definidljuk a

Pn = {p(z,0o,...,0,) | Vie{0,...,n}:0; € R} (2.92)

teret. A P, tér differencidlhaté sokasdg, és minden p € P pont esetén (g, )i=o..n &
T, P érintétér bazisa. A
1
Jire = Ojh— 2.93
Gik ik 7, ( )
metrikus tenzor Riemann-metrikdt definidl a P,, téren.
2.18. Tétel. A (P, g) Riemann-sokasagon a Levi-Civita-féle kovaridns derivdlds a

ok — 11

ij = _iﬁiézjéjk (2.94)

masodfaji Christoffel-szimbolummal jellemezhetd.
A tovébbiakban V jeldli ezt a kovaridns derivalést.
2.19. Tétel. A (Pn,§,V) tér Riemann-féle gorbiileti tenzora

Ryl =0. (2.95)

ijk

Tehdat a (P,,g,V) tér lapos.
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2.20. Tétel. A~ :R — P, girbe akkor geodetikusa a (77 @) térnek, ha eleget tesz
a
d* (t) d%
Vke{l,...,n}: Fr R (2.96)
differencidlegyenletrendszernek. Ennek a v(0) = a és a ¥(0) = b kezdeti feltételnek

eleget tevd megoldasa

b
Vke{l,...,n}: Y(t) = 4—%152 + byt + ay (2.97)

2.21. Tétel. Tekintsik az (Pn, gn) €s (75n,§]n) Riemann-sokasdgokat. A
f:P,— Pa p(z,Yg,...,0,) — p(x,do,...,0,) (2.98)

bedgyazdssal P, a P, részsokasdga. A G, metrika f-fel vald visszahizottja megegyezik
a g, metrikaval.

A tovébbiakban megmutatjuk, hogyan szdmolhaté ki P, skaldrgorbiilete a P, tér
segitségével.

2.21. Definicié. Legyen (M,g) Riemann-sokasiag és N C M az M sokasig 1-
kodimenzids részsokasaga az f : N — M beagyazassal. Azt mondjuk, hogy a

n:N—TM pw~—n(p) (2.99)

leképezés az N sokasdg normdlvektormezdje (vagy N feliileti merdlegese), ha minden
p € N esetén n(p) € TrpyM, gp(n(p),n(p)) =1 és n(p) L fip(T,N) teljesiil.

A Riemann-tér minden 1-kodimenziés részsokasdganak 1étezik normalvektormezdje.
A tovébbiakban olyan részsokasiagokrdl lesz szd, ahol a normalvektormezé-leképezés
kellden sokszor differencialhato.

2.22. Tétel. Legyen (M,g) n+1 dimenzids Riemann-sokasdg, M C M 1-kodimenzids
részsokasdga M-nek, g a § dltal indukdlt metrika M-en, V a § metrikdhoz tartozé Levi-
Civita-féle kovaridns derivdlds és n : M — TM az M sokasdg normdlvektormezdje.
Minden X, Y € TM esetén definidljuk az

S(X,)Y): M —R p— —,(Vxn,Y) (2.100)
fligguényt. Ekkor XY, Z, U € X(M) esetén
JR(X,Y)Z.U) = g(R(X,Y)Z,U) + S(X,Y)S(Z,U) = S(Z.Y)S(X,U)  (2.101)

teljesiil, ahol R és R jeloli az (M, g) illetve az (M, §) terek gorbiileti tenzordt.
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.....

akkor az (M, g) tér p pontbeli Scal(p) skaldrgorbiiletére

Scal(p) = i G(R(Ay, A Ay, A) + S(Ay, A)S(Ay, Ay) — S(Ay, A))S(Ay, A) (2.102)

t,s=1

teljesiil.

Adott X,Y € T,M vektorokra is értelmezhet6 az S(X,Y’) mennyiség, mert a 2.2.
tétel alapjan lehet értelmezni a vektor szerinti kovarians derivalast.

A (Pn, g) Riemann-tér skaldrgorbiiletét is egyszertien meg lehet hatarozni a (2.102)
képlet segitségével.
2.4. Példa. A (P,,g) tér skaldrgorbiilete: A (2.21.) tétel alapjan P, 1 kodimenzids

részsokasdga a (P,) sokasdgnak. A P, normélvektormez6jét adja a

n:Py— TPy (Do,...,0,) — 990y + -+ - + Un0y (2.103)
leképezés, ugyanis minden ¢ = 1,...,n esetén a 0; — Jy € TP,, vektormezo6 esetén
§(9; — 9o,n) = §(9; — 9o, V000 + - - - +,0,) =0 (2.104)

teljesiil.

A (2.98) képlettel értelmezett f bedgyazés érintdleképezésére bevezetjiikk a 9 =
f<(0) jelolést. A (2.100) képlettel értelmezett S leképezés a 0;,0; € TP, (i,j =
1,...,n) vektorokon az

5 - 1. 1. -
S(05,05) = —g(V_g,15m —00 + 0;) = =3 (750 + 50,-, —0y + 8]-) (2.105)
—1 1 -1
= 59,0~ T — 9(9:,9;)

értéket veszi fel.
A (2.19.) tétel alapjdn a (P, §) tér lapgé’, ezért a skaldrgorbiiletet kifejezd (2.102) tétel
ebben az esetben igy alakul

n

- 1 1 nn-1
Scal = Z S(AS7AS)S(At>At) - S(AtaAs)S(As>At) = Z Z - 5tSZ = %

t,s=1 t,s=1
(2.106)
Ez pedig megegyezik a (2.50) képlettel. q
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2.6. A normalis eloszlasok geometrigja

Ebben a fejezetben a tobbvaltozés normalis eloszlas geometriajaval foglalkozunk
részletesen. Ebbdl meglepben sok részletet tudunk majd jél hasznositani a nemkommu-
tativ statisztikai vizsgalatok soran. Kés6bb (a 4.1. részben) meghatérozzuk a kvantum-
mechanikai allapottér skalargorbiiletét és latni fogjuk, hogy a normalis eloszldsok ge-
ometridja és az allapottér geometridja bizonyos értelemben hasonlé szerkezeti. Azért,
hogy ez a hasonldsag feltiinébb legyen egy ponton kicsit bonyolultabb forméban irunk
fel egy Osszefliggést, és a jelen részen keresztiil ezzel a bonyolultabb formulaval szamo-
lunk. Ennek az elénye az, hogy a kvantummechanikai allapottér skalargorbiiletének

a meghatarozasanal ezeket a szamoldsokat mar nem kell elvégezni, csak kiegésziteni
ujabbakkal.

Legyen n természetes szam, az alaphalmaz X = R", és a paramétertér a valds
n X n-es szimmetrikus pozitiv definit matrixok halmaza, vagyis

M ={DeM,R) | D=D* D>0} . (2.107)
Az S halmaz elemei legyenek az

f:MfxX —-R (D,z)— f(D,z)= Mexp (—%(L D@) (2.108)

paraméteres stirtiségfiiggvények. A tovdbbiakban az (X, S, M) statisztikai modell
Fisher-féle informdaciés matrixa altal indukalt Riemann-geometridjat elemezziik. A
jelen fejezetben az (X,S, M) n-dimenziés normdlis eloszlds statisztikai modellje
kifejezésen az imént bevezetett statisztikai modellt értjiik.

Az M paramétertér az onadjungédlt métrixok halmazdnak nyilt részhalmaza,
vagyis az R™"tD/2 tér nyilt részhalmaza. fgy természetes médon (egy térképpel
lefedhetd) differencidlhaté sokasdg. Minden D € M, pont esetén az érintGtér
azonosithato az n x n-es, valés, onadjungalt matrixok halmazaval, vagyis

TpM,  ={X e M(R,n) | X=X"} . (2.109)

Tetszéleges X € Tp M, vektor esetén 1étezik olyan € > 0, hogy a
vi]—ee[» M(R,n) t— D+tX (2.110)
leképezésre Rany C M teljesiil. Az X € TpM;T vektor az f € F(M,") figgvényhez

az

_df(D+1X)

X(f) = 5

(2.111)

értéket rendeli.
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Legyen D € M} és X € TpM,;. Ekkor az f(D,z) € S fliggvény X-irdnyi
derivaltjat a

of(D,z)  Of(D+1tX,x)

= 2.112
0X ot 0 ( )
képlettel értelmezziik.
Az M paramétertér, és barmely pontbeli érintétér is, "("TH) dimenziés. A
konnyebb szamolas kedvéért 1 < 7,7 < n indexek esetén definidljuk az
(Eij)ab = 5ia5jb (1 S a, b S TL) (2113)
matrixegységet, valamint 1 <7 < j < n esetén az

matrixokat. Ekkor az (Fj;)1<i<j<n vektorhalmaz barmely pont feletti érintétér bazisa.

Adott D € M, pontbeli differencidlgeometriai vizsgalédasokndl az altaldnossédg
megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy a D matrix diagonalis, féatléjaban a sajatértékei
szerepelnek. (Alkalmas unitér transzforméciéval minden énadjungdlt métrix diago-
nalizdlhato és az unitér transzformacié altal meghatarozott Gj koordinatarendszerben
dolgozunk tovabb.)

A Fisher-féle informacidés matrix meghatarozasat az alabbi tétel segiti.
2.23. Tétel. Legyen az (X, S, M,}) hdrmas n-dimenzids normdlis eloszlds statisztikai
modellje, D € M tetszdleges pont és X, Y € TpM7T érintétérbeli vektor. Ekkor a
D € M, pontban a Fisher-féle informdcids matriz dltal indukdlt Riemann-metrikdra

1 0f(D,z)0f(D,x)
ge f(D,z)  0X Y

1
dO(D)X,Y) = dz =5 Tr(D'XD7Y) (2.115)

teljesuil.

Bizonyitds. A tétel el6tti megjegyzés értelmében legyen D = 7 | A\ Eyy alakd
és legyen tetszbleges 1 < 4,7 < n és 1 < k,l < n indexre E;; és Ej; a matrixegység.
Ekkor

Oln f(D,z) dIn f(D,x)
() By -
gV (D)(Eij, Ew) = | f(D.2) OF, T (2.116)

teljestil. A parcialis derivaltakat az alabbiaknak megfeleloen alakitjuk at.

Oln f(D,z) 10lndetD 10(z,Dz) 1, 1
ST AT -~z — (DY), -~z 2.11
OE;; 2 0B, 2 0B, 2P Ji g (2.117)
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Ezek alapjan
1 1.1

g(F)(D) (EZ], Ekl) 52]5k:l — _5ij_ f(D,l)kal dg— (2118)
NAe ATTN Jan
1 1
- —5kl— f(Dai)l‘in dz + — f(D,z)xwopr; da .
Parcidlis integralasokkal a
g(F)<D)(EZ], Ekl) 51]5’?1 (36zk — 1) (2119)

)\/\

kifejezést adddik. Az Fj; és Fj; vektorokra, az Osszetett fiiggvény derivéldsi szabalya
alapjan a

g(D)(Fy, Fia) =97 (D)(Eij, En) + ¢ (D)(Eyj, Ew)+ (2.120)

+ g( )(D)(Ejn Er) + g(F)(D)(Eﬁ, Ey,)

1
=0 (0ir0j1 + 0i10,k;)
i

kifejezést kapjuk. Az

1
AN

1
(5%5]'[ + 5il(5jk) = 5 Tr D_lFijD_lel (2121)

azonossag pedig konnyen ellendrizhets. A (2.115) egyenlet teljesiil az érint6térbeli
(Fij)i<i<j<n béziselemekre, a leképezések linearitdsa miatt ekkor a (2.115) egyenlet
minden X,Y € Tp M érintévektorra is teljesiil. O

Enneck a tételnek a segitségével egyszeriien igazolhat6, hogy a ¢ leképezés minden
D € M, pont esetén pozitiv definit. Tehdat ¢™) Riemann-metrikét hatdroz meg az M;F
sokasagon.

Mivel csak a ¢() Fisher-féle metrikéval foglalkozunk ebben a fejezetben, a g = 2¢*)
jelolést haszndljuk a tovédbbiakban. Az (M), g) tér Riemann-geometridjanak néhany
fontosabb differencidlgeometriai mennyiségét hatarozzuk meg.

A tovabbiakban azt az egyszertisito jelolést kovetjiik, hogy amennyiben A : V' — V
linedris leképezés és ¢ € C paraméter, akkor az A+ cidy leképezést roviden (A+ c)-nek
irjuk.

A (2.115) képletre az alabbi ekvivalens alakot is fogjuk hasznélni

Tr(D'XD'Y) = Tr/(D + )7 X(D+ )Y dpl(t), (2.122)
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ahol T' = [0, oco[ és p = dp.

Ezzel a 1épéssel elértiik, hogy a metrika kifejezheto egy specidlis integralformuléval.
(Az allapottéren értelmezett metrikék is ilyen alakiak lesznek.)

A Tp M érintétéren vezessiik be a Hilbert-Schmidt-féle skaldris szorzdst (vagy
kanonikus skaldris szorzdst)

() TDMn+ X TDMTJLr —-R (X,)Y)— (X,Y)=Tr(XY), (2.123)
valamint a

G M’ — Lin(TpM*, ToM?) D (X — G(D)(X)) (2.124)

G(D)(X) = /T (D410 X(D+1)" du(t)

leképezést. Ekkor a Fisher-metrikara
g(D)(X,Y) = (G(D)(X),Y) = (X,G(D)(Y)) (2.125)
teljestil.

Legyen D = Y, A\ Eyy, alaki. Az Fj; (1 < i < j < n) vektorok G(D) leképezés
altali képére minden 1 < a,b < n esetén

GQM@»M=/§]@+m*MwwM@+m*mdmwz (2.126)

k=1

= [ 2 Edale + 20 dut
T
teljesiil. Definidljuk az
m:RTxRT =R (z,y) — /(:U +) Ny +t)7 du(t) (2.127)
T

fliggvényt. Ha a diagonalis D matrix a ) ,_, Ay Ej, alakba frhaté, akkor 1 <4i,j <n
index esetén az

roviditést hasznaljuk. A jelen esetben
1
o 2.129
m J )\z>\] ( )
Ezzel a jeloléssel a (2.126) egyenlet az
G(D)(Fy;) = mi; Iy (2.130)

alakra egyszertisodik.

Az m fiiggvénnyel kénnyen kifejezhetd a Fisher-féle metrika.
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2.24. Tétel. Legyen a D € M, diagondlis mdtric D = >} | \eExy alakd. Ekkor
minden 1 <1< j<nésl<k<Il<n indexpdrra

0 ha (i,7) # (k1)
9(Fij, F) = ¢ 2my; hai=k<j=1 (2.131)
dm;  hai=k=7=1
teljestil.

A tovabbi szdmolasok el6tt emlitsiik meg, hogy FE,F Banach-terek esetén az
[+ E — F kétszer differencialhato fliggvény derivaltjait a

df:E—F a+— f(a) (2.132)
df : E — Lin(E, F) a (z+ df(a)(x))
d’f: E — Lin(E,Lin(E, F)) ~ Lin(E* F) a (x = (y — de(a)(x)(y)))

alakban {rjuk fel.
Ennek megfeleléen a

g: M —Lin((TM,;)>,R) D+ ((X,Y) g(D)(X,Y)) (2.133)
Riemann-metrika derivaltja
dg : M7 — Lin(TM," — Lin((TM,})* R)) (2.134)
D (7= ((X,Y) = dG(D)(2)(X,Y)))
leképezés, a masodik derivaltja pedig

dg: M — Lin(TMn+ — Lin(TM; — Lin((TM;)Q,R))> (2.135)

D (v - <Z — ((X,Y) = dG(D)(V)(2)(X, Y))>> .

Adott XY vektormez6k esetén a kovarians derivalasra a I'(X,Y) = VxY
konvenciét alkalmazzuk. A (2.3.) tételnek megfeleléen egyértelmiien létezik egy T°
Levi-Civita-féle kovaridns derivélas az M, sokasagon, melyet a (2.31) képlet alapjan
a g Fisher-metrikaval a

9(D)L(D)(X,Y), Z) = % (dg(D)(X)(Y, Z) +dg(D)(Y)(X, Z) — dg(D)(Z)(X, Y))
(2.136)
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formaban fejezhetiink ki.

A dg leképezés meghatarozasahoz elobb hatarozzuk meg az
i: M, — M, aw—ila)=a" (2.137)
inverzképzés derivéltjat valamely a € M pontban. Ha b € M,, operédtorra

ol < ﬁ (2.138)
teljesiil, akkor az a + b operdtor is invertalhat6. Ugyanis ekkor ||a™!(—b)|| < 1 teljesiil,
és az operdtorok inverzére vonatkozé Neumann-tétel értelmében az ¢ = 1 — a=1(—b)
operdtor invertdlhaté. Mivel ¢ = a~1(a + b), ezért a + b is invertalhato.

Az
i(a+0b) —i(a) = —(a+0b)"'ba"" (2.139)

egyenldség miatt az i(a+b) —i(a) mennyiségben a b valtozo szerinti nullad- és elsérendii
tagok az alabbiak.

—a tba™! (2.140)
Ezek alapjan
di : M, — Lin(M,, M,) a+— (x— di(a)(x)), (2.141)
ahol
di(a)(z) = —a'za™t . (2.142)

Az inverzképzés derivaltja és a szorzatfiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan, a G
leképezés derivéltja

dG : M7 — Lin(TM,[, Lin(TM,7, TM,")) D+ (Y — (X — dG(D)(Y)(X)))
(2.143)

dG(D)(Y)(X) = — /T (D+t)'X(D+t)'Y(D+t)!
+D+)Y(D+t) P X(D+)"t dpult) .

Legyen D = > | MoEyy, alaka. Az Ej; (1 < 4,5 < n)és Ey (1 < k1l < n)
méatrixegységeken a G(D) leképezés derivaltja 1 < a,b < esetén

<dG(D)(Eij)(Ekz)>ab = —(0iadjk0 + dardiidjn) /T(t FX)THE ) THE A+ ) T p(?).
(2.144)
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Definialjuk az
m:RT xRT xRt =R (z,y,2) — /(x + ) My +) e+ dp(t)  (2.145)
T

figgvényt. Ha a diagondlis D métrix a D = > ' | \;Ey, alakba ifrhaté, akkor
1 <4,57 < n index esetén legyen

A jelen esetben
1
iy = ———. 2.147
Tk = N (2.147)

Ezekkel a jelolésekkel konnyen kifejezhet6 a G leképezés derivaltja; a (2.144) egyenlet
1j alakja
dG(D)<E2J>(Ekl) = —(miﬂ5jkEil —+ mjkléﬂEkj) (2148)

lesz. A dG(D) leképezés az (F};)1<i<j<n baziselemeket az alabbi médon transzformalja.

dG(D)(Fij)(Fu) = — (Elmijléjk + Fjpm;ii + Fiemid + F’jlmijl(sik) (2.149)

A g Fisher-metrika derivéltja

dg: M — Lin (TM;, Lin(TM} x TM,T,R)) (2.150)
D (2 ((X,Y) = dg(D)(Z)(X.Y)))

dg(D)(Z)(X,Y) = (dg(D)(2)(X),Y) = — Tr / (D+1)Z(D+4)"'X(D+t)'YV+

+(D+)'X(D+ ) Z(D+t)7'Y dult) .

A Levi-Civita-féle kovarians derivalasra a (2.136) egyenletb6l
g(D)(T(D)(X,Y). Z) = (2.151)
_ —% Tr/T(D LN XD+ O)Y YD+ ) X) (D + )2 dult)
adodik. Ezek alapjén a I'(D)(X,Y) vektor G(D) transzformaltjara az (2.125) egyenlet

alapjan
g(D)(r(D)(X, Y),Z) - <G(D) (D(D)(X, Y)),Z> (2.152)
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teljesiil. Ebbol .
G(D)(T(D)(X,Y)) = SdG(D)(X)(Y) (2.153)

adodik.

A T Levi-Civita-féle kovaridns derivalds kiszamitdsdhoz ismerni kell a G(D)
leképezés inverzét. Ehhez vezessiik be a

GOV M — Lin(TMETM) D (X = GEVD)(X) = (G(D) 7 (X))
(2.154)
figgvényt. Legyen D = > ) | A\ Eyy alakd és Fy; (1 <@ < j < n) vektor. A (2.130)

egyenletbol

GED(D)(Fy) = G(D) M (Fy) = —F (2.155)

mg;
ad6dik. Tehat a G(D) leképezés és az inverze is csak szdmmal szorozza az Fj;
béazisvektorokat. A jelen esetben altaldnos X € TphM vektorra is felirhatjuk a G(D)
leképezést és inverzét

G(D)(X)=D'XxD' GUY(D)X)=DXD. (2.156)

Ezek alapjan a Levi-Civita-féle kovaridns derivalasra adott (2.153) kifejezés igy
alakithato.

[: M} — Lin(TM,} x TM;;, TM}) D~ ((X,Y)—T(D)(X,Y)) (2.157)

D(D)(X,Y) = Z6V(D) (dG(D)(X)(v))

A (2.34) képlettel definidlt gorbiileti tenzorra a
R(D)(X,Y)Z =dT(D)(X)(Y, Z) + T(D) (X, T (D)(Y, Z)) - (2.158)
— dr(D)(Y)(X, Z) - (D) (Y, T(D)(X, )

formulat kapjuk. A I'(D) leképezés derivéltja, az inverzfiiggvény valamint a fiiggvény-
kompozici6é derivaléasi szabalya alapjan

AN(D)(X)(Y, 2) = 3dG D (D)(X) (dG(D)(Y)(2)) + 56 (D) PC(D)(X)(¥V)(2)).
(2.159)
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Ennek meghatarozasahoz sziikség van a G fiiggvény masodik derivéltjara valamint a
GV fiiggvény derivaltjsra.

A G fiiggvény masodik derivéltja
&G M — Lin (TM;, Lin (TM;, Lin (T M;, TM;))) (2.160)
D (Z — (Y - (X - dQG(D)(Z)(Y)(X))>)
leképezés, ahol

d*G(D)(2)(Y)(X) = /T(D +H)Z(D+ )X (D +)7Y(D + ) (2.161)

D+ ) X(D+t)'Z(D+t)"'Y(D+t)*

( (
D+)71X( (

D+t)7'Y(D+t)'Z(D+1)"!

n
n
n
'

)
D+t )X (D +t

+( ) (D+1t)”

+ ) (D+1t)”

+ D+ Z(D+)Y(D+t) ' X(D+t)?

+ ( ) YY(D+ 1) Z(D +t ( )~
+(D+)'Y(D+) ' X(D+)'Z(D+t)"t du(t) .

A fenti formuldbdl 1athatd, hogy a d*G(D)(Z)(Y)(X) kifejezés szimmetrikus az X,V
és Z valtozokban.

A GV fiiggvény derivéltja
dGY : MF  Lin (TM,;L, Lin(TM?, TM;)) (2.162)
D — (X — (Y — dc;(l)(D)(X)(Y))) (2.163)

leképezés, melyre az inverzfliggvény és az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdalya alapjan

dGV(D)(X)(Y) = —=GI(D) (dG(D)(X ) (G(‘”(D)(Y)D (2.164)

teljesiil.

A gorbiileti tenzor (2.158) alakjédba beirva a Levi-Civita-féle kovaridns derivaldsra
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és a derivéltjara kapott (2.157,2.159) kifejezéseket a

R(D)(X,Y)(2) = 3dG 0 (D)(X)(dG(D)(Y)(2)) + 3G (D) (EGD)(X)(Y)(Z)

dG(—l)(D)(Y) (dG(D)(X)(Z)) _ %G(—U(D) (dQG(D)(Y> (X)(Z))+

(o) (161 (36D EEDIM2) ) ) -

+

o= N

- %G(‘l)(D) (dG(D)(Y) GG(—U(D)(dG(D)(X)(Z)))) (2.165)

formulat kapjuk. Kihaszndlva d?G(D) szimmetrikussagat igazol6 (2.161) egyenletet,
valamint a dG(~Y kiszamitdsdra kapott (2.164) kifejezést, a gorbiileti tenzorra

R(D)(X,Y)(Z) —iG(l)(D) <dG(D)(Y) (G<1>(D) (dG(D)(X)(Z)))) — (2.166)

1

L) (dG(D)(X) (G(—l)(D) (dG(D)(Y)(Z)>>>

adodik.

Legyen D € M.t és (As)ser a (-, -) skaldrszorzdsra nézve ortonormalt bazis a Tp M,"
érint6téren. Ekkor az (M., g) Riemann-metrika skaldrgorbiiletére a (2.46, 2.47 2.48,
2.49) egyenletek alapjan

Scal(D) = <R(D)(As7 A) (G<—l><D)(At)) : AS> (2.167)

t,sel

teljestl.
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Definidljuk az I, = {(4,j) | 1 <i < j < n} valamint az I, = {(,7) |1 <i < n}
indexhalmazt. A t = (i,5) € I, esetén legyen A, = % valamint ¢ = (i,i) € I
esetén A, = L. Ekkor (A;)ernur, tetszéleges D € M,F pont esetén a TpM,  tér
ortonormalt bazisa a (-,-) skaldrszorzasra nézve. Az I; indexhalmazhoz tartozd A,

matrixok fédiagondlisaban csak nulla szerepel, mig az I,-hoz tartozok diagondlisak. A
)DL DRI IEDY (2.168)
t,sel1Uly t,s€ly telz,sely s€lztel) t,s€ls

felbontasnak megfeleléen a (2.167) képletet négy részletben fogjuk kiszdamolni. A
négy osszegnek az (OFF-OFF), (OFF-DIAG), (DIAG-OFF) és (DIAG-DIAG) neveket
adjuk.

A (2.167) képlet els6 osszege, (OFF-OFF):

> <R(D>(AsaAt)<G(‘”(D)(At)),AS> = (2.169)
Fu Fyj 1 Fy Fu\
B 1<;<n <R(D) (E’ \/5) mij /2 ﬁ> B (2.170)
> 4;..<R(D)(Fklaﬂj)ﬂj>Fkl> = (2.171)
o (2.172)
N Z 1671% <G(_”(D) (dG(D)(Fij) (G(‘”(D)(dG(D)(FkZ)(Ej)D) , Fkl>

A (2.172) képlet elsé tagja:

> o <G<1>(D>(dG(D)(sz)(G(”<D>(—Fﬂmm‘m”‘jF”)))’F’”>:

1<i<j<n 16m7‘]
1<k<I<n

(2.173)
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S 16;@ <G(—1)(D)<dG(D)(sz) (”ﬂ??ﬂﬁﬁ?ﬁ%)),ﬂ»z (2.174)

1<i<j<n ii 33
1<k<I<n
I my;
iij -1
= E — —<G( (D) (8ymns Fri + S Bt
— 16m;; my;
1<i<j<n
1<k<I<n

+ Sumi; Fri + Srimui Fs ) sz>+

(2.175)
R %<G(_l)(D>(5l'mkl'Fk' + Opmu Fij+
16mij mjj 7 J= R J =4
+ oiympj iy + 5kjmkljFlj)> Fkl> =
1 Mg mklz Ml
- Z ’ 6ll<Fk'Lv Fkl) + 2 (S]%(_F'l“ Fkl>
. 167’)%] mi; m;ﬂ my;
1<i<j<n
e (2.176)
1 mijj mkl] My
01 (Fri, By 2—2 6, (Fy:, F =
+ 16m;; mj; < M i (Fgs Frr) =+ mi; ki (Fljs Fr)
1 i 1 my ; .
b 3 [ (R () -
8 =\ My My \ Mg my;
1<k<i<n Li,j=1 (2 177)
- L my; i i
- Z ( m < L 5[1 + 2mkl 5]“))] —_
=1 Mg My M my;
— 1 Z zn: (Lmllj My n L M, mkkl) B
4 \<hat<n Ljo1 NG T Mgt Mg Mg Mkl 1mg
o 1 e Mk |
my my Mgy Mgk Mk Mk
—_ }L [ Z ( m'lljmkll + Mk Mkl ) n
1<k<l<j<n MM MM Mk TV 2.179)

M5k MEk; Mkl
+ E ( + +
MMyl Mg MMk

1<k<j<I<n
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my ;Mg Mk MEk mugMen Mkl M Ek
+ E < + + E + +
My my i e MUk TRl I<h<i<n MyEm Mg MMk TR T

1<j<k<i<n
n
1 Mg i M1 Tkl ) Z (mlllmkll 4 Tk Tkl ) .
mymymy MM I<h<i<n mymymi; MM
o _1 z : ( mvvwmuvv _"_ muuwmuuv _"_ mwwumwwv >+
1§’LL<’U<’LU§TL mvumvvmvw muumuvmuw mwumwvmww
(2.180)
2
4 ( mkll Mkl )]
§ : 2
m2m m m
1<k<l<n ky'rel k' kk

A (2.172) képlet mésodik tagja:

> 7 671%' <G(—1)(D) (dG(D)(Fij)(G(—l)(D) <dG(D)(Fkl)(Fij)>>), Fkl> _

1<i<j<n
1<k<I<n

(2.181)

= > - 1 <G( (D )(dG( )( ZJ)<G(_1)(D)(Elmijl(5jk+-ijmijkfsil"i_

1<i<j<n 16mz'7
1<k<I<n

+ Eigmi il + lmulfszk))) ) Fkl> =

(2.182)
- B -y il ik s
"2 o, (G(D) (dGADIE) () 22+ G D)) () b
1§k<lgn

HIG(D)(Fy)(Fa) 225+ dG(D)(F, ><ﬂl>”nj—"7j5m),Fm>=
’ (2.183)
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1 (-1) miji
= Z G7(D) O (Fimiizon + Famijidji + Fiimizion + Fumijd )+
1<i<j<n 16mij mi
1§k<l§n
+ G (B Ok + Fitmageds + Fijmig;0u + Fjemigedis)+
ik
m;;
+ m]k 01 (FiimiijOn + Fipmigrdi + Fiimizidu, + Firmirs)+
ik
Miji
+ m] ik (Figmiji0 + Famindyy + Fyymig0u + Fjlmijl(sij)) 7Fkl> =
o’
(2.184)
1 L myimig M1 my m
== > — [#@-kaﬂ + L g 5 —— TG+ — Gt
8 L=, mij [ mami; M 1M Mim; mimj
1<k<I<n
+ Mdﬂéjk + M(Sﬂ(sik + IE 5+ - 01+
MR MRy 4 MM Mgk
mi\ miji\
+ ( ”’) 8k i, + ( ”"“) 30+
my mj
+ ( . ) 071001 + ( - ) 0ik0jijk
Mg mg
(2.185)

co| —

1<k<i<n

2 2
myE M ek MUk 1 (g Iy
+ + +— () 4
mpympg g Myl T Mg

Mgl my \ Mgl

n 2 n 2
m; my MM
kl lk kkUTT ERE
+ § <—1 ) -+ g (—] > — (—5kl+ (2.186)
i1 My Mg ;g - mlkmjkmlj T T

Jj=1

myEmM 2 (g \’ 2 e\’
mymymy Mik \ Mkl my \ My

Zmikl ) 1 - mzkl
MgKMa, 4 Z Z T MU M, ( )

1<k<i<n i=1
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AN

1 3m?
— _ T uvw +
4 Z My Moy Mgy

1<u<v<w<n

m? m?
Z ( kk‘l2 + kll2 ) (2188)
mymy,

My
1<k<l<n kKoK

Ezzel kiszamoltuk az (OFF-OFF) tagot.

A (2.167) képlet mésodik sszege, (OFF-DIAG):

S (RD) AL AN (D)) 4. = 2150

= 1<;<n§; <R(D) <% F?) mi% %> = (2.190)
= Z Z v D)(Fy, Fii) Fii, Fra) = (2.191)
-2 > <G< . >(dG< ><Fm>(G<1><D>(dG<D><mi><Fh>))>,Fkl>+

- Z Zggm”< )(dG( ) z‘z’)(G(_l)(D)(dG(D)(Fkl)(E‘z‘)))),Fkl>
1<k<i<n i=1 (2192>

A (2.192) képlet els6 tagja:

2 igzmm< ><dG< ><Fm>(G<”(D)(dG(D)(mi)(mi)))),Fkl>:

1<k<i<n i=1
(2.193)

= 3 3 e (60 (d6o)E (G D aEmD) ) Fi) = @101

1<k<i<n =1

Mg
= Z Z S < V(D) (m”(2Fkimkli5li+2Eimkli5ki)) ,Fk1> = (2.195)

1<k<i<n =1
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Z Z 4 (mzzzmklz 5“ + muzzmk;lz 6k;7,> _ (2196)
m M m:1my;
1<k<lI<n i=1 w
1 — u Mk M = Mki i
P (Z it ™ 2, o

1 & M Mockk Mikk (2.108)

1
4
kl 1 MM

A (2.192) képlet mésodik tagja:

2 Z 2m“< )(D)<dG(D)(Fn)(G(—l)(D)(dG(D)(Fkl)(E’i)))),Fkl>:

1<k<i<n i=1
(2.199)

= > 2—16mn< 1’(D)(Zkh§udG( )(Fii) (Fri) + (2.200)

1<k<I<n i=1 ki

M4
“5,.dG(D)(Fy)(F) ). F> -
my;
1 a 1 MMMy Mkl MMk M45 M1 M55
. < o 2 kéll + i 2 ld@k +2 i Oirda + 2 H 5'Lk51l> =
4 — My ik il MMy Mg mi;
1<k<i<n i=1
(2.201)
L | = (Mg M1 i
_ = LS 2—5Z J; 2.202
4 ; L 1=1 ( miimi, o mim; e ( )

- m ZmZ’L m ’Lm’L’L’L
_§:< ik 5 o TGkl 5Zk>] _
mi;m Mk,
I |~ m2, m,
== k) 2.203
4zhwﬁm4 (2203)

i=1 Lk=1
no 9
_t mkkl 4 Mk (2.204)
Z mkkmkl 4 ; m3,
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Ezzel kiszamoltuk az (OFF-DIAG) tagot.

A (2.167) képlet harmadik 6sszege, (DIAG-OFF):

> (D) 4) (VD) AL ) - (2205
= Z i ! (R(D)(Fy, Fr) F, Fii) = (2.207)

m
1<k<i<n i=1 8y

A (2.208) képlet els6 tagja:

> > 32—7:%1 <G(1)(D) (dG(D)(FM) (G<1>( D) (dG(D)(Fkl)(Fkl))>> , F> _

1<k<i<n i=1
(2.209)
"1
=2 D5 <G<—1><D> (dG(D)(E»)(G<-l><D><FkkmM+ﬂlmm>)),mi> -
1<hat<n im1 D21
(2.210)
- > 3 <G<—”<D> (dG(Dxm ( b F))F> _
1<k<I<n i=1 32mp Mgk my
(2.211)
- 1 ii i
= > > <mkklmk i i, + o 5liﬂlaﬂi> = (2.212)
Mg \ MpkMiy; mymy;

1<k<l<n i=1
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1
_ Z B (mkklmkkk+mkllTlll> (2.213)

2
Mg my

Ez megegyezik az OFF-DIAG els6 tagjaval, a (2.196) képlettel. Vagyis ez a tag
megegyezik a (2.198) képlettel.

A (2.208) képlet masodik tagja:

Z Z 32717%1 <G(—1)(D> (dG(D)(Fkl) <G(—1)(D) <dG(D)(Ez)(Fkl>>)) , Fu> -

1<k<l<n i=1

(2.214)

-y Y <G<—”<D><dG<D><Fm <G<—1><D> (m“iaimﬁ (2215)

16m My
1<k<i<n i=1 G l

a 1 _ My
= Z Z <G( 1)(D)< i (Faminda + Frimu: + Fuminda)+

| Shmien 1=t L0 mii
Miii B
+m Oi(FrxmuriOu + Frimy: + Fuempada) ) o Fiy ) =
ki
(2.216)
- 1 TNkl Mkeii Mkl
= Y S (1 g T ) 1)
1<k<i<n i=1 kl itk kTl
-y - ( Ty, i )Z (2.218)
1<k<l<n dmyg \ mpmer Mgy
15~ i L Q™ Mk
4 > v p— ZZ 3 (2.219)
k=1 KUKk —1 kk

Ez megegyezik az OFF-DIAG maésodik tagjaval, a (2.204) egyenlettel.
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Ezzel kiszamoltuk a (DIAG-OFF) tagot.

A (2.167) képlet negyedik dsszege, (DIAG-DIAG):

> <R(D)(A5’At)<G(_1)(D)(At>>aAs> = (2.220)

> (mo (5 5) 5 - o

-3 16;--<R(D)(F“’F ) E5g, i) = (2.222)
- 6471% <G“’<D> (dG(D)@» (G(U(D) (dawmi)(m))) ~

~GI(D) (dG(D)(Fu) (e ”(D)(dG(D)(ﬂy)(%)))) F>
(2.223)
- _6_14 jzl m%] <G(_1)<D ) (47;; 0i;dG (D) (Fy5) (Fy5) = (2.224)
AT AGD)(F(F)) F ) =
- 1_162 o <2mmm6F 2 Gy = A G > — (2.225)

I < 1 Miii \ Miii \ Miii \
- 8 +8 ~16 —0 (2.226)
16 — My My My My

Ezzel kiszamoltuk a (DIAG-DIAG) tagot.
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A skalargorbiilet kiszdmitasahoz az alabbi tagokat kell figyelembe venni a (2.168)
képletnek megfelelGen:

1-szer: OFF-OFF, a (2.180) és a (2.188) képletek Gsszege;
2-szer: OFF-DIAG, a (2.198) és a (2.204) képletek Gsszege;
1-szer: DIAG-DIAG, a (2.226) képlet.

Ezek alapjan a skalargorbiiletre

2
L 3 Mkl Mkl Mk My Mk
Sealpy =3 2 |2 o - + 0 (2227)
\<hoicn L= TG U TR T T
2 n
L Mkl T Mg Mg 1
* g Z  omy 2 Z M2 - m + g E Mk
1<k<li<n k;l 1 kKRl kl P
teljestil. Ennek atalakitasaval kapjuk a
n n n
Scal® _1 mkkz Z Mgkt Mk + 1 kkl+
D =g g — — = E _Z Mgk MEk; L
8 MY M2 e 8 P
=1 | CakTIERLTTCL kl 1 MUk a1 TRk o T
(2.228)

1 < mi Mkl Mg
+5 E 7 — -3 E Mk + g =
2 MMy M M

k=1 kl 1
n 2 n 2
1 (1 M Mgkt Mk )+ 1 Z <1 M mkklmkll> n
- B B A 5.2 - 2
4, 4 Qmjkmklmlj MMM M5 4k:l:1 kalmkk mg,my
n
1
_6 E Mk
k=1

kifejezéseket. Ezek alapjan

n 2 n 2

Seal® — 1 (1 M Mgkt Mok ) L 1 (1 Mg mkklmkll)

T4 Z 2. S . 4 Z 2m2 T2

4 Pt 2 MM ETI Mk Mg M5 4 ket 2 My, Mk My, mu
[{5,k,1}>1 k#l

(2.229)
teljestil, ahol {7, k,[}| > 1 jelentése, hogy a {7, k, [} halmaznak legaldbb két eleme van,
vagyis a 7, k, [ indexek nem mind azonosak.

Visszatérve a normalis eloszlds esetére, vizsgaljuk meg, hogy a bevezetett differ-
encialgeometria mennyiségeket hogyan lehet meghatarozni.
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A (2.124) pontban bevezetett G leképezés, ekkor az
G(D)(X)=D'XD™! (2.230)
alakot Olti. Ennek a derivaltja, az (2.143) egyenlet alapjan
dG(D)(X)(Y)=-D'XD'YvyD ' - D 'YD'XD! (2.231)
lesz. A Levi-Civita-féle kovaridns derivélasra a (2.157) egyenlet alapjén
1
I(D)(X,Y) = —§(XD_1Y +YD'X) (2.232)
addédik. A gorbiileti tenzor a (2.166) képlet alapjan igy alakul.
1
R(D)(X,Y)(Z) = D (D—lyp—l (D(D—lxp—lzp—l + D—lzD—l)(D—l)D>D—1+

(2.233)

+ DL (D(D*U(D*lzzr1 n D*%D*U{D*UD) D1YD1> D—

N

D <D—1XD—1 (D(D‘lYD‘lZD‘l n D—lzD—IYD—l)D>D—1+

+ DL (D(D*YD*ZD*1 n D12D1YD1)D>D1YD1> D=

1
= Z(YD’lXD’lZ +ZD'XD'Y -~ XD 'YD'Z - ZD 'Y D 'X)

A skalargorbiiletet a (2.167) egyenlet alapjan a

Scal(D) = % Z Tr(AD'A A DA, + DAAD A A~ (2.234)

t,sel

— A D' A A DA, — DAAD T AGA,)
képlettel lehet kiszamolni, melyet a

Scal(D) = % > Te[A,D', A,D7'|[DA, DA,] (2.235)

t,sel

formdban is felirhatunk.
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Az my; = (2\N;) 7! és az myjr = (20\A) 7! egyenldségek alapjdn a skalargorbii-
letre az alabbi kifejezést kapjuk.

n(n—1)(n+2)

] =—
Sca 16

(2.236)

Tehat az n-dimenziés normalis eloszlasnal a Fisher-féle metrika esetén a paramé-
tertér skalargorbiilete allandé.

2.7. Az eloszlasok geometriai tavolsaga

A valészintiségieloszlasok kozotti tavolsag mérésének maédjait az (1.3) fejezetben
vizsgaltuk. Az altalanositott divergencidk voltak a tavolsagfiiggvények. Az (1.8.)
tételbdl kideriilt, hogy a legtobbet hasznalt divergencidk mésodik derivaltjai mind
a Fisher-féle informécié pozitiv szamszorosat adjak. A Fisher-féle informaciéval
Riemann-sokasdgga tehetjiik a statisztikai modelliink paraméterterét. Ebben a térben
a pontok eloszlasoknak felelnek meg. Adott két pont esetén az ket Osszekoto
gorbének a hosszat kiszamolhatjuk a (2.51) képlet segitségével. Ezzel a mddszerrel
definialhatjuk két eloszlasnak az Oket 0sszekoto uttdl fliggd tavolsdgat. Természetes
tavolsagfogalmat kapunk, ha a két pont tavolsagat az oket Osszekoto legrovidebb 1t
hosszaként definialjuk.

2.22. Definicié. Legyen (X, S, Z) statisztikai modell, p,q € S és jeldlje g™ a Fisher-
féle informaciobdl szarmazé Riemann-metrikat. Ekkor a p és g pont tdvolsdga legyen

i) =int{ [ JiPGO0) ar | 350105590 =p 10 =4
(2.237)

v szakaszonként Coo—beli} .

A (2.2) fejezetben emlitettiik, hogy a Riemann-sokasdgon a geodetikusok felelnek
meg az egyeneseknek. A p,q € S eloszlasok kozotti tavolsagot definidlhatnéank az 6ket
0sszekotd geodetikus hosszaval, azonban elképzelheto, hogy tobb olyan geodetikus van,
mely p-bdl ¢-ba halad. Ha a p és ¢ pontok elég kozel vannak egymashoz, akkor mar
van egy kitiintetett geodetikus, mely 0sszekoti Oket.

2.25. Tétel. Legyen (M, g) Riemann-sokasdg és p € M tetszdleges pont. Ekkor létezik
egy U, kérnyezete a p pontnak, hogy minden q € U, esetén pontosan egy v : [0,1] — M
olyan geodetikus van, melyre v(0) = p, v(1) = q és Ran~y C U, teljesiil.
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Ezek alapjan megvizsgaljuk, hogy kiilonbozo statisztikai modellek esetén mi lesz az
eloszlasok kozotti d(-, -) tavolsagfiiggvény.

2.5. Példa. Diszkrét eloszlas: A geodetikusok egyenletét mar meghataroztuk a
(P1,g™)) és (Pa, ™)) terekben ((2.10.) és a (2.12.) tételben). Az altalanos (P,, ‘"))
esetben is megadhaté a geodetikus a kovetkez6 észrevételek alapjan.

Tekintsuk az

FiPo =R (W, 00— (VO O VT =0 — - —0,) (2.238)

leképezést, mely diffeomorfizmus a P, sokasdg és az R™™! térben 16v6 egységgomb
pozitiv ortdnsba esé része kozott. Az R™! térben az euklideszi metrika indukal egy
Riemann-metrikat az egységgombbon, melynek az f altali visszahuzottja megegyezik
g®)-fel.

A gombon a geodetikusok a fékorok lesznek és a pozitiv ortansba es6 részen két
pontot pontosan egy olyan geodetikus kot 0ssze, mely nem hagyja el a pozitiv ortanst.

Ezek alapjén a p,q € S, p= (p1,-.-,Pn), ¢ = (q1, - - -, ¢n) pontokat Osszekitd
v :[0,t0) = Pn t— ((t),. .., (1)) (2.239)

geodetikus egyenlete

V@i = /Di Do \/Prlk

Vie{l,...,n}: Yi(t) = - sint 4+ /p;cost | , (2.240)
V1= (i Vi)
aholpo=1—p1— - —pnésqg=1—q — - —q,. Aty paraméter pedig

to = arccos (Z \/pqu> ) (2.241)
k=0

A v geodetikusra a

70) = 1--pn), (o) = (a5 ) (2.242)

feltételek teljesiilnek. Ezek alapjan a p és ¢ pontok tavolsaga

d(p,q) = arccos (Z \/}qu> ) (2.243)

Ez a tavolsagfiiggvény divergencia, és az irodalomban olykor szintén Bhattacharyya-
féle divergencidnak nevezik. (Bhattacharyya-féle divergencidnak mi az (1.94) képlet
altal definidltat nevezziik.) q
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2.6. Példa. Specialis tobbdimenziés normalis eloszlas: Legyen valamilyen n termé-
szetes szamra X = R", 2 := (R")" és az S halmaz elemei legyenek a

p: X XZE-R (z1,...,20,01,...,0,) = p(x1,. .., Tp, V1, ..., 0y), (2.244)

1 1 o 22
Tiyeoos Ty, V1,00, 0,) = exp | —= —k
ol 1 )= JE L o p( 229)

paraméteres siirliségfiiggvények. Tekintsiik az (X, S, Z) statisztikai modellt. A Fisher-
féle informaciés matrix ekkor

9y = 61-;% . (2.245)
A v : R — = geodetikus differencidlegyenletrendszere
Vie{l,...,n}: ) 1 (d%(t)y =0, (2.246)
Az )\ dt
melynek a «;, ; paramétereket tartalmazo altalanos megoldéasa
Vie{l,...,n}: y(t) = e’ . (2.247)

Ezek alapjan a (0’%1), . ,aﬁf)), (0%2), . ,07(12)) € = pontok geodetikus tavolsaga

n 1\ 2
d(<a§”,...,ag”),(ai“’%...,o;”)) =vV2,(>] (log%) : (2.248)

k=1 O

9

2.7. Példa. Toébbdimenziés normalis eloszlas: Tekintsiik a tobbdimenzids normalis
eloszlas aldbbi paraméterezését. Adott n természetes szam esetén az alaphalmaz
X = R”, a paramétertér a valés n X n-es onadjungalt pozitiv matrixok halmaza,
vagyis

M, ={D e M(R,n) | D=D* D>0}. (2.249)

Az S halmaz elemei legyenek az

- 1 1
g: My x X —R (D,z)—g(D z)= WGXP (—5@717_1&) (2.250)

paraméteres stirfiségfiiggvények. Tekintsiik az (X, S, M,,) statisztikai modellt.
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A (2.23.) tételhez hasonléan igazolhat6, hogy az (X, S, ]\:4n) statisztikai modell
esetén a Fisher-metrikara minden D € M,, pont és X,Y € Tp M, vektorok esetén

1 Jg(D,z)dg(D,z) 1 Sy
(D XY:/ = -—Tr(D'XD 'Y 2.251
g (D)(X,Y) o 9(Doz) OX 5y dz 5 r( ) (2.251)

teljesiil.

Legyen D, Dy € ]\an, melyre D1 Dy = DD, teljesiil. Definidljuk az A = D, és a
B = 1n(DyD;"') métrixokat valamint a

v:[0,1] = Mt y(t) = Ae'P (2.252)

fliggvényt. Ekkor
7(0) =Dy ~(1)=D; ()= Ae'"B (2.253)

teljesiil. A v gorbe geodetikus, ugyanis minden ¢ € [0, 1] esetén
() + TEOGO)E) =510 + L OGO(dGHEOGOIGM) @250
=A(t) = () () (@) )Ty () "y (8)
=Ae'PB? — Ae'PBe P'AT AP B = 0 (2.255)

teljesiil.

A D és a D, pontok tavolsaga

a0y, = | e (50.50) ai= VEE (220

ami masképp

d(Dy, Dy) = %\/Tr(ln(Dngl))z . (2.257)

Diagonalis Dy és Dy matrixok esetén ez a képlet visszaadja a (2.248) egyenletet.

Ha
a 0 a c
b= (1) b=("0). 58

d(Dy, Ds) = %\/[ln (1- 2)]2 + [ (1+ 2)]2 (2.259)

teljesiil. 9

akkor
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3. Kvantum-informaciégeometria

Az el6z6 fejezetekben a klasszikus statisztika bizonyos részeit, illetve annak dif-
ferencialgeometriai modszereit tekintettitk at. A jelen fejezet célja az eddigiek kiter-
jesztése a nemkommutativ esetre. Ez a kiterjesztés messze nem oncéli. Bizonyos
kvantummechanikai modellek szerint ezen matematikai kiterjesztések hasznosak lehet-
nek a fizikaban; annyi azonban mar biztos, hogy a matematika egyes tertiletein komoly
eredményeket értek el ezen eszkozokkel.

A statisztika és a statisztika differencialgeometriai eszkozeinek az ilyen irdnyu
kiterjesztésével szérvanyos esetektol eltekintve, az 1990-es évektdl probalkoztak. Mint
a legtobb esetben, itt is nehéz elsére megtalalni az altalanositas helyes maodjat,
ami azonban utélag sokszor mar ,természetesnek” tlnik. Az 1j témakdr bizonyos
alapfogalmai mara mar letisztazodtak, azonban sok esetben még nincs altaldnosan
elfogadott megkozelitési mod.  Kiilonosen a dualis geometriak definidlasa terén
meglehet&sen sokféle elképzeléssel lehet talalkozni (azonban egyéb esetekben is vannak
még eltérések). A nem teljesen letisztézott esetekben a legdltaldnosabb, a legtobb
kilénbo6zo nézetet magaba foglalé megkozelitést mutatjuk be.

Az els6 részben a nemkommutativ kiterjesztés fizikai eredetét tekintjiik at. Ez a rész
nem tartozik szorosan a kvantum-—informaciégeometria matematikai bemutatasahoz,
sem a dolgozat f6 irdanyvonaldhoz; pusztan a teljesség kedvéért emlitjiik meg, hogy mely
kvantummechanikai modellben jelennek meg az informacidogeometria fobb matematikai
objektumai.

A masodik részben definialjuk a kvantummechanikai formalizmus f6bb épitéelemei
és részletesen megnézziik, hogy a klasszikus P, illetve Ps statisztikai modell nemkom-
mutativ altaldanositdsai mennyire térnek el a klasszikus esettol.

A harmadik részben az eloszlas rendezetlenségét jellemzé entrépiafiiggvényt és az
allapotok kozotti majorizaciés relaciot altalanositjuk. Az ezen fogalmakkal kapcsolatos
fobb tételek a jelen esetben is érvényben maradnak, azonban ettél a ponttol méar
bonyolultabbé vélik az altalanositas menete.

A negyedik részben részletesen megnézziik, hogy mennyire nem trivialis a Fisher-
féle informacié altalanositasa (még egyparaméteres statisztikai sokasdg esetén sem).
Ennek megfeleléen definidlunk néhany ésszertinek tiiné Fisher-féle informéacios mennyi-
séget egyparaméteres statisztikai sokasagok esetére, és megvizsgaljuk a nemkommu-
tativ Fisher-informacié meghatarozasanak lehetéségeit. A rész végén bemutatjuk a
probléma teljes megoldasat jelenté Petz-tételt, a hozza sziikséges fogalmak ismertetése
utan. Ezen tétel szerint a nemkommutativ esetben a Fisher-féle informéciés meny-
nyiségek bizonyos operatormonoton fiiggvényekkel indexelhetdk.
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Az 6t6dik részben ezeket az operatormonoton fiiggvényekkel indexelhet6 Fisher-féle
informacios mennyiségeket, illetve az altaluk meghatarozott metrikat vizsgaljuk meg.
Az altalanos jellemzésen kiviil részletesebben foglalkozunk az irodalomban is nagyobb
figyelmet kapo specialis esetekkel. Tovabbéa bemutatjuk a klasszikus Cramer—Rao-tétel
altaldnositasat, és megnézziik, hogy a nemkommutativ entrépia mésodik derivaltja
melyik Fisher-féle informaciét generalja.

A Kklasszikus esetben a sokat hasznalt relativ entrépidk szoros kapcsolatban voltak a
Fisher-informéacioval. A nemkommutativ esetben ez a kapcsolat bonyolultabb, ugyanis
mar a relativ entrépidk definidlasakor is komoly nehézségekbe lehet iitkdzni. A Csiszar-
féle relativ entrépia dltaldanositasanak a segitségével azonban ismét elmondhatjuk, hogy
minden relativ entropia egy Fisher-féle informaciét fog definidlni, és minden Fisher-
féle informacio eléallithato ilyen moédon. A hatodik részben ezek mellett még példakon
keresztiil részletesen is megvizsgaljuk néhany esetben a relativ entropiak és a Fisher-féle
informaciok kozotti kapcsolatot.

3.1. A kvantummechanikai modell

A késobb vizsgalandé matematikai objektumok fontos szerepet jatszanak a kvan-
tummechanikdban. Ezen szerep pontos megfogalmazasahoz bizonyos el6feltevésekkel
kell élntink a fizikai vilag és a matematikai vilag kapcsolatardl. Ezen kapcsolat elemzése
azonban nem csak a matematika targya. Mélyrehaté filozéfiai elmélkedés helyett egy
egyszerusitett elképzelést mutatunk be errol a kapcsolatrol.

Egy fizikai modell az alabbi 6sszetevokbdl épiil fel: a megfigyelt fizikai jelenségek
egy 1észébdl, melyet modelleziink; egy matematikai struktirabol, melyet a fizikai
jelenségek matematikai modelljeként értelmeziink; egy oda-vissza megfeleltetésbol
a matematikai és a fizikai vilag kozott. Az adott matematikai struktira adja a
fizikai modell matematikai részét, a fizikai jelenségek matematikai strukturaba valo
beagyazasa pedig jelenti a fizikai részét.
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Fizikai jelenségek

Matematika

Nagyon sok fizikai modell 1étezik, attdl fiiggden, hogy mely fizikai jelenséget milyen
matematikai strukturaval ir le. Matematikai vizsgalodasunk 6 targya egy olyan fizikai
modellben szerepel, mely bizonyos kvantummechanikai jelenségekre épiil. Ezen fizikai
modellben szereplé matematikai struktirat emlitjiilk meg, definicié szinten, a fizikai
modell tobbi Gsszetevijét nem részletezziik.

Az alabbi (egyszertisitett) definici6 adja a matematikai keretét a kvantummechani-
kai matematikai modellek egy részének. A definicioban szereplé matematikai fogalmak
koziil néhanyat még nem definidltunk, de erre nem is lesz sziikség a tovabbiakban,
ezeket pusztan a teljesség kedvéért emlitjiik meg.

3.1. Definicié. Az (F,G,L,Q, Ty, Tr, M) hetest absztrakt kvantummechanikai mod-
ellnek nevezzik, ha az aldbbiak teljestilnek.

1. Az F tetszoleges halmaz, melyet a vizsgdlando események halmazdnak neveziink,
és elemeire, mint eseményekre utalunk.

2. A G véges dimenziés Lie-csoport, mely a vizsgalt jelenségek szimmetriatulaj-
donsagait fejezi ki.

3. Az L ortomoduldris halo.

4. A
Q:F—L E— Q(F) (3.1)

leképezés az eseményekhez egy haléelemet rendel.
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5. A Ty, a G csoport abrazolasa az L halé automorfizmusain, azaz

T, : G — Aut(L) g—Tr(g). (3.2)

6. A Tr a G csoport abrazoldsa az F' halmaz automorfizmusain, azaz

Tr: G — Aut(F) g— Tr(g). (3.3)

7. Minden g € G és F € I esetén

Tr(9)(Q(E)) = Q(Tr(9)(E)) (3.4)
teljesiil, vagyis a
F 20
Tr(g) | | To(e) (3~5)
F -2

diagramm minden g € G esetén kommutativ.

8. Az M az L halén értelmezett valoszintiségi mértékek egy halmaza.

Az imént definialt absztrakt kvantummechanikai modellnek csak egy részével
foglalkozunk. Az események F' halmazat nem vizsgaljuk. Nem célunk egy konkrét
mérheto fizikai alkalmazdas részletes bemutatasa. A megfelel6 helyen referencidkra
hivatkozunk ezzel kapcsolatban. A jelenségek szimmetriajat leir6 G Lie-csoportot
szintén figyelmen kiviil hagyjuk. Az L ortomodularis halé egy specidlis halo lesz
esetiinkben. A fentiek miatt a @, Ty és Tr leképezésekkel sem foglalkozunk. Az
M halmaz lesz az elemzéstink targya.

Ezekbdl latszik, hogy nem célunk a vizsgaland6 modellrészlet fizikai relevanciajanak
és alkalmazisainak az elemzése. A modellrészletiinkben az L és az M halmaz a
kovetkezo.

1. Legyen L, (n € N) az n-dimenziés valds vagy komplex Hilbert-tér ortogonalis
projekcidinak a halmaza. (Ebben az esetben a Hilbert-tér alterei és ortogondlis
projekcidi kolesonosen egyértelmiien megfeleltethetéek egymésnak.) Jeldlje Py,
az M linearis altérre valo ortogonalis projekciot, ekkor Ran P = M teljestl.
Definidljuk az alabbi miveleteket az L,, halmazon.

Q1 N Q2 = P Ran(@1) n Ran(Q»)
@1V Q2 = P span(Ran(@1) U Ran(Q2)) (3.6)
QL =id _Q7



3.1. A KVANTUMMECHANIKAI MODELL 85

ahol Span jeloli a halmaz linearis burkat és id a Hilbert-tér identitas operatorat.
Ezekkel a miveletekkel az (L,A,V,1,0,id) hatos moduldris halé. (Ezért
ortomoduldris is, azonban n > 1 esetben nem disztributiv.) A tovabbiakban
az egyszerlsités kedvéért az L halmaz elemeire mint eseményekre hivatkozunk.

Azt mondjuk, hogy a Q1 és Q2 események diszjunktak, ha Ran(@;) C Ran(1—Qs)
teljesiil. A Q) eseményt elemi eseménynek nevezzik, ha 1-dimenzids altérre vetit.
Az események egy (Q);)ic; rendszerét teljesnek nevezziik, ha

\/Qi =1 (3.7)

iel
teljesiil.

2. Azokat a
¢:L— [0, 1] P — ¢(P) (3.8)

leképezéseket, melyekre minden (P;);—1 ., paronként diszjunkt véges esemény-

rendszerre
¢ (\/ B) = (P, (3.9)
i=1

i=1

teljesiil, valamint ¢(1) = 1, valdsziniségi mértéknek nevezziik. Az M halmaz
elemei legyenek az L-en értelmezett valdszinliségi mértékek.

Az altalunk vizsgdlandé matematikai formalizmust hasznéljak példaul spinnel
rendelkezé részecskék lefrasandl [61, 71, 108, 109].

A Kklasszikus statisztikai mddszerek kvantummechanikai altaldanositdsanak a nehéz-
ségét alapvetéen az okozza, hogy az L halé nem disztributiv. Az L halmaz a klasszikus
esetben szereplé X alaphalmaz B(X) o-algebrajdnak az altalanositasa. Ha ugyanis egy
véges sok elemet tartalmazé L ortomodularis halé disztributiv, akkor L Boole-algebra,
és Stone tétele értelmében ekkor izomorf egy véges halmaz Gsszes részhalmazainak a
Boole-algebrajaval. Vagyis véges L Boole-hélé esetén L = P(X) teljesiil és ebben az
esetben M bizonyos diszkrét eloszlasok halmaza. Ekkor az (1.1.) példdban bemutatott
diszkrét eloszlas esetét kapjuk vissza. (Ha L végtelen Boole-algebra, akkor egy
halmaztesttel izomorf.) Tehat az dltaldnositds f6 nehézsége az, hogy nem disztributiv
L esetén nincs X ,,alaptér”.

Az M halmaz szerkezete jol jellemezhet6 az aldbbi Gleasontdl szarmazé tétellel.

3.1. Tétel. (Gleason tétele:) Legyen H véges dimenzids valds vagy komplex Hilbert-
tér, melyre dim’H = n # 2 teljesiil, jelolje L, a Hilbert-tér ortogondlis projektorainak
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a hdldgjdat és legyen ¢ : L, — [0, 1] valdszinidségi mérték. Ekkor létezik egyetlen eqy D
n X n-es pozitiv, eqységnyomu onadjungdlt operdtor, melyre

¢(P)=TrDP  VYPe€L, (3.10)

teljesil. Tovdbbda minden D pozitiv, eqységnyomi onadjungdlt n X n-es operdtor esetén
a (3.10) képlet valosziniiségi mértéket definidl az L, hdlon.

Gleason eredeti tétele szeparabilis Hilbert-térre vonatkozik. A tétel altalanositdsai
megtaldlhatéak a [27] konyvben. (Erdekesség, hogy a tétel konnyen visszavezethet a
héarom dimenzids esetre, ami azonban messze nem triviélis.)

Ez a tétel adja az alapjat a kovetkezo részben definidlandé kvantummechanikai
allapottérnek.

3.2. A kvantummechanikai formalizmus

Az alabbi definiciéval altalanositjuk a P,, halmazt.
3.2. Definicié. Az n dimenziés valés (illetve komplex-) Hilbert-tér 6nadjungilt,
pozitiv, egységnyomu operatorainak a halmazat n-dimenzids valds (illetve komplex)
dllapottérnek mnevezziik, melynek az elemei a wvalds (illetve komplex) dllapotok. Az
allapotot gyakran striiségi mdtriznak is nevezik. A valés illetve komplex n-dimenzids
allapottér belsejét egyforman M jeloli, amennyiben ez nem okoz félreértést.

Fontos megemliteni, hogy a két dimenziés Hilbert-tér esetén az M halmaznak nem
minden eleme reprezentalhaté allapottal.

Az eddigiek értelmében annak a valdszintsége, hogy egy D € M &llapotban 1évo
kvantummechanikai rendszerben a P € L esemény bekovetkezik Tr DP. Definiciébol
kovetkezik, hogy az allapottér konvex, zart halmaz, ez adja a lehetéséget a tovabbi
osztalyozasukra.

3.3. Definicio. Az allapottér extremalis pontjainak a halmazat tiszta dllapotoknak
nevezziik, mig nem extremalis pontjait kevert dllapotoknak.

Ezek szerint az M halmaznak egyetlen tiszta allapot sem az eleme. Igazolhatd,
hogy egy D éllapot rangja (= dim Ran D), éppen azt adja meg, hogy a D éllapot
legaldbb hany tiszta allapot konvex kombinacidjaként allithaté eld.

A mérhet6 fizikai mennyiségek fogalmat az aldbbi gondolatmenettel terjeszthetjiik
ki a kvantumos esetre. Egy fizikai mennyiségre, mint példaul az energiara, ugy
gondolunk, hogy ahhoz létezik az eseményeknek egy paronként diszjunkt (P;);c; teljes
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rendszere, melyben a fizikai mennyiség ,,tisztan” mérheto, és egy-egy ilyen allapotban
a (\;)ier valos értékeket veszi fel. A mennyiséghez tartozé ezen informécidkat egy

A=>"\P, (3.11)

onadjungalt operdtorral lehet kodolni. Tovabbda minden A Onadjungalt operator
lényegében egyértelmtien felirhaté a (3.11) alakban. Ez motivalja a koévetkezo
definiciot.

3.4. Definicio. Az n-dimenziés valos vagy komplex Hilbert-térrel modellezett kvan-
tummechanikai rendszerek esetén a valds illetve komplex 6nadjungélt matrixok hal-
mazat mérhetd fizikai mennyiségeknek (vagy roviden fizikai mennyiségeknek illetve
obszervabiliseknek) nevezzik. Ha a rendszer a D slirliségi matrixszal jellemezhetd,
akkor ebben az allapotban a H fizikai mennyiséqg vdrhato értéke

E(H)="TrDH, (3.12)
k-adik momentuma
Ey(H) = Tr DH* (3.13)
és szorasa
o(H)=+/TrDH? — (Tt DH)? . (3.14)

Az eddig bevezetett definiciokrdl konnyen lathato, hogy a klasszikus diszkrét eset
altalanositasai. Tekintsiik ugyanis az n-dimenziés Hilbert-teret. Ekkor, ha a diagonélis
matrixokra szoritkozunk, a projekciék halmaza azonosithato egy n pontbél 4ll6 halmaz
részhalmazaival, egy allapotot leiro stirtiségi matrix pedig egy stirtiségfiiggvénynek felel
meg, valamint egy fizikai mennyiség valéjaban egy fiiggvény az n elem@i halmazon. A
fenti definicioban szereplé képletek is visszaadjak a klasszikus esetet ekkor.

Vizsgaljuk meg, hogy alacsony n-dimenzids Hilbert-terek esetén hogyan valtozik az
M halmaz szerkezete. Az n = 0,1 eset trividlis.

3.1. Példa. Az n = 2 esetben a komplex allapotokra az alabbi, Stokes-paraméterezést
fogjuk haszndlni. Minden D € M éllapot, felirhaté

1
DZE(.Z'O'l—FyO'Q—l-ZUg—i—I) (315)

e (00) e (%0) we(30)

alakban, ahol
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0 (1) az egységmatrix és z,y, z € R. Igazolhatd,
hogy a (3.15) egyenlet pontosan akkor hatdroz meg allapotot, ha

a Pauli-matrizok, valamint [ =

4yt <1 (3.17)

teljesiil. Ezek alapjan az M tér az n = 2 esetben azonosithaté a haromdimenzids
euklideszi tér nyilt egységgombjével. 9

Magasabb dimenziéban az allapotok tere, meglehetosen bonyolult alakzat lesz.

3.3. Allapotok entropiaja és majorizacidja

Adott D € M allapot entrépigjat hasonlé médon lehet értelmezni, mint a
klasszikus esetben (lasd az 1.8. definiciét). Az entrdpia ilyen irdnyu kiterjesztését
Neumann javasolta elészor 1927-ben [76].

3.5. Definicié. A D € M éllapot Neumann-féle entrépidja a

S(D)=—TrDlog D (3.18)
mennyiség.

Ez a mennyiség nem més, mint a D sajatértékeibdl all6 diszkrét eloszlas Shannon-
féle entropiaja.

A Neumann-féle entropia tulajdonsagai részletes bizonyitasokkal egyiitt megtalal-
haték Petz és Hiai [51], valamint Petz és Ohya [77] konyvében vagy a [78] cikkben.

Az 1.2. részben lattuk, hogy fontos szerepet toltenek be a maximélis entrépiaju
allapotok. Az entrdopia maximalizdcidjanak a probléméajat megoldottuk a klasszikus
esetben (az 1.4. példdban), azon feltétel mellett, hogy rendszer energidjanak a varhaté
értéke adott. Ezen megoldasokat neveztiik Gibbs-allapotoknak. A kvantummechanikai
esetben Neumann oldotta meg a fenti optimalizdcids problémat. A megoldas menetét
mellozve, csak a végeredményt emlitjiik.

3.2. Tétel. Tekintsik az S : M} — R entrdpidt, és legyen H tetszdleges n X n-es

onadjungdlt operdtor. A TrDH = e feltétel mellett az entropia akkor mazximdalis, ha
e PH

" TrepH

teljesil, valamilyen B € R mellett. A fenti feltétel egyértelmiien meghatdrozza a (3
parameétert.

D (3.19)
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A klasszikus esethez hasonléan a maximalis entrépidju allapotok adjék a Gibbs-
allapotokat.

3.6. Definici6o. Adott [ valds paraméter és H dnadjungdlt matrix esetén

0 _ e’
Rt = m—am (3.20)
jeloli a Gibbs-dllapotot.
A definicioban szereplé 3 paraméter az inverz homérséklet a 3 = kiT Osszefiiggés
miatt.
Az alabbi tételbol kideriil, hogy az entrépia konkav fiiggvény.
3.3. Tétel. Minden Dy, Dy € M dllapot és X € [0, 1] paraméter esetén
AS(Dq) + (1 = X)S(Ds) < S(ADy + (1 — A\)Dy) (3.21)

teljesiil.

A majorizacios relacio is kiterjesztheto az allapottérre, a klasszikus esetre vonatkozo
1.11. definicié alapjan.

3.7. Definicié. Legyen D;,Dy € M, éllapot, valamint jelolje (u%,...,p%) és

(AL, .., AL) a Dy és D, dllapot sajatértékeit, csokkend sorrendbe rendezve. Azt

mondjuk, hogy Dy majordlja Do-t (vagy Do kevertebb Di-nél), ha minden k = 1,...,n

esetén
k
Z (3.22)

teljesiil. Ezen relacio fennallasat Dg < D1 Jeloh.

||M?r
~<—

Az azonos sajatértékkel rendelkez6 allapotot minden allapot majoralja. Ezért ezt
az allapotot a legkevertebb dallapotnak nevezzik.

A Kklasszikus esetre vonatkozo 1.9. tétel, mely szerint a magasabb hémérséklethez
tartozo Gibbs-allapot kevertebb, szintén érvényes.

3.4. Tétel. Wehrl tétele [111]: Adott H énadjungdlt operdtor és 31 < o paraméterek
esetén ( :
[3 8

teljesiil.

Az 1.10. tétel kissé mddositott formaban szintén érvényes [14, 81].
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3.5. Tétel. Legyen Dy, Dy € M. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek.
1. A Dy < Dy relacio teljestil.
2. Léteznek olyan Py, ..., P, € M dllapotok, melyekre Py = Dy, P, = Do, tovdbbd
Py<--- <P (3.24)

teljesul, valamint minden v =0,... k — 1 esetén a P; dllapot sajdatértékei a Py
dllapot sajatértékeinek T-transzformdciojdval kaphato meg.

3. Léteznek Py, ..., P, € M} dllapotok, melyekre Py = Dy, P,, = Dy, tovibbd
P=<---<P, (3.25)

teljestil, valamint minden i = 0,...,m—1 esetén létextk H; onadjungdlt operdtor,

Bri €s Ba; paraméterek, hogy P; = RE?II)) és P = RE?;)) teljestil.

A klasszikus esethez hasonléan itt is nagyobb a rendezetlensége a kevertebb
allapotnak, azaz Dy < Dj esetén S(Dy) < S(Dy) teljesiil.

3.4. A Fisher-informacio altalanositasa

Statisztikai modellek esetére definialtuk a Fisher-féle informaciét. Ezért el6szor a
statisztikai modell fogalmat altalanositjuk.
3.8. Definicié. A Q = (L,, Q,Z) harmast m-dimenzids kvantummechanikai statisz-
tikar modellnek nevezziik, ha

1. L, az n-dimenziés valés vagy komplex Hilbert-tér projektorainak a halmaza,
2. Q C M és = C R™ teljesiil, tovabba = osszefliggd nyilt halmaz,
3. létezik egy
12— 0 ¥ — Dy
C>-beli bijekcid.
Altaldnos kvantummechanikai statisztikai modell esetén a klasszikus Fisher-féle

informacié tulajdonsagai alapjan prébaljuk a kvantumos megfelel6jét megtalalni.
Ehhez az 1.1. részben emlitett tételeket vessziik sorra.

Az 1.2. tételt (mely a Fisher-féle informacié monotonitasat mondja ki) nehéz
atfogalmazni a kvantumos esetre, a benne szereplé f : X — Y elégséges statisztika
miatt, ugyanis kvantumos esetben nincs X, Y alaptér.
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Az 1.3. tételnél, mely hasonlét fogalmaz meg mint az 1.2 tétel, annyival jobb
a helyzet, hogy a benne szereplé atmenetvalészinliség fogalmat lehet altalanositani a
kvantumos esetre, azonban még ekkor is meglehetdsen sok olyan fiiggvény 1étezik, mely
monoton az atmenetvaloszintiségre nézve.

Az 1.4. és 1.5. tételek (addititvitds, Cramer-Rao egyenlétlenség) a klasszikus
Fisher-féle informécié hasznos tulajdonsagai, azonban ezek alapjan sem lehet jo
definiciot adni a kvantumos esetre.

Az 1.8. tétel (mely szerint a legtobb relativ entrépia a Fisher-féle informéciét
generalja) hasznos tulajdonsdg, azonban a relativ entrépidt még nem értelmeztiik
kvantumos esetre, valamint nem igaz, hogy minden relativ entrépia a Fisher-féle
informaciot generalja.

A 2.17. tétel (mely szerint a Fisher-féle informécié pozitiv szdmszorzd erejéig
egyértelmii) altalanosithat6 a kvantumos esetre. A tételben ugyan szerepel az alapterek
kozotti f . X,, — X, sziirjektiv leképezés fogalma, de igazabdl csak az altala indukélt
f : P, — P, leképezés kap kulcsszerepet.

A Fisher-féle informécio ilyen irdnyu kiterjesztésében Cencov és Morozova tette
meg az elso 1épéseket. 1996-ban Petznek sikeriilt a kvantumos Fisher-informaciét ilyen
modon jellemeznie [82]. Ezen eredmények attekintéséhez azonban tovabbi definicidkat,
valamint az M differencidlhaté struktirdjat kell bevezetniink.

3.9. Definicié. Jeldlje M,, az n x n-es komplex vagy valés matrixok terét és jelolje
M,,(M,) azon m x m-es matrixokat, melyek elemei n x n-es métrixok. A T': M,, —
M, linedris leképezésrol azt mondjuk, hogy pozitiv, ha pozitiv operatorhoz pozitiv
operatort rendel.

AT : M, — M,, lineéris leképezésrol azt mondjuk, hogy teljesen pozitiv, ha minden
k € N esetén a

TW : My(Mn) = Mp(My) — [Ay] = TW([Ay]) = [T(Ay)] (3.26)

linedris leképezés pozitiv.
AT : M, — M,, linearis leképezésrol azt mondjuk, hogy sztochasztikus leképezés,
ha megorzi a matrix nyoméat és teljesen pozitiv.

A teljesen pozitiv leképezések fébb tulajdonsagai és reprezentacids tételei meg-
talalhatok [8, 20, 57, 68, 97] munkdkban. Ezek koziil csak egy egyszertsitett tételt, a
Kraus-tételt emeljik ki.

3.6. Tétel. AT : M,, — M,, leképezés pontosan akkor teljesen pozitiv, ha létezik véges
sok V; : M,, — M, operdtor gy, hogy

N
T(A) =) VAV VA€M, (3.27)
=1
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N

teljestl. A teljesen pozitiv T leképezés pontosan akkor nyomtarts, ha Z ViV =1d.
i=1

A sztochasztikus leképezésekrdl bévebben Alberti és Uhlmann [1] monografidjdban
vagy Kraus [57] kdnyvében lehet olvasni.

Minden n € N esetén a M} halmaz az R tér megfelel§ hatvdnyhalmazdban egy
Osszefliggd nyilt részhalmazzal azonosithaté. Ennek segitségével M differencidlhaté
sokasagga teheto.

A koordinatézas megadasiahoz definidljuk az alabbi matrixokat

1 1

aﬁ”:§ﬂh aﬁﬂzémd 1<k<l<n (3.28)
o) = By, 1<k<n, (3.29)

ahol Hy = —i Ey; +1 Ej. a komplex méatrixegység. Komplex allapotok esetében a
o ME SR D ¢(D) (3.30)

(D)= (Tr DoV, ... Tr DoV Tr Do . Tr D™, .

., Tr De®F+ Ty D) Ty De™™ Ty Daéw),

r r r

., Tr Dot Tr DoY) Ty DelE L Tr Da™™)

C

koordinatazast, valamint valés allapotok esetében a

(n42)(n—1)

p: MR T2 D ¢(D) (3.31)
¢(D) = (Tr DotV ... Tr D"V Tr Do . Tr Do, .

., Tr DeEFD Ty De®m | Tr D)
leképezést kanonikus koordindtdzasnak (vagy kanonikus paraméterezésnek) nevezzik.
Ezek szerint az M halmaz egy koordinatazéssal lefedhetd. (Amennyiben diagondlis
allapotokra szoritkozunk, visszakapjuk a diszkrét allapotok 2.1. pontban emlitett
koordinatazasat.)
A kanonikus koordindtézas annyira természetes, hogy a tovdbbiakban az M térre
gyakran gy hivatkozunk, mint a megfelel6 dimenzids euklideszi tér részhalmazara.

Adott Dy € M pontban az érintSteret azonosithatjuk az onadjungélt, nulla
nyomu, n X n-es matrixok M, terével. [Valds (komplex) allapotok esetén az M,,
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érintétérben valds (komplex) métrixok szerepelnek.] Adott f : M} — R sima
figgvény, Dy € M allapot és X € M,, érintévektor esetén a

d f(Do + tX)

(XF)(Dy) = S

(3.32)

t=0

kifejezéssel értelmezziik a derivacié hatasat az f fliggvényen (Gsszhangban a (2.8)
képlettel). Jelolje TM,, az M sokasdg érintényaldbjat.

Az M sokasagot tobbféle metrikdval tehetjiik Riemann-sokasdggd. Példdul a
K : M} — Lin(TM, x TM,,R) (D, X,Y)— TrDXY (3.33)

leképezés Riemann-metrikat definial.

Az allapottér, mint Riemann-sokasdg, 1j eszkozt jelent az allapotok tulajdonsa-
gainak a vizsgalataban. Az egyik fontos feladat megtaldlni, hogy mely Riemann-
metrikdk lehetnek relevansak fizikai szempontokbdl, a maésik, az adott Riemann-
metrika esetén a differencidlgeometriai fogalmak (példaul gorbiilet, konnexid) megfelel6
fizikai interpretalasa. A masodik célkitiizés tulmutat a matematika keretein, azonban
adott Riemann-geometridk részletes matematikai elemzése segitséget jelent ebben
a kérdésben. Az allapottéren értelmezett Riemann-metrikdk statisztikus fizikai
alkalmazhatésagat Balian [9] és Streater [98] vizsgaltak, az atlagtér elméletben pedig
Tanaka [101] alkalmazta sikerrel.

3.10. Definicié. Az (M}, K™), cy Riemann-sokasagok egy csaladjat, melyre minden
n,m € N paraméterekre, minden 7" : M, — M,, sztochasztikus leképezésre, minden
D € M éllapotra és minden X € M,, érint6térbeli vektorra

K (T(X), T(X)) < K§(X, X) (3.34)

teljesiil, monoton metrikdk csalddjanak nevezzik.

A definiciéban szereplé ,,monoton” jelzé félreérthetd lehet olykor (nem fejezi ki
hiien a definiciét), azonban csak ebben az értelemben vett monoton metrikak csalddjai
fognak szerepelni a késébbiekben.

3.11. Definicié. Egy f : R — R fiiggvény operdtormonoton, ha minden n € N szamra
és A, B € M,, 6nadjungélt matrixra A < B esetén f(A) < f(B) teljestil.

Jelolje Lin(M,,) az A : M, — M, linedris leképezések halmazat. A Lin(M,,) téren
értelmezzik a

(-,-) : Lin(M,) x Lin(M,) — C (A, B)— Tr A*B (3.35)
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Hilbert-Schmidt-féle (vagy kanonikus) skaldrszorzast. ~ Minden D € M, métrixhoz
definidljuk az L, p, R, p € Lin(M,,) leképezéseket a

Lop(A)=DA  R,p(A)=AD (3.36)

képletekkel, melyeket a balrol illetve jobbrol valo szorzas operdatoranak neveziink. Ha
D € M éllapot, akkor az L, p és R, p leképezés dnadjungalt, az

(Ln.pA, B) = (DA, B) = Tr(DA)*B = Tr A*D*B = (3.37)
=Tr A*DB = (A, DB) = (A, L, pB)

(RnpA,B) = (AD,B) = Tr(AD)*B = Tr D*A*B =
=Tr A*BD = (A, BD) = (A, R, pB)

egyenletek alapjan. SOt igazolhat6, hogy az L, p és R, p leképezések sajatértékei
megegyeznek a D sajatértékeivel, azonban a D minden k-szoros sajatértéke, nk-szoros
sajatértéke lesz az L,, p, R, p operdtoroknak.

Ezen definicidk segitségével lehet megfogalmazni Cencov és Morozova Fisher-
informacio kvantumos altalanositasiara vonatkozo 1990-es eredményét, valamint a teljes
jellemzést ado Petz-tételt.

3.7. Tétel. (Cencov-Morozova [74]:) Legyen (M), cn g monoton metrikdk csaldd-
ja. Ekkor létezik olyan c :)0, 00]?* —]0, 00| folytonos fiigguény és pozitiv C' dllandd, hogy
minden D € M} dllapotra D =" | N\E;; esetén

(n) RN P ) .
K (A,A)—C;)\—iAii+l<;<nlAij] ¢, ) YA e TpM; . (3.38)

Tovdbbd minden pozitiv p, A\ és t paraméterre c(A\,p) = c(u, \), c(\,\) = CA7! és

c(th tp) = t7te(\, 1) teljesiilnek.

A fenti eredmény hidnyossaga, hogy nem mondja meg, mely c fiiggvény esetén lehet
Riemann-metrikat szarmaztatni a (3.38) képlet segitségével. Ezt a hidnyossdgot pdtolja
Petz alabbi tétele, mely szerint bizonyos operatormonoton fiiggvények segitségével lehet
monoton metrikdkat megadni.

3.8. Tétel. (Petz osztilyozasi tétele [82]:) A monoton metrikik csalddja és az
olyan operdtormonoton f : RT — R fiigguények kozott, melyekre minden pozitiv x
eseténf(x) = xf (™) teljesiil, létezik kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés. Minden

ilyen [ figguényre a
KO M x My x M, =R (D, X,Y)— KP (X)) (339

KM (X, Y) = Tr(X (Ré,DﬂLn,DR;}D)RE,D)1<Y>> (3.40)
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kifejezés a (K™ MH),en monoton metrikdk eqy csalddjdt generdlja. Tovdbbd a
monoton metrikdk minden csalddja eléall a (3.39) formdban, valamilyen alkalmas f
fuggvénnyel.

3.12. Definicié. Az (M, K™) Riemann-sokasdgban szereplé K™ metrikat mono-
ton metrikdnak nevezzik, ha van olyan operdtormonoton f : Rt — R fliggvény,
amellyel pozitiv z szdmokra f(z) = zf(x™') teljesiil, és amely a K™ metrikat
indukalja a (3.39) képlet segitségével.

A K™ metrikdt még az (L,, M) kvantummechanikai statisztikai modellhez
tartozo kvantummechanikai Fisher-féle informdcionak is nevezziik.

3.5. Kvantummechanikai Fisher-féle informacio

Petz tétele értelmében a monoton metrikdk bizonyos operatormonoton fiiggvények

segitségével indexelhetok. Az operatormonoton fiiggvényeknek az 1930-as években
Lowner adta meg a jellemzését [69], a [6, 14, 24, 42] miivekben modernebb megko-
zelitésmoddal lett djra feldolgozva és kibovitve a témakor. Most Lowner klasszikus
eredményeit, illetve egyszerii, de a jelen esetben nagyon hasznos kovetkezményeit
emlitjiik.
3.13. Definicié. Legyen f : [0,00] — R operdtormonoton fiiggvény. Az f\(z) =
xf(z71) fiiggvényt az f fiigguény transzpondltjdnak, és az f*(z) = & fiiggvényt az f
fugguény dudlisinak nevezzik. Azt mondjuk, hogy az [ fliggvény szimmmetrikus, ha
f = f\ teljesil, illetve az f fiigguény normalizdlt, ha f(1) = 1 teljesiil.

A transzponélds és a dudlis képzés involutiv mivelet, vagyis f = f++ és f = f\\.

Adott I C R intervallum esetén az operatormonoton f : I — R fliggvények
halmazét jelolje Fj, a normalizalt Fj-beli elemeket (1 € I esetén) jeldlje ]—"I(n). Az
I halmazon értelmezett pozitiv Radon-mértékek halmazat jelolje G;. Egy pu € G;
mértékrol azt mondjuk, hogy normalizadlt, ha u(I) = 1 teljesiil. A normalizalt G;-beli

mértékek halmazéat jelolje G\™.

Hasegawa igazolta, hogy a szimmetrikus operatormonoton fiiggvények kérébol, nem
vezet ki a dudlisképzés [44].

3.9. Tétel. Az f : [0,00] — R szimmetrikus, operdtormonoton figgvény dudlisa is
operdtormonoton.

3.10. Tétel. (Lowner tétele:[58]) A
¢ : G = Floo) M fu (3.41)

fula) = / ) R

T+t
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leképezés kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés a Gy o) €s a Flooo) halmaz kozott. A ¢

leképezés megszoritisa az Q[((;l ?)O] halmazra kélcsondsen eqyértelmii megfeleltetést létesit

a g[(o*f lo] és az .7-"[(0”())0] halmaz kézitt.

Az aldbbi reprezentécids tétel megtalalhaté Giblisco és Isola [39] cikkében.

3.11. Tétel. A
¢ Go) — Flo,e0] = fu (3.42)

o) = [ gy an (343

leképezés kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés a Gjo 1) €s a Flo) halmazok kozott. A ¢
leképezés megszoritdsa a Q[(O")l] halmazra kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés Iétesit a

g[(g"‘)” €s az f[(()nio] halmaz kozott. Tovdbbd az f, fliggvény pontosan akkor szimmetrikus,
ha ([0, s]) = p([1 — s, 1]) teljesil minden 0 < s <1 esetén.

A G,y halmaz azon elemeit, melyekre wu([a,s]) = p([b — s,b]) teljesiil minden
a < s < b esetén, szimmetrikus mértékeknek nevezziik. A szimmetrikus mértékek
halmazat jelolje Q[(asz]. A szimmetrikus normalizalt mértékek halmaza legyen g[(fg]l).
3.14. Definicié. A ¢ : [0,00]> — R fliggvényt Cencov-Morozova-féle fiigguénynek
nevezziik, ha létezik olyan f € F o fiiggvény, melyre minden pozitiv z,y szdm esetén

1

yf <§>

Minden f € Floo fliggvényhez egy c; Cencov-Morozova-féle fliggvényt lehet
asszocidlni a definiciéban szereplé (3.44) képlettel. Az elnevezést az indokolja, hogy
minden ilyen ¢ fiiggvény monoton metrikat general a (3.38) képlettel.

clx,y) = (3.44)

teljesiil.

Az f € Foo fiiggvény pontosan akkor szimmetrikus, ha a c¢; fiiggvény is
szimmetrikus (azaz minden pozitiv x,y szamra cy(z,y) = cs(y,x) teljestl). Az F;

és F I(n) fliggvényhalmaz szimmetrikus elemeinek a halmazat jelolje F I(S) és F I(S’n).

3.12. Tétel. ([14]:) Minden p € Gy 1 mértékre a

1
£0@) = [ ot du(e) (3.45)
0
képlettel értelmezett figguény Flooo)-beli, azonban nem minden Fjoo)-beli fiigguény
dllithatd el ilyen alakban. Tovdbbd a pu € Gy és a v € Gy} mértékre f®) € F)
és f) e .7-"[(0")00] teljestil.
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A fenti reprezentacios tételbol adddik az alabbi tétel.

3.13. Tétel. Minden j € Gpo,1) mérték esetén a
|
o) = [ dntt) (3.46)

képlettel értelmezett fiigguény Cencov—Morozova-féle, azonban nem minden Cencov—
Morozova-féle fugguény dllithato eld ilyen alakban.

A Cencov—-Morozova-féle fiiggvényekkel is ki lehet fejezni Petz-tételét. Ennek a
megértéséhez azonban egy 1j operatorkalkulust kell alkalmazni.

Komplex fliggvénytanbdl ismert, hogy amennyiben egy f : C — C komplex
analitikus fliggvény az RT halmaz egy D kornyezetén van értelmezve, akkor minden
p € R esetén

f(0) = 3  FEE =) e (3.47)

teljestil, ahol a I" sima gorbe pontosan egyszer keriili meg a p pontot pozitiv iranyitassal
és Rany C D. Ez a gondolatmenet &ltaldnositasa vezet el a Riesz—Dunford-féle
operatorkalkulushoz. A témakor bévebben megtaldlhaté a legtobb terjedelmesebb
funkcionélanalizis-konyvben, példaul Conway [21] konyvében.  Ezek szerint az A
onadjungalt operator f komplex analitikus fliggvény altali képét a

FA) = 3 ¢ FlO)Eia - ag (3.45)

kifejezés értelmezi, ahol a I' sima gorbe pontosan egyszer keriili meg az A operator
sajatértékeit, pozitiv iranyitassal.

Im

N
N

Onadjungélt matrixok esetén ennek az operatorkalkulusnak a bevezetése felesleges-
nek tlnhet, azonban a monoton metrikdk vizsgalatanal komoly elonyok fognak szar-
mazni ebbdl a modszerbol.
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Lattuk, hogy tetszéleges D € M éllapot esetén az L, p és az R, p operator
onadjungalt, ezért barmilyen komplex analitikus f fﬁggvény esetén alkalmazhatjuk a

f(Loo) = 35 § O —Lop) " A€ f(Ru) = 5 § 1€ —Rup) " d

(3.49)
képleteket. Az

(€id=L,p) V=2 = Y =(6id—L,p)Z =¢&Z -~ DZ = (£id—D)Z = (3.50)
= (€id-D)'Y =7

(€id—R,p) 'Y =27 = Y =(id-R,p)Z=£¢(Z— 72D =Z(id-D) =
= Y(¢id-D)'=27

egyenletek alapjan kapjuk az

F(Lo)(X) = 3 § F€)(€3d-D) X ag (351)

F(Rup)(X) = 5= § HOX(€1d=D) " de

kifejezéseket.

Ezen kifejezések kiterjeszthetok kétvaltozés (z,y) — c(z,y) komplex analitikus
figgvényekre is, mivel az L, p és az R, p operétor felcserélhetd [25]. Ekkor a

(Lo o) = s § f el€cn)(€id—Lo) ™ o (rid—Rop) ™ dedn  (3.52)

kifejezést kapjuk, melynek értéke az X helyen

c(Ln.p, Rnp)(X) = EThE 7{7{ (&,m)(€id—D) ' X (nid—D)~* dédn.  (3.53)

Ennek a segitségével irhatjuk fel a monoton metrikakat specialis integral alakjaban.
Ez nagyon elonyos a differencidlgeometriai vizsgalodasok soran, mikor sziikség lesz a
metrikak magasabbrendii derivaltjaira.

Petz tételét a Cencov-Morozova-féle fliggvényekkel is kifejezhetjiik.

3.14. Tétel. Az M sokasdgon értelmezett K™ monoton Riemann-metrikdhoz,
létezik egy ¢y Cencov-Morozova-féle figgvény, melyre minden D € M dllapot, és
tetszbleges X, Y € Tp M érintévektorokra

KM(X,Y)= KM (x,v)= Tr(ch(LD,RD)(Y)) . (3.54)
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Az f[%%;i)]—beli fiiggvényekre az alabbi példakat emlitjiik:

fom(z) = Z & (3.55)

fiale) = 12;”3: (3.56)

frm(z) = TO; (3.57)
2 — 1)?

fralw) = (14 z)log® x (3:58)
2w —1VE

fra(z) = 1+ 2)logz (3.59)

2xa+1/2

fri(z) = T 0<a<1/2 (3.60)
~ BA=B)(=—1)

fra(z) = (2% — 1) (2% — 1) g e [-1,2]\{0,1}, (3.61)
_1-a? (x —1)2 wel B

fWYD(x)_ 4 (1_1'1—Ta)<1_x17a> 6[ 373]\{ 171} (362)
fuv(e) = (Vi +1)? (3.69)
frs(z) = (1 4—290) vell?2 (3.64)

Az adott f € .7-"[(08;)} fiiggvényhez tartozé K™/ metrikat az alabbi gondolatmenettel
hatarozhatjuk meg. A (3.44) képlet segitségével kiszamoljuk a ¢y Cencov-Morozova-
féle fiiggvényt. Kihasznalva, hogy a metrika invarians a D allapot unitér transz-
forméacidival szemben, feltehetjiik, hogy az altalunk valasztott D € M éllapot di-

agondlis, f6atléjdban a (A1, ..., \,) sajatértékek szerepelnek. A Kgl)’f (+,-) metrika line-

aritasat kihasznélva, elég meghataroznunk a metrikanak az (Fj;)1<i<j<n €s (H;j)1<i<j<n
matrixegységeken felvett értékeit. Ezen mennyiség a (3.53) és (3.54) képlet felhaszna-
lasaval

KE(XY) = Tr gy § felon) X(eid=D) 'Y (nid =D) dedn. (365)
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Erdemes most felidézni a 2.6. részben szerepl6 képleteket. Pontosabban, a metrika
kiszdmitasahoz kovessitk végig a (2.123-2.131) képleteket. A (2.124) kifejezéshez
hasonléan vezessiik be a

G M) — Lin(TDM;:, TpMS) D (X — G(D)(X)) (3.66)

G (D)(X) = 7575 EmE—D)'X(n—D)" dedy  (3.67)

27T1

fiiggvényt. (Gyakorlatilag az [, = m $ ¢ és du(t) = c(&,n)dEdn helyettesitést
végeztik el a (2.124) képleten.) A (2.126) kifejezés ekkor igy alakul.

(G = Gz § P eA€mE =) (Bl =) dedn (369

A (2.127) pontban definidlt m fliiggvény ekkor
1 _ _
mp RORTSR (09) = s f felen(e—a) -y dedn. (.69)

Vagyis az
my(z,y) = cr(z,y) (3.70)

azonossagot kapjuk. Minden f € ]-"[(OS;I;)} fiiggvényre

1
myg(x,x) = — (3.71)
x
adddik.
A 2.24. tétel ekkor igy alakul.
3.15. Tétel. Tekintsiik az (M, K1) sokasdgot, ahol K™ az f e F [0 oo] fuggveny

dltal generdlt monoton metrika. Legyen a D € M dllapot D = Z e By alaki.
k=1

Gp(H;j, Hi) = 6idji2m( i, )

Hol<i<j<n, 1<k<l<n, akkor: Gp(Fij, Fr) = dirdji2m( N, Aj)
Gp(Hij, F) =0,

hal<i<j<n,1<k<n, akkor: Gp(Hij, Frx) = G(Fyj, Fri) = 0,

hal<i<n, 1<Ek<n, akkor: Gp(Fi, Frr) = dudm( i, \p) (3.72)

teljestil.
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Figyelem: az M tér érintSterében csak nulla nyomid matrixok vannak, a fenti tétel
csak formalisan engedi meg az Fj; alaku diagondlis elemek megjelenését.

Erdemes roviden 4ttekinteni az ﬂ%si)]—beli fiiggvényekre hozott (3.55-3.64) példak
altal generalt monoton metrikdk fobb tulajdonsagait.

3.2. Példa. Az fsy (3.55) figgvény: A 3.12. tételben szereplé p mértéket 50;51—nek
valasztva kapjuk, hogy az fsy fliggvény operator monoton. Sét igazolhatd, hogy az

.ﬁ%%g)]—beli fiiggvények halmazaban az
fing <= flx) <glx) Vaelo1] (3.73)

reldciéra nézve maximélis [58]. A metrikdt leiré (3.39) kifejezésben azonban f~!
szerepel, ezért az fsy fliggvényhez tartozo Kéﬁ metrikat legkisebb monoton metrikdinak
(vagy Bures-metrikinak) nevezziik. Az fgy fiiggvényhez tartozé Cencov—Morozova-féle
fiiggvény
2
T4y

csm(r,y) = (3.74)

A (3.14.) tétel alapjdn, a diagondlis D € M allapot esetén a metrika KéﬁD(X, Y)
értékét az alabbi mdédon hatarozhatjuk meg. Mivel

CSM(Ln,DaRn,D)<Y) =7 = 2Y = (Ln,D + Rn,D)(Z) =

DZ+7ZD
y - 2228 (3.75)
2
ezért a (3.75) egyenletet megoldédsat adé Z matrixot kiszamitva, kapjuk a
K p(X,Y) =TrXZ (3.76)
egyenlOséget. Ezt szimmetrikus logaritmikus derivdltnak is nevezik.
9

3.3. Példa. Az fra (3.56) figguény: A (3.11.) tételben szereplé p mértéket 1 /o-nek

valasztva kapjuk, hogy az fia fiiggvény operdtormonoton és az ]:[(OS;)]—beli fiiggvények

halmazaban a 5, reldciéra nézve minimalis elem [14]. Az fra fiiggvényhez tartozé

(0,1

KI(JX metrikat legnagyobb monoton metrikanak nevezzilk. Az fia-hoz tartozé Cencov—

Morozova-féle fiiggvény

Tty
2ry

cra(z,y) = (3.77)
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A (3.75) egyenletekhez hasonléan igazolhatd, hogy adott Y € M,, esetén
cea(Lnp, Rup)(Y) = %(YD‘I + DY), (3.78)
ezért a nyomképzés ciklikussagat és D diagonalitasat kihasznédlva kapjuk a
K H(X,Y) =Tt XDy (3.79)

egyenloséget. q

Az fsm és fra fliggvényekre tett megjegyzések alapjan kapjuk az alabbi tételt.

3.16. Tétel. Minden f € fﬁg fligguényre

fSM [0%1] f [0%1] fLA (3.80)

teljesiil.

3.4. Példa. Az fxu (3.57) fiigguény: A 3.12. tételben szerepld p mértéket a Lebesgue-
mértéknek vélasztva kapjuk az fin(z) fiiggvény operdtormonotonitdsat. Az fiy altal
generalt K}?}J monoton metrikdt Kubo—Mori-metrikinak (vagy Bogoljubov-féle belsd
szorzdsnak, vagy kanonikus korreldcionak) nevezziikk. Az fxy-hez tartozé Cencov—

Morozova-féle fiiggvény
logxz — logy

cxm(,y) = ——— ) (3.81)
A (o]
etz y) = / (t+2) ()" dt (3.82)
0
integrél reprezentaciét hasznalva kapjuk, hogy diagonélis D € M esetén
Ky p(X,Y) = Tr / X(tid+Lyp) 'Y (tid+R,p) " dt = (3.83)
0
— T / X(t+ D)"Yt + D) d (3.84)
0

teljestil.

A Kubo—Mori-féle bels6 szorzas kozponti szerepet jatszik a linearisvalasz-elmélet-
ben [29, 95]. q
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3.5. Példa. Az fp; (3.60) fiiggvény: Petz [82] cikkében igazolta, hogy az fp; fiiggvény
operatormonoton. Ugy érvelt, hogy mivel az
-1 1 —a—1/2 1 a—1/2
fri () = 57 + 57 (3.85)
fliggvény operator monoton csokkend, ezért fp; operator monoton nové. (Az ehhez
sziikséges tételek megtaldlhatéak példaul Bhatia [14] kényvében.)

A P1 fuggvénycsalad folytonos utat jelent az

2

K@ =ve KT @) = fale) = (3.86)

fiiggvények kozott. A csalad tagjaihoz tartozé Cencov—Morozova-féle fliggvény

2ae,) 2cx

Yy
CPl(LU,ZJ) = W . (387)

9

3.6. Példa. Az fxy, fxe (3.58,3.59) figguények: Petz [82] bizonyitotta ezekrél a
fliggvényekrél, hogy operatormonotonak. A bizonyitdsa Kubo és Ando operatorat-
lagokrol sz6l6 [58] cikkében szereplé 6.2. tételen alapul, mely szerint (t6bbek kozott)
a

gu () + hy ()

2

kettds sorozat kozos hatérértéke, operdtormonoton g (z) és hi(x) kezdeti fiiggvények
esetén szintén operatormonoton lesz.

A gi(x) =/ és hy(z) = f—ﬁ kezdeti értékekre a kozos hatarérték

In1(z) = Pri1(7) = \/ g1 (2) I () (3.88)

T 12y (3.89)

logz 1+a’
a g1(x) = &2, h(x) = £ 32 kezdeti értékekre pedig
r—1\> 2
. 3.90
( log z ) 14+ (3:90)
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3.7. Példa. Az fps, fwyp (3.61,3.62) figguények: A § = 552 helyettesitéssel az fwyp
fiiggvényt vissza lehet vezetni az fpo fliggvényre. Wigner, Yanase és Dyson foglalkozott
részletesen az fywyp fliggvénybol szarmazé Fisher-féle informéacioval, melynek eredete
Wigner és Yanase [112] 1963-as cikke. Hasegawa az fps fliggvény dltal generalt metrikat
elemezte [45].

Ennek a monotonitasat Hasegawa és Petz igazolta két részletben [46, 86]. A
bizonyitas a

. 00 -8
z—ﬁzsmﬁ”/ A7 0<p<1 (3.91)
T Jo Atz
. o0 ﬂ
5_1:smﬁ7r/ A B\ 1
z - AGysE <B<0
egyenloségeken alapul. Az
1
3.92
Foala (392

B—1
51n57r/// A dAdsdt ha0<p<1,
1—t+t)+(x(1—s)+5)

Slnﬁﬁ ((l—t)+t)
/// 21— +0) + (e(1—5) +9))2 dAdsdt ha —-1< (<0,

kifejezések segitségével az fpy fiiggvény reciprokardl ki lehet mutatni, hogy operéator-
monoton csokkeno, vagyis az fpo fliggvény operator monoton novo.

Az fps paraméteres fliggvényt természetes médon ki lehet terjeszteni a g = 0,1
paraméterértékekre.

. . r—1
élil% fra(x) = }LH} fra(z) = frm(z) = log @ (3.93)
Az fps fliggvény altal generalt Cencov—Morozova-féle fliggvény
cpa(T,y) = ( ol B) v) : (3.94)
B(1—p) y(z —y)
q

3.8. Példa. Az fps (3.64) figgvény: Az Ando [6] cikkében szerepl$ 4.3. kovetkez-
mény szerint, ha f € Fj ), akkor v > 1 esetén az f,(z) = f(z'/7) fiiggvény is
operatormonoton. Elég ezt alkalmazni az fov(x) fiiggvényre. 9



3.5. KVANTUMMECHANIKAI FISHER-FELE INFORMACIO 105

A legkisebb, illetve legnagyobb ]—" ) beli fliggvények kozott a

000]

v=1 1<v<2 v=2) (a=0) (0<a<3) (a=3)
fsm :fP(’S )[oﬁ]flgg )[0%1] 1gg = fwy = WYD [0?1] WYD [> WYD = fra (3-95)

sorozat folytonos utat hatdroz meg [37].

A (3.80) egyenldtlenség segitségével igazolhaté az aldbbi tétel [64].

3.17. Tétel. Legyen f € ]-"0503 Ekkor minden D € M dllapotra és X € TpM

érintovektorra fenndllnak az
K (X, X) 2 KX, X) 2 K p(X, X) (3.96)

egyenlotlenségek.

A klasszikus esetben a Cramer—Rao-egyenlétlenség mutatta meg, hogy a Fisher-
féle informacié bizonyos hatart jelent a torzitatlan becslések szérdsara. Kvantumos
esetben egyelore csak az egyparaméteres statisztikai modellre definidltuk a kvantumos
Fisher-féle informaciét, azonban az messze nem volt egyértelmii. Az alabbiakban a
Cramer—Rao-egyenldtlenség nemkommutativ kiterjesztését mutatjuk be.

3.15. Definicié. Legyen (L,, Q, =) m-dimenziés kvantummechanikai statisztikai mo-

dell és f € .7-"[(08;)] tetszoleges fiiggvény. A Dy, pontban a kvantummechanikai Fisher-
féle informacios mdatrixot az
19_190) ]

oD -1 (0D
f _ v 1/2 —1 1/2 9
<[D’90>ij - ( 9; 19190) <R"’Dﬂof(L”’D % R"vDﬂo)R”’DﬁO) ( o0,
(3.97)

kifejezés definidlja (7,7 =1,...,m).

A Fisher-féle informéciés matrix (i, j)-edik eleme kifejezhets az f &ltal generalt

Riemann-metrikaval
oD oD
f 9 9
<[D190>U N KD&O ( 819@

9=, OU;

) . (3.98)

A kvantummechanikai Fisher-féle informéciora szintén teljesiil egyfajta monotoni-
tasi tulajdonséag [3].
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3.18. Tétel. Legyen (L, Q1,Z) kvantummechanikai statisztikai modell és legyen o« :
Q) — M sztochasztikus leképezés.  Definidljuk az (Ly, Q2,Z) statisztikai modellt,
mint a Q1 halmaz « dltali képét. (Vagyis haszndljuk az

ip: 2 — Qs VU — a(Dy) (3.99)
paraméterezést.) Tetszdleges f € .7-"[(0‘902 fugguény esetén jelolje [{;71 és ICJ:(D)Q a Q
illetve Qo modell D illetve a(D) pontbeli kvantummechanikai Fisher-féle informdcids
matrizat. Ekkor az

](ic(D)Q < I£,1 (3.100)

egyenliotlenség teljesiul minden D € Q dllapotra.

A Cramer-Rao-egyenlétlenség megfogalmazasiahoz sziikséges a nemkommutativ
paraméterbecslés értelmezése. Egyelore azonban csak olyan becslésekkel fogunk
szamolni, melyek bizonyos fizikai mennyiségek mérésének felelnek meg.

3.16. Definicié. Legyen (L, Q,Z) m-dimenzids kvantummechanikai modell. A valés
(illetve komplex) allapottér esetén, a valds (illetve komplex) elemeket tartalmazd
n X n-es, Oonadjungalt operatorok tetszoleges Ai,...,A,, halmazat mérésbol adodo
parameéterbecslésnek nevezziik.

Azt mondjuk, hogy a becslés torzitatlan, ha minden 9 € = esetén

9 =(0h,...,0) = (Tt DyAy,..., Tr DyA,,) (3.101)

teljestil.
Adott f € .7:[%8’;)} fiiggvényre a becslés f-variancidja a Dy pontban a

(VS (A A)) = KB (A =00, 45 =) ig=1m (3102)

ij
matrix.

Az éllapottér geometriai struktirdjanak a vizsgdlata sordn el6szér Petz [81],
valamint Petz és T6th [89] fogalmazta meg az aldbbi nemkommutativ Cramer—
Rao egyenlGtlenség egy specidlis, a Kubo-Mori-skaldrszorzatra vonatkozo, esetét. A
mostani forméja tetszéleges monoton metrikat megenged [84].

3.19. Tétel. (Nemkommutativ Cramer—Rao-egyenlétlenség:) Legyen (L, Q,Z) m-
dimenzidos kvantummechanikai statisztikai modell, Ay, ..., A,, mérésbél adodo torzi-
tatlan paraméterbecslés és f € .7-"[(0‘?’02 tetszoleges fugguény. FEkkor minden Dy € Q
allapotra

—1
VI (AL Ay > (1;;19) (3.103)

teljestil.
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A klasszikus esetben megszokott Cramer—Rao-tételbdl, most az f operatormonoton
fliggvény miatt ,,sok” tétel lett. Nehéz megmondani altalanosan, hogy mely f fligg-
vénynél tartalmazza a legtobb informéaciot a tétel; ugyanis adott statisztikai sokasag
esetén az f-tOl fiiged Fisher-informécidék inverzét konnyen Ossze lehet hasonlitani,
azonban ezzel parhuzamosan valtozik a variancia is.

A fenti tétel gyakorlati alkalmazhatésagaval komoly problémak vannak. Ezek koziil
néhanyat megemlitiink, de részletesen egyikkel sem foglalkozunk.

Az egyik f6 problémat a mérés jelenti. A mérés folyaman a méréeszkéz meg-
valtoztatja a mérend6 fizikai objektumot. Ezen véltozas leirasa sok absztrakt
fizikai modellnek része (pl. a Neumann-féle kvantummechanikai axiémékon alapul6
modell), azonban a kérdés még nincs kielégitéen megoldva. Ahhoz, hogy a variancia
kézzelfoghaté mennyiség legyen nem egy, hanem tobb mérést kell elvégezni. A masodik
mérés azonban mar nem az eredeti rendszeren torténik, hiszen az els0 mérés mar
megvaltoztatta azt. Tovabba még nincs megoldva az a probléma sem, hogy a kiilonb6zo
operatormonoton fiiggvények, illetve a bel6liik szarmaztatott mennyiségek (Riemann-
metrika, Fisher-informaci, a késébb bevezetendd relativ entrépia), milyen fizikai
tartalommal birnak.

A nemkommutativ paraméterbecslés kiilonboz6 megkozelitési maédjai, valamint
altalanos tulajdonsagai megtalalhatok Nagaoka [35, 36], Matsumoto és Hayashi [47, 48]
munkaiban.

Térjink vissza az eléz6 részben (a 3.3. pontban) bevezetett informdaciés meny-
nyiségek és a Fisher-metrika kapcsolatara. Legyen f € ]:[(OS())O], D € M és legyen
X,Y € TpM;. Ha X vagy Y felcserélhets D-vel, akkor

1
KMH(XY) = ) Tt XD'Y (3.104)

teljesiil. Tehat ha vizsgaléddsainkat megszoritjuk a kommutativ (pl. diagondlis) esetre,
akkor szintén azt kapjuk, hogy a Fisher-féle informaciés matrix szamszorzd erejéig
egyértelmii.

Adott D € M} pontban a Tp M, érintétérben értelmezziik az
TEM) ={X € TpM; | [X,D] =0} (3.105)

alteret, illetve a Hilbert-Schmidt skaldrszorzasra nézve rd merSleges Ta M. alteret.
Igazolhatd, hogy ekkor minden X € Tp M} érint6vektor felirhatd

X = X% +i[D, XK] (3.106)

alakban, ahol X¢ € TS M} i[D, XX] € TAM és XK 6nadjungélt.
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A (1.5.) példédban lattuk, hogy a klasszikus esetben az entrépia masodik derivalt-
jabdl is lehetett szarmaztatni a Fisher-féle informéciét. Az aldbbi példabdl kideriil,
hogy a Kubo—Mori-féle metrika szarmaztathaté a Neumann-féle entropia masodik
derivaltjabol. A Kubo—Mori-féle metrika ezen tulajdonsiagdanak a fizikai alkalmazédsa
Balian, Alhassid és Reinhardt [9] cikkében taldlhato.

3.9. Példa. A log fliggvényre az
logx:/oo(l—l—t)l —(x+t)"! dt (3.107)
0
integralreprezentaciét haszndlva az entrépia az
S(D) =Tk D / (D40 - (d+t) de (3.108)
0

alakban is felirhat6. Az S(D + A) — S(D) kifejezésben az A-t6l elsérendben fiiggd
rész meghatarozasahoz vezessiik be az f(A) = g(A) jelolést, melynek jelentése, hogy
| f(A) — g(A)]| = o(]|A||*), azaz f és g ugyanigy fiigg A-t6l nullad és elsd rendben,

vagyis
i 4 (A) — 9(4)

—0 (3.109)
a=o |4

teljestil.

I

S(D + A) — S(D) = Te(D + A) /OO(D LA+ — (1407 di—S(D)

=~ Tr(D + A) /OO(D +t) P = (D+)TAD ) = (1 +t)t dt - S(D) =

=Tr DfOOO(D + t)il - (D + t)ilA(D + t)fl — (1 + t)fl d i+
A SO+ = (1) dt = S(D) =

:TrD/ —(D+t)TAD + 1) dt+A/ (D+t) ' —(1+t) " dt =
0 0

:—TrA/ (D+1)'D(D + 1) dt+A/ (D) — (140" di =
0 0

- _ A s A D -1_01 -1 =
> ”/o ()\i+t)25” dt+ /0 (D +1) (1+¢)7" dt

1,j=1

:—ZA“»JFA/ (D+t)'—(1+t)' dt =—Alog D (3.110)
i=1 0
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Mivel az érintotérbeli A € TM,, vektorokra TrA = 0 teljesiil, ezért az entrépia
derivaltjat a fenti szamolasok alapjan a

S : M+ —Lin(TM,,R) D (A - dS(D)(A)) (3.111)
dS(D)(A) = —Tr Alog D
kifejezés adja meg. Az el6z6hoz hasonldan hatarozhatjuk meg az entrépia masodik

derivaltjat: meghatdrozzuk a dS(D + B)(A) — dS(D)(A) kifejezésben a B-tdl
elsorendben fiiggd tagokat.

dS(D + B)(A) — dS(D)(A) = TrA/OO(D +B+1) " = (1+18)7" dt —dS(D)(A) =
(3.112)

~ TrA/OO(D F O (D4 B+ 1) — (140~ dt — dS(D)(A) —

= TrA/ —(D+t)"'B(D+t)"' dt
0
Vagyis az entropia masodik derivaltja

25 M Lin(T/\/ln, Lin(TMn,R)> D (A s (B dQS(D)(A)(B)))
(3.113)

2S(D)(A)(B) = — Tr /OOO(D L AD 4 0)1B dt .
Ennek a (—1)-szeresébdl is szarmaztathaté a Kubo—Mori-féle metrika.
(o YEM A Lin(TM, x TM,,R) D s (-, ) EM (3.114)
(A, B)E — Ty /OO(D + ) TAD +t)7'B dt
0

9

A Kklasszikus esetben a Fisher-metrikat agy is meg lehet kapni, mint egy kell6en sok
dimenziés euklideszi térben 16v6 gomb euklideszi metrikdjanak a visszahuzottjat. (Lasd
a 2.3. példat.) Kvantumos esetben Giblisco és Isola megmutatta, hogy a megfelel6
metrika az fyy operatormonoton fiiggvényhez (pontosabban pozitiv szamszorosahoz)
tartozé metrika lesz [38].
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3.10. Példa. Komplex illetve valés M éllapottér esetén jeldlje S?Q_l a C™™ illetve
az R™™ térben 1év6 egységsugaru gombot. Definidljuk a

¢ Mb— 5”1 D (D) =VD (3.115)

leképezést. Minden D € M esetén a ¢(D)p(D) = D egyenléségbdl, a Leibniz-szabély
alapjan

((dD¢) (A)> VD +vD ((dD¢)(A)> — A VAeTpM: (3.116)

adédik. Ez alapjan a ¢ leképezés derivaltja a D € M pontban
. 1/2 1/2 -1
(dpo)(A) = <LD + RY ) (A) . (3.117)

Annak igazoldsdhoz, hogy az (L}j/2 + R}:,/Q)’1 operator onadjungalt, tetszoleges
X,Y € TpM; vektorok esetén vezessiik be az

a={(Ly*+RY*)7(X),Y) b= (X,(Lp*+Ry*)7H(Y))  (3.118)
A= (L + Ry HX) B=(Ly*+Rp*)(Y)

jeléléseket. Ekkor X = DY2A + AD'Y? és Y = DY2B + BD'/? teljesiil. Az

a = Tr(AY) = Tr(ADY?B + ABDY?) b= Tr(XB) = Tr(D'*AB + AD'?B)
(3.119)
L operator onadjungalt.

egyenletek pedig igazoljak, hogy a = b, vagyis az (L}j/2 —|—R})/2)

Az S{LQ’l gombon értelmezett Riemann-metrika ¢-altali visszahuzottjanak az értéke
tetszéleges A, B € Tp M vektorokon az aldbbi.

(¢*9)(A, B) = ((dpd)(A), (dpe)(B)) = (Ly* + Ry*)H(A), (Ly* + Ry*)U(B)) =

(3.120)
= (A, (Ly* + Ry*)A(B)) = Tr A(L)y” + Ry*) *(B) =
= iTr Acwy(Lp, Rp)(B)
q

Ezek alapjan az (M:,K\({}%{) Riemann-térben egyszertien meg lehet hatarozni a
geodetikusokat.
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3.11. Példa. A (2.5.) példa alapjan igazolhatd, hogy az (M, K\(,(,L)Y) Riemann-térben
a Dy, D5 allapotokat osszekoto geodetikus

2
Dy? — D Te(D)?Dy?) .t

\/ 1 — Tr(Dy/?DY?)2

’Y[O,to]HM: tHDt:

(3.121)
ahol
ty = 2arccos Tr(Di/Q, D%/Q) . (3.122)
Vagyis a D; és Dy pontok geodetikus tavolsdga
dwy (D1, D) = 2 arccos Tr D}/QD;/Q . (3.123)
9

Az eloz6 példak alapjan felmeriil a kérdés, hogy mely metrikak allnak el6 az
euklideszi metrika visszahtzottjaként. Ezt a kérdést Giblisco és Isola [38] tisztaztdk
2003-ban, azonban erre most nem tériink ki.

3.6. Relativ entropia

A relativ entropiat kétféle megkozelitéssel lehet kiterjeszteni a nemkommutativ
esetre. Az egyik az implicit definicié, mikor felsorolunk bizonyos tulajdonsagokat és
az azokat teljesito objektumokat relativ entrépidnak nevezziik; a masik az explicit
definicié, mikor konkrét konstrukecié segitségével definidljuk a relativ entrépidt.

Most az els6 megkozelitési médot mutatjuk be. A klasszikus esetben bevezetett
altaldnositott divergencia (vagy kontrasztfiiggvény) f6bb, koénnyen Aaltaldnosithaté

jellemzoit koveteljiik meg a nemkommutativ relativ entropiatol.
3.17. Definicié. (Ruskai [64]:) Egy

H(, ) MEx M — TR (D1, Dy) — H(Dy, Dy) (3.124)

figgvényt relativ entropikus tdvolsignak nevezziik, ha minden Dy, Dy € M éllapot
esetén

1. H(Dy, Ds) > 0, valamint H(D;, D) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha D; = Dy,

2. a H fiiggvény konvex a két véltozdjaban, azaz minden Dy, Dy, D3, D, allapot és
A € [0, 1] paraméter esetén

H(AD; + (1= X) Dy, \D3+(1—A\)Dy) < NH(Dy, D3)+(1— X\ H(Dy, Dy) (3.125)

teljestil.
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Azt mondjuk, hogy a H relativ entropikus tavolsag

— monoton, ha minden T : M} — M sztochasztikus leképezés esetén

H(T(D,),T(Ds)) < H(D\,Ds)  VDy,Ds € M | (3.126)

— szimmetrikus, ha H (D1, Dy) = H(D3, Dy),

— differencidlhaté, ha minden Dy, Dy € MF és A € Tp, M}, B € Tp,M;}
érintévektorra a

hplp  RxR =R (z,y) = by, (2,y) = H(Dy + zA, Dy +yB) (3.127)
fiiggvény differencialhaté a (0,0) pontban.

A relativ entrépia altalanositdsanak (explicit) megkozelitését kapjuk, ha a klasz-
szikus esetben definidlt Csiszar-féle f-divergencidkat kiterjesztjiik a nemkommutativ
esetre. A Csiszar-féle entropia definicidjaban szereplé konvex fiiggvények szerepét az
operatorkonvex fliggvények veszik at.

3.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R — R folytonos fiiggvény operdtorkon-
ver, ha minden n € N szdmra, minden A, B 6nadjungdlt n x n-es matrixra és minden
A € [0,1] paraméterre

fFOAA+(1—-=XNB)< XA+ (1-)\)B (3.128)
teljestil.

Ezen fliggvények segitségével lehet altalanositani a Csiszar-féle divergencidkat. A
kvantumos dltaldnositds nehézsége abban rejlik, hogy a g(x/y) mennyiségben szerepl6
hanyadost tébbféle médon lehet értelmezni nemkommutativ z és y valtozdk esetén.

A legels6 1épések kozé tartozik Umegaki 1962-es [107] publikaciéja, ahol az Dy, Dy €
M allapotok relativ entrépidjat definidlta az

S(Dl,Dg) =Tr Dl(lOg D1 - IOg DQ) (3129)

képlettel. Ennek a matematikai fizikdban valé hasznédlatat Lindblad vizsgélta a 70-es
években [68, 66, 67]. A relativ entrépia matematikai tulajdonsigait tobbek kozott
Uhlmann [104] és Petz [79] elemezték. A Csiszar-féle divergencidk nemkommutativ
altalanositasaval kapcesolatos Ruskai 1994-es eredménye [94], ahol az entrdépia kont-
rakcios egytlitthatot préobalta nemkommutativ esetre altalanositani, azonban szamotte-
véen 14j eredményt nem ért el. Kovetkezé 1épésben Petz és Ruskai [87] 1998-ban a P/Q)
,,operatorhanyadost” a P~1/2QP~1/2 kifejezéssel értelmezték. Az igy bevezetett relativ
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entropiara szamos tételt bizonyitottak sikerrel. Ezen kiterjesztéseknél azonban sikere-
sebbnek bizonyult az Araki dltal bevezetett relativ modularis operator hasznéalata. Ezt
a megkozelitési modot a relativ entrépiaval kapcsolatban Petz mar kordabban hasznalta
[77, 79, 83]. Az altalanositdsnak ezt a médjat kovetjilk a tovdbbiakban. (A relativ
entropia operatoralgebrakra is kiterjesztheto. Ez a kiterjesztés és a relativ entropia
tulajdonsdgai megtalalhatéak Lindblad [68], Uhlmann [104], Ohya és Petz [77, 80]

munkaiban. )

3.19. Definicié. (Petz [79]:) Legyen g :]0,00] — R olyan operédtorkonvex fliggvény,
melyre g(1) = 0 teljesiil. Ekkor a

Hg('a ) M;r X M: — R (D1, D) — H9<D17D2) = TT<D1/2Q(LD2RD1)D1/2>
(3.130)
fiiggvényt g-relativ entropianak nevezzik.

Az operatormonoton fﬁggvényekhez hasonléan, a g operétorkonvex fliggvény

transzpondltja legyen g\(z) = xg(z™"), dudlisa pedig g*(x) = g( . A g operatorkonvex

fliggvényrél azt mondjuk, hogy szimmetrikus, ha ¢\ = g¢ teljesiil. Adott I C R
intervallumra jelolje K azon g : I — R operatorkonvex fiiggvények halmazat, melyekre
1 € I esetén g(1) = 0 teljesiil. Azt mondjuk, hogy a g € Kjo o fliggvény normadlt, ha
g¢"(1) = 1. Az I halmazon értelmezett, normélt operatorkonvex fiiggvények halmazét
jelolje ICEH). A Kr- illetve Kﬁn)—beli szimmetrikus elemek halmazat jelolje ICgS) illetve
ke,

3.12. Példa. Adott Dy, Dy € M; éllapotok és g € Kjo ) fliggvény esetén Hy(Ds, D)
értékét az alabbi mdédon hatarozhatjuk meg. Tekintsiik az allapotok

i=1 i=1

spektralis felbontasat, ahol a (P;);=1,.. . illetve (Q;)i=1,. n» projekciok rendszere paron-
ként ortogondlis és rangjuk egy. Ekkor a g-relativ entrépiara

D,(Dy, Dy) = Z“z ( )TrPQ] (3.132)

i,7=1

teljestl. |

A klasszikus esetet bemutato 1.3. részben lattuk, hogy a Csiszar-féle f-divergencia,
alkalmasan megvalasztott f-fiiggvény esetén visszaadja a f6bb divergenciatipusokat. A
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nemkommutativ esetben a forditott utat jarjuk be. A klasszikus esetben jél hasznal-
hato fliggvényekkel definidljuk a klasszikus divergenciak nemkommutativ megfelel6it.

A g € Kjo fliggvény transzponaldsdnak a hatdsa a relativ entrépidra az, hogy
megcseréli az argumentumokat, vagyis

Hy(Dy, Do) = Hy\ (D2, D) . (3.133)
A H, g-relativ entrdpia éltaldban nem szimmetrikus, azonban a

H,(D1, Dy) + Hy(Ds, Dy)

HE™)(Dy, D) = 5 (3.134)
képlettel értelmezhetjiik a szimmetrizdaltjdat, melyet a
HE™(Dy, Dy) = Hyy vy jo(D1, Da) (3.135)

forméaban is {frhatunk.

3.20. Tétel. [79] Minden g-relativ entrépia relativ entropikus tdavolsdg.

A tétel megforditasa azonban nem igaz. Példaul a Petz és Ruskai dltal hasznalt
H(Dy, Ds) = Tr Dy log(D; ? Dy DY) (3.136)

kifejezés relativ entropikus tévolsdg, azonban nem g-relativ entrépia [87].

A fenti (3.136) relativ entropidhoz formélisan hasonldt definidlt 1982-ben Belavkin.
A
H(Dy, Ds) = Tr Dy log(Dy/? Dyt Dy/?) (3.137)

kifejezést tekintette a relativ entrépia altalanositasanak [12].

3.21. Tétel. [79] Minden g-relativ entrdpia monoton és differencidlhatd relativ en-
tropikus tdvolsdg.

A g-relativ entrépia monotonitdsanak a bizonyitdsa megtaldlhaté Petz [77, 79, 85,
87] munkdiban.

3.22. Tétel. Legyen g € Kjo,). Ekkor létezik ag € R, by, cqy € [0,00] paraméter és jug
pozitiv mérték az [0, 00| intervallumon, a p14(]0, 00]) < oo feltétellel, 1igy, hogy

x —1)? o 14+t
g(x) = ay(z — 1) + by(x — 1)* + cgu + / (x—1)2—— dp,(t)  (3.138)
x 0 T+t
teljesil. Valamint minden a € R, b,c € [0,00] paraméterre, és minden olyan [0, 00|
halmazon értelmezett pozitiv p mértékre, melyre p(]0,00]) < 0 teljesiil, a (3.138)
kifejezés operdtorkonvex fligguényt értelmez.
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A H,(Dn, D,) értéke f6ként a Dy — D, kiilénbségtol fiigg.
3.23. Tétel. [64] Legyen g € Ko, €kkor minden Dy, Dy € M} dllapotra

Hy(D1, Dy) = TT((Dl — Dy)Rp, <g(LD2RB})(D1 - Dz))) (3.139)

teljesil.

Ingarden mutatta meg 1982-ben, hogy bizonyos alaptulajdonsagokkal rendelkez6
relativ entrépidk segitségével lehet Riemann-metrikat indukalni az allapotok terén [53].
A g-relativ entrépidk mind rendelkeznek ezekkel az alaptulajdonsagokkal.

3.24. Tétel. Legyen g € K. Ekkor a

K90 . M* s Lin(TM, x TM,,R) D ((X, Y) e K5 (X, Y)) (3.140)

2
KS™(X,Y)= ———H,(D+tX,D + sY) (3.141)
0sot
t=s=0

kifejezés Riemann-metrikdat értelmez az Mt sokasdgon. Tovdbbd a

KS™(X,Y)=TrXG%(Y) VDe M VXY eTM, (3.142)
kifejezés eqyértelmiien definidl egy

G M — (TMn = T/\/ln) D (X =" G«;g(X)) (3.143)

figguényt.
Az igy generdlt metrika tulajdonsdgait el6szér Hasegawa vizsgalta [45]. A metrika

monotonitasat Hasegawa és Petz bizonyitotta be [46, 86].

Figyelem, a K (™" kifejezést h € Flo,00] fliggvényekre értelmeztiik a (3.39) képlettel,
mig a K™ kifejezést h € Kjo,00 fiiggvényekre a (3.140) képlettel.

Két kérdés mertl fel: kiilonbozo ¢ fiiggvények kiilonb6zo metrikat definidlnak-e,
valamint, hogy mi a kapcsolat az igy definialt K9 metrika és a mar kordbban definialt
K™/ metrika kozott.

A Kjo,00) halmaz elemei kozott vezessiik be az ~ reldciot.
frg = f+f=g+9g (3.144)
A ~ reldcié ekvivalenciarelacio.

A relativ entropiak és monoton metrikak kozotti Osszefliggésre vonatkozo aldbbi
négy tétel bizonyitdsa megtaldlhaté Lesniewski és Ruskai [64] publikdcidjaban.
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3.25. Tétel. A g1, g2 € Ko fligguények pontosan akkor generdlnak azonos metrikdt
a (8.140) képlet segitségével, ha g1 ~ gy teljesiil.

3.26. Tétel. A

( _ 1 2
(x—1) - ha >0, ©v#1,
g9(x) + zg(z")
1
! h 0
a =
lim g(z) + zg(z™")
\ T
(3.145)
leképezés jol értelmezett, tovdbbd K9 = K:209) teljesiil, azaz
KSM(X v)y=K"9(X YY) VDeM: VXY eTM,, (3.146)

vagy masképp

82

Y H(DitX.D+sy
9501 Ho(D +1X, D+ 5Y)

= (X (R 0l Lo R ) )

(3.147)
Tovdbbd g € IC]((:LO} esetén ¢(g) € }"[(S’n) teljestil.

0700]

Ebbdl lathato, hogy minden g-relativ entropia ugyan azt a metrikat generalja, mint
a ¢ szimmetrizaltjabol szarmazoé relativ entrépia.

3.27. Tétel. Az

€: .7:[(0‘20] — IC](OS?OO] fx)—e(f)(x) = (3.148)

leképezés jol értelmezett, valamint K- = K<™ teljesil, azaz minden D € M
dllapotra és X, Y € TpM;} érintévektorra

82

= Tr<X(R,%7D f(Ln,DR;g)RE,D)l(Y)) . (3.149)

t=s=0
Az eddigieket csoportositva kapjuk az alabbi tételt.

3.28. Tétel. Kolcsonosen egyértelmii megfeleltetések léteznek az aldbbi halmazok
kozott.

1. Monoton metrikadk.
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2. Az f[(()‘?io]-beli fugguények.

3. A IC](OS)OO}—beli fugguények.

Vizsgaljuk meg, hogy mely g-relativ entrépidk generaljak a fobb monoton metrika-
kat.

3.13. Példa. Bures-féle (vagy legkisebb monoton) metrika: Az f(x) = HT’” fliggvény-
hez a (3.148) képlet alapjin a

g(x) = (951;—11:)2 (3.150)
IC}(; ’;)]—beli fiiggvény tartozik. Ezek szerint a Bures-metrikét a
Hgy M x M} — R (Dy, Dy) — Hgm(Dy, Ds) (3.151)
Hsy (D1, Do) = Tr(Dy — Do)(Lp, + Rp,) (D1 — Ds)
relativ entrépia generalja. Ezt Bures-féle relativ entropianak nevezzik. 9

3.14. Példa. Legnagyobb monoton metrika: Az f(x) = 12+—x1 fiiggvényhez a (3.148)
képlet alapjan a

1+z
=(z—1)* 3.152
o) = (@ = 1P (3.152)
/C}(S’:g]—beli figgvény tartozik. Azonban bevezetve a ¢i(x) = @ /C](a)oo}—beli

fiiggvényt, igazolhatd, hogy g(z) ~ ¢i(z) teljesiil. A 3.25. tétel alapjan a g¢i(x)-
relativ entrépia ugyan azt a monoton metrikat generalja mint a g-bol szarmaztatott
relativ entrépia. Adott Dy, Dy € M dllapotokra Hy, (Dy, Dy) értékét az aldbbi médon
hatarozhatjuk meg.

Hy, (D1, D3) = 5 Tv Dy*(Lp, Rp} — 1)°(Dy?) = (3.153)

N~ NI~ N~ N

Tr Dy*(D2Dy* D% — 2D,D,° Dt + D}/?) =

TrD3D;* — 2Dy + Dy =

Tr(Dy — Dy) Dy (D1 — Dy)

A H, mennyiség kétszerese H_1)2, ezt gyakran a kvadratikus relativ entrdpidnak
nevezik. q
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3.15. Példa. Kubo—Mori-metrika: Az f(z) = ff);i fiiggvényhez a (3.148) képlet
alapjan a
r—1

2

K}((fi)]—beli figgvény tartozik. A ¢gi(z) = —logx K]((;l)oo]—beli figgvényre g(z) ~ g1()
teljestil. A (3.25.) tétel alapjdn a g;(z)-relativ entrépia ugyanazt a monoton metrikat

generdlja, mint a g-bol szarmaztatott relativ entropia. A

g(x) = log = (3.154)

>~ 1 1
logay ' = / — — dt (3.155)
integralreprezentaciot hasznélva az Lp, és RE kommutalé mennyiségekre
H, (Dy, D)) =TrD* [ (Rp, +t)"(D}?) = (Lp, +t)""(D}"*) dt = (3.156)

0

=TrDY? [ (Dy+t)'Dy* = DI*(Dy+ )" dt =
0

= Tr D, /Oo — A+ =D+ )+ (A +) " = (D)) dt =

— Tr D, (log Dy —log DQ)

adodik. (A szamolds folyaman a (3.155) egyenletet, a nyomképzés ciklikussagat, és
a logaritmus (3.107) integrélreprezentdciéjat hasznéltuk fel.) Ezt a relativ entrépidt
jelolje Hiog, melyet gyakran Umegaki-féle relativ entropidnak neveznek. q

3.16. Példa. Wigner—Yanase—Dyson-metrika: Az fwyp fliggvényhez a (3.148) képlet
alapjan a
4 lta
g(z) =4 wlogz ha o = 1 (3.157)
—logx ha a= -1
IC}%S: ’c:))]—beli fiiggvény tartozik. 9

A g-relativ entrépiak koziil bizonyos értelemben a Bures-féle a legkisebb és a
kvadratikus a legnagyobb. Ezt fogalmazza meg pontosan az aldbbi tétel [64].

3.29. Tétel. Legyen g € IC]((;LLO} tetszbleges. Ekkor minden Dy, Dy € M dllapotra

H{(Dy, Da) > Hy(Dy, D) > Hap(Dy, Dy) (3.158)

teljestil.
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A 2.7. pontban értelmeztiik az eloszlasok geometriai tavolsdgat a 2.22. definicidval,
mint adott metrika esetén a két eloszlast 0sszekotd legrovidebb geodetikus hosszat.
Ennek a nemkommutativ megfeleléje az alabbi definicié.

3.20. Definici6. Legyen g € Gy ). Az (M:F, K9() Riemann-sokasdgon értelmezett

dg : M;’l_ X M:L_ —R (Dl, DQ) — dg<D1, DQ) (3159)

1
dy(Dy, Dy) :inf{ /0 K95 (3(1),4(t)) dt | v :[0,1] — M} sima figgvény,

7(0) = D1, (1) = DQ}
fliggvényt g-geodetikus tavolsagnak nevezzik.

3.30. Tétel. [64] Minden g € Q[(O")OO] fugguényre D;, a g-geodetikus tdvolsdg négyzete,
monoton, differencidlhato, szimmetrikus relativ entropikus tdvolsdg.  Tovdbbd D,

teljesiti a haromszogegyenlotlenséget, azaz
dy(Dy, D) < dy(D1, D3) + dy(Ds, Ds) VD, Dy, D3 € M} (3.160)
teljestil.

Nagyon kevés esetben ismert a g-geodetikus tavolsagra explicit képlet. Ezek
koziil az egyik a Bures-metrika esete, melynek fobb differencidlgeometriai jellemzoi
megtaldlhaték Uhlmann [26, 104, 105, 106] munkdiban. A D; és D, &llapotokat
0sszekotd geodetikus hosszara a Bures-metrika esetén

dpures(D1, Ds) = \/ 2(1 - Tr(Di/QDQDi/Q)”?) (3.161)

teljestl.

Az a-konnexiéhoz tartozo geodetikus tavolsagra Jencova vezetett le 0sszefiiggéseket
[55].

A 3.29. tételhez hasonld teljesiil a g-geodetikus téavolsagra.
3.31. Tétel. [64] Minden g € Q[((:)OO] fiigguényre és Dy, Dy € M dllapotokra
M2 (D1, Do) > dy(Dy, D2) > 4d pures(D1, Ds) (3.162)

teljestil.
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4. Az allapottér geometrigja

A klasszikus statisztika geometriajardl szolé masodik fejezetben részletesen ele-
meztik a diszkrét eloszlds geometriajat. A harmadik fejezetben a diszkrét eloszlast
altalanositottuk. A jelen fejezet célja az altalanositott diszkrét eloszlas, a kvantum-
mechanikai allapottér geometridjanak a vizsgalata.

Az elsO részben a valos illetve komplex allapottér skaldrgorbiiletét hatarozzuk meg.
Kideriil, hogy ehhez nagy segitséget nyujt a normalis eloszlasok masodik fejezetben
meghatdrozott geometridja, a skalargorbiiletének a kiszamitasa. Az allapottér ska-
largorbiiletére kapott eredménybol latjuk, hogy a klasszikus esettel ellentétben a
skaldrgorbiilet nem minden monoton metrika esetén allandé.

A masodik részben Petz sejtését vizsgaljuk meg kozelebbrdl, mely szerint kevertebb
allapotban nagyobb a skalargorbiilet, ha az allapotteret a Kubo—Mori-metrikaval latjuk
el. A sejtés alapja az, hogy a skalargorbiilet Osszefiiggésbe hozhaté egy allapot
statisztikai megkiilonboztethetetlenségével. A sejtés bizonyitasanak a nehézsége a
skalargorbiiletre kapott kifejezés bonyolultsagaban rejlik. Megmutatjuk, hogy a sejtés
ekvivalens egy meglehetosen oOsszetett egyenlotlenséggel, melyet 0t egyszeriibb tagra
bontunk fel. Ezen tagok koziil haromra bizonyitjuk az egyenlétlenséget, a masik
két esetben pedig még tovabb bontjuk az egyenlttlenségeket és bemutatjuk az azok
bizonyitasaban eddig elért eredményeket. A rész végén megmutatjuk, hogy ha a sejtés
igaz a komplex allapotok terén, akkor teljesiil a valés allapottéren is.

A harmadik részben az M7 éllapottér skalargorbiiletét elemezziik. Megadunk egy
egyszeribb kifejezést a skaldrgorbiilet kiszamitasara, melyet alkalmazunk is a f6bb
monoton metrikdk esetére. Ezen vizsgalt esetekben a skalargorbiiletnek a legkevertebb
allapotban globalis maximuma van. Ellenpéldak segitségével megmutatjuk, hogy ez
azonban nem igaz minden monoton metrikara. Végiil megadjuk monoton metrikak
egy ujabb csaladjat, mely folytonos utat képez a legnagyobb illetve legkisebb metrika
kozott.

A negyedik részben az M7 illetve M &llapottér skalargorbiiletével kapcesolatos
numerikus szimulaciokat mutatjuk be. Ezekbdl kideriil tobbek kozott, hogy a fontosabb
monoton metrikak kozott tobb olyan is van, melyhez tartozo skalargorbiilet nem lesz
monoton a majorizdciéra nézve az My esetben.

Végiil az 6todik részben az My tér térfogatdt hatdrozzuk meg, kiillonb6z6 monoton
metrikak esetén, felirjuk a geodetikusok egyenletét egy megoldds bemutatdsaval. A
legkevertebb allapot koriili gomb térfogatanak megadjuk a sugar szerinti Taylor-
sorfejtését tetszoleges monoton metrikara, majd megvizsgaljuk, hogyan valtozik a
sorfejtés a fobb monoton metrikak esetében, ha a gomb kézéppontja nem a legkevertebb
allapot.



122 4. AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

4.1. Az allapottér skalargorbiilete

A monoton metrikdk segitségével Riemann-sokasdggd lehet tenni az M allapot-
teret. Az (M, K™) Riemann-tér differencidlgeometriai jellemzéinek a vizsgélata
az 1990-es években kezdédott. A sokasdg skaldrgorbiiletét eldszor Petz [81] cikke
emliti, ott az (M3, K&,;) Riemann-sokasdg esetére meg is lett hatdrozva. A gorbiiletre
vonatkozo kovetkez6 eredményt Petz és Sudar publikalta 1996-ban [88], ahol az M7 tér
metszetgorbiileteit hataroztdk meg. Az (M, K(™) tér skalargorbiiletét a Kubo-Mori-
metrika mellett valés dllapotok esetén Michor, Petz és Andai [73], komplex allapotok
esetén pedig Dittmann [25] szdmolta ki. A jelen részben a valés dllapotokra elvégzett
szamitasokat terjesztjiik ki tetszoleges monoton metrikara és komplex allapotokra is.

Az (M, K™:/) Riemann-tér skalargorbiiletének a kiszamitdsa a normalis elosz-
lasok geometridjanak a vizsgalatanal, illetve a részsokasagok skaldrgorbiileténél leirt
szamitasokon alapul.

A 2.4. példat kovetve elészor bevezetjitk az (M, K(™f) Riemann-geometriét,
melynek egy-kodimenzids részsokasiga lesz az (M, K(™F) tér. Majd a 2.22. tétel
alapjan hatarozzuk meg az allapottér skalargorbiiletét.

Jelolje ./\;l:[ az n X n-es onadjungalt, pozitiv definit valés vagy komplex matrixok
halmazat. Az M halmaz részhalmaza az ROH2D0-D/2 yagy R7-1 térnek, attol
fiiggben, hogy valods illetve komplex elemeket tartalmaz. fgy természetes modon
ellathaté differencidlhaté struktiraval. Ha D € M, akkor a T M, érintétér
azonosithaté az n x n-es, énadjungélt valés vagy komplex matrixok halmazaval.

Adott f € F (Sn) fiiggvényre értelmezzik a

0,00]
K™F MF - Lin(TM, x TM,,R) D ((X,Y) — K (")’f(ff,ff)> (4.1)

leképezést minden D € M esetén minden X, Y € Tz M, érintévektorra a

D n,D

KWN(X V) =Tr (X (R? ~f(Ln,DR;,1D)RE7D)1(?)> .

képlettel. Ekkor az (j\;l;[ K1 ) par Riemann-geometria.
Az
i M — M} Dw— D (4.3)

identikus leképezés beagyazas, tovabba az M tér egy kodimenzids részsokasdga /\;l:{ -
nek. Tovabba a K™/ metrika i-vel valé visszahtizottja megegyezik a K "/ metrikdval.
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Tekintsiik az )
n: Mb—1TM, Dw—n(D)=D (4.4)

leképezést. Ez az M sokasdg normélvektormez&je, ugyanis minden D € M pont és
X € TpM; érint6vektor esetén

K(X,n(D)) = Tr(X(Rij(Ln,DR;}D)RE’D)_I(D)> —TrXf(1)=Tr X =0,
(4.5)

K(n(D),n(D)) = Tr(D(REVDf(anDR;}D)RjD)71(D)> —TrDf(1)=TrD =1

teljesiil. A szamolas soran kihasznaltuk, hogy a D operator kiilonboz6 hatvanyai
felcserélhet6k egymédssal, hogy az f fliggvény normalt, és hogy a Tp M érintStér
elemeinek nulla a nyoma.

A 2.22. tétel feltételei teljesiilnek az M, M sokasdgokra, ezért a (2.102) képlet

segitségével fogjuk az (M, K(™/) Riemann-sokasig skaldrgorbiiletét meghatarozni.

A (2.102) képletben szereplé Riemann-féle gorbiileti tenzor és az S leképezés
meghatarozasahoz a 3.4. részben bemutatott Riesz—Dunford-féle operatorkalkulust
fogjuk hasznalni.

A (2.124) képletnek megfelelen vezessiik be a

Gy M —>Lin(T./\;ln,T/\;ln) D+ (X = G;(D)(X)) (4.6)
GADIX) =T s § o€ (e = D) 'V n= D) dey

leképezést, ahol ¢y jeloli az f fliggvény dltal meghatarozott Cencov-Morozova-féle
fiiggvényt. Ekkor minden D e ./\/lJr pontban, minden X,V € T ./\/lJr érintovektorra
KUM(X,Y) = Tr(XG(D)(Y)) (4.7)

teljesiil a (2.123) és a (2.125) képletnek megfeleléen.

Ezen a ponton lathatd, hogy a ,,nem normadlt” allapottér (./\;l,f,f((”)’f) diffe-
rencidlgeometriaja nagyfoki hasonlésagot mutat a tobbdimenziés normaélis eloszlas
geometriéjéhoz Az ott elvégzett szamitasokat a jelen esetben is alkalmazhatjuk az
Jr = 27” s § ¢ ésadpu(t) =c(&,n)dEdn formélis helyettesités utén.

A (2.127) képlettel értelmezett kétvaltozds m fiiggvény, ekkor

m:RTxRY =R (z,y) — m(z,y) CZhE ]4 , (4.8)




124 4. AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

mely szerint m(z,y) = cp(x,y) teljesil. A ¢, fiiggvény szimmetrikussdga miatt

mys(x,y) = my(y, x) teljesiil, tovabba az f fiiggvény normaltsaga miatt my(z, ) = %

A 2.24. tétel az /\;l;“ sokasag esetén az alabbi forméban érvényes.
4.1. Tétel. Tekintsik az (M;[,f((”)’f) sokasdgot, ahol K™ az f € ]:[E]SOZ% fiiggvény

dltal generdlt metrika. Legyen a D € ./\;lﬁ mdtriz D = Z e B alaki.
k=1

Gp(Hij, Hy) = dirdi2m( N, Aj)

Hal<1 <j <n, 1<k<l< n, akkor: GD(Ej,Fkl) = 5zk5]l2m(/\z, )\J)
Gp(Hij, Fra) = 0,
hal<i<j<n, 1<k<n, dkkor: Gp(Hij, Fir) = G(Fij, Fr) =0,  (4.9)
hal<i<n, 1<k<n, akkor: Gp(Fi, Frr) = dudm(Ni, \;)
teljesiil.

A (2.143) formuldhoz hasonléan a G s figgvény derivaltja

dG : M — Lin(TM,, Lin(TM,, TM,)) D — (f/ - (X - dé’([))(f/)(f()))

e 1 L L - .
AGD)T)(X) = s § § (€= D)X~ D)V (n- D)
+E=D)'Y(n—-D)"'X(n—-D)"" d&dn.
lesz. Ezek alapjan a (2.145) képlettel értelmezett haromvéltozds m fiiggvény itt az
m RT x R" x RT - R (v,y,2) — m(x,y, 2) (4.11)

1 1
o) =~ § e Ty 260

alakot Olti. Ezek alapjan a (2.148) egyenlet tovabbra is érvényes.

Az el6z6 fejezetekben alkalmazott jelolésmédhoz hasonléan, amennyiben a D € ./\;l;{
matrix diagonalis, és a foatloban a A, ..., )\, szamok allnak, akkor az 1 <4,j,k <n
indexek esetén az

mi; = m()\z, )\J) Mk = m()\l, >\j7 )\k) (412)

roviditést fogjuk hasznélni.
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Komplex allapottér esetén a (2.149) egyenlet, csak az (Fij)1<i<j<n érintévektorokon
adja meg a dG leképezés értékét. A komplex elemeket tartalmazé (Hij)i<icj<n
érintovektorok esetén az aldbbi formuldk adjak meg a dG leképezés értékét.

dG(D)(Hy)(Hi) = (Fuminidje + Fiemageda — Famigrdy — Fumijida,) (4.13)

dG(D)(Fy)(Hy) = —(Humijibj1, + Hyymijidy — Hpmigidy — Hiymjd)

A ¢; fiiggvényre minden pozitiv z,y,t € R paraméter esetén
ci(x,y) = teg(te, ty) (4.14)
teljesiil. Ennek az egyenletnek a t szerinti parcidlis derivaltjaban a t = 1 értéknél az
cr(z,y) + x0icp(x,y) + yoacs(z,y) =0 (4.15)

adodik. Az egyenlet masik alakja az aldbbi

ﬁf}gcf@m)(g_w;@_y) <1+§fx+ﬁ):o. (4.16)

Felhasznalva az m fliggvények tulajdonsagait ebbol az

m(z,r,y)  m(z,y,y)
m(z,z) | miy,y)

=m(z,y) (4.17)

azonossagot kapjuk.

A 2.6. részben a Levi-Civita-féle kovaridns derivaldsra kapott (2.157) kifejezés
tovabbra is érvényes, vagyis

I': M} — Lin(TM, x TM,,TM,) D~ ((X,Y) (D)X, Yf)) (4.18)

F(D)(X,¥) = ;G (D) (dG(D

Ezek alapjan meghatarozhatjuk a részsokasag skalargorbiiletének kiszamitasanal fel-
hasznalandé (2.102) képletben szerepld S leképezést, melyet a (2.100) képlet definidl.
Legyen D € M} és X,Y € Tp M., ekkor

S(X.Y) = —Kp" (M(D)(X)(D).Y) = ~Kp <§é<-”<D><dé<D><X><D)),Y) =
- —% Tv (dé(D)(X)(D)Y) - %f(g”’f (X,Y) .
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Ebbdl egyuttal az
. 1
['(D)(X)(D) = —X  VDe M VX € Tp M (4.19)

egyenlet is kovetkezik.
Az (/\/lJr K1) Riemann-tér gorbiileti tenzorat pedig a (2.166) kifejezés adja meg.

A fenti képletek felhasznalasaval a 2.22. tételnek megfeleléen konnyen ki tudjuk
szamolni az (M, K()F) tér skalargorbiiletét.

Adott D € M, allapot esetén legyen (By)ie; a TpM; érintStér ortonormalt
bézisa a K,(jn)’f skaldrszorzasra nézve. Ekkor a D € TM,, vektor, mivel normélvektor,
meréleges minden B, vektorra és egységnyi hosszi, vagyis a By = D és Iy = 1 U {0}
jeloléssel élve a (B)ies, vektorrendszer ortonormalt bézis a Tp M térben.

A 2.22. tételben szerepld elsé Osszegzést az alabbi formaba irhatjuk at.

> KM (Ro(Ar, A Ay, Ar) = (4.20)
t,sel
— Z K RD AtaAS)AS7At) - ZK (RD(At7 )DaAt)_
t,s€lp tel
— > Ky (Rp(D, A,)A,, D) — K5 (Rp(D, D)D, D) =
sel
— Scal(D Z(K (Rp(Ay, D)D, A,) +Kg‘)’f(RD(D,At)At,D))—
tel
— KW (Rp(D,D)D, D) (4.21)

Igazoljuk, hogy ez a kifejezés megegyezik az M} sokaség D pontbeli Scal(D)
skaldrgorbiiletével. Az R Riemann-féle gorbiileti tenzor meghatdrozaséhoz a (2.166)
képletet hasznédljuk. A (4.21) egyenlet elsé Osszeadanddjardl az aldbbi moddon
igazolhatjuk, hogy nulla.

KS7(Rp(A,, D)D, A;) = (4.22)
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= KoM (%G’(—l)(D) (dé(D)(D) (G(—n(p) (d@(D)(AQ(D)))) : At> _
- K (}lé“xm (dé(D)(Aa (¢V() <dé<D><D><D>))) , At> -

- 1 (dGD)A) (GO (D) (aGD)DND)) 4 ) =
= 1 Tr(dG(D)(D) (2F(D)(A)(D)) A,) — 3 Tx (dC(D)(A) (2 (D)(D)(D)) A,) =

= L TH(AG(D)(D)(~A)A) — 1 Te(dG(D)(A)(~D)A)) = 0

A (4.21) egyenlet masodik Gsszeadandéja szintén nulla lesz.

KS7 (Rp(D, A Ay, D) = (4.23)
= K (}léW(D) (dé<D><At>(é<1><D><dé<D><D><At>))) 7 D) -
— KW (}1@—1)(1)) (dé(D)(D) (G(—l)(D) (dG(D)(At)(At)))> , D) =
= 1 (4G A0 (G DG D)D) A)) D) -

- (46D (G D) GD) A A) ) D) =

_ ;LTT <d@( D)(At)(Qf(D)(At)(D))D> -

B iTr <2@( D) (f(z)) (G<n(D)(dG(D)(At)(At)))) (D)) _

- ;LTr(dG‘(D)(D)(—At)AtD) + i Tr (é(p) (é(‘l)(D)(dé(D)(At)(At))>D) -
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- _i Tr(dG(D)(D)(A,)A,D) + iTr(d@(D)(D)(At)AtD) =0

A (4.21) egyenlet negyedik tagja pedig trividlisan nulla.

A (2.102) egyenletben szereplé mésodik illetve harmadik &sszeadanddt kiilon haté-

rozzuk meg valos illetve komplex dllapottérre. Egy D € M ponthoz tartozé Tp M-
(n—1)(n+2)

érinttér valds esetben dg(n) = “—5"= komplex esetben pedig d¢(n) = n* — 1

-----

a (2.102) képletben szereplé masodik-, harmadik Osszegzés az aldbbi.

d d

1 1 1, ,
t;l (S(A87 AS)S(At7 At) - S(At7 AS)S(A57 At)) — tgl Z - Zét,s — Z(d - d) <424)
A (2.102) képlet ezek alapjén az
1)

Scal(D) = Scal(D) + (4.25)

4
alakot olti, ahol d = dr(n) vagy d = dc(n), attdl fliggden, hogy az allapottér valds
vagy komplex.

_ Valds éllapottér esetén a D € M pontban a (M, K(/) Riemann-sokasig
Scal(D) skalargorbiiletét a (2.227) képlet vagy az egyszeriisitések utén kapott (2.229)
kifejezés adja meg.

Komplex allapottérnél a helyzet annyival bonyolultabb, hogy a D & ./\;l;r allapot

M sy 2 Fy; Hy y .
TpMT érintéterében az | —£, —2 (F—) . vektorrendszer lesz ortonormalt
n V2) V2 Jicici<n’ 1<i<n

2

bazis a f(gl)’f skaldrszorzésra nézve. A 2.6. részben bevezetett indexhalmazokat

hasznaljuk most is, vagyis [y = {(4,j) | 1 <i<j <n}és [, ={(4,4) |1 <i<n}. Ha
t = (i,7) € I, akkor legyen A; = %, By = %, t = (1,1) € I esetén pedig A; = % A

Scal(D) skalargorbiiletet a (2.167) képlettel szamoljuk ki. Az ott megjelend sszegzést
az alabbi moédon bontjuk fel.
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Scal(D) = 3 <R(D)(AS, A) ((;(—U(D)(At)> , A5>+ (4.26)

A felbontasban szerepld els6 tagot szamoltuk ki tobb kisebb részletben a 2.6 részben.
Most a tobbi tagot hatarozzuk meg.

A (4.26) képlet mésodik dsszege:

Z<R(D)(AS,Bt)<é(_1)(D)(Bt)),As> = (4.27)
N Fu Hyj;\ 1 Hy Fy

- 3 (W0 (5 ) o v v8) - )

= 3 o (RD)(Fu, Hy i Fid) = (4.29)

1<k<I<n
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o (4.30)
+ <Z< 16sz< “Y(D) (dé(D)(Hij)(é(—l)(D)<dé(D)(Fkl)(Hij)))),Fkl> .

A (4.30) képlet elsé tagja:

> 1o (G0 (4G (D) (- Famsy =, E) ) )

1<k<I<n
(4.31)
Ez megegyezik a (2.173) képlettel, vagyis ezen Osszeg a (2.180) képlet alapjan
1 m'l}'l)wmu'l)'l) muuwmuuv mwwumww'l)
1§u<’u<w§n m’l}’um’U'vm'U’LU muumummuw mwumwﬂmww
2
+ Y ( M, M ) . (4.33)
1<k<I<n MM mklmkk

A (4.30) képlet masodik tagja:

Z 16inij <G( ( )<dG( )( l])<é(_1)(D) <dé(D>(Fkl)(HzJ)>)>aFkl> =

1<i<j<n

1<k<I<n
(4.34)
1 - -
= Y~ GOOD) (dG(D) (Hiy) (GOD) (Humind + Higmidi+
1<i<j<n 16mij

+ Hipmiidj + Hljmijléik>>) , Fkl> =

(4.35)
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Mk

-1 - -
= (=1) B ] a5l
—Z o <G (D) (dG(D)(HU)(Hm oy i+ dG(D) (Hy) (Hiy) 820+

~ mMyijk

S+ dC(D) (Hy) (Hiy) 25, >,Fkl>—

ik il

1
- Z - 16mw s

1<i<j<n
1<k<I<n

~ ml .
X <G(_1)(D) ( m?ll Ok (—Fimiiioji + Fumiuidj + Fyimijioa — Fmijdg)+

Mijk
m 5 (F mljjéjk Ekmijkéj] F mlj]dzk + kamkéz])
ik
Mijk
+ - O (=Fyimiii0, + Fiemijedji + Fjimuijitie — Fjemijedi;)+
ik
M1
+ . Oir(Fijmij05 — Famijdj; — Fjjm 0 + Flnglfszj)) ,sz> =
J
2 2
1 1 [mim; MMy mi; ms;,
= __ E B el Ll iw0il M(g k01 — i Si — gl 5+
8 \<icyen Mhij L MMM MMy MMy MM
1<k<i<n
2 2
+ — 65,0, + —ET § 10k — T 6+
Mk MM Mg Mg, MMk
m 2 m 2
ijl 11k
+ | == ) Gdjida + | —= | udi0u+
Myl mjk
m m 2
ijk ijl
+ ( ) 5]l6j7,5’Ll + ( ) 5zk6j15jk =
mik m]l

1 1 2 1 2
__* Z MMk + MkEMIEE + Mk + mik .
8 muympgm Mg TI m m m m
1<k<I<n WITLETTOEL LTIV ERTTORL kk kl 1 kl
En: m;, - m3 Mgl
] jlk kkUIT KR
_ (—Zkl ) _ E (—] ) _ (—5kl+ (436)
i—1 T Mg Mk =1 My R MprMEIMEL

My
+—5lk =
mymyemy
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8 M2 m m?
kET Wity 1<k<l<nz 1

1 < mkkl m%u ) 1 mkkk:
- __ + = = (4.37
> ( DN S BV Wr il

IR kakl I~1 1 m2, 1 m2,
N kim1 ( + 4 Z 4mkk + 4 Z TG MM TN ke + 4 Z mllmzl+

8 M2
Kk k1 k=1 1<i<k<l<n 1<k<I<n

1 m?kl 1 m%kzl 1 m?kl
T el 8 Ml ¥ o

MM 4
kk Tk 1<k<i<l<n

\<haizi<n TRV 1<k<lI<n <
(4.38)
2 n n 2

B 3 M0 1 1 Mepre 4.39
=1 Pty | 16 2™ 7§ 2 = (4.39)

1<u<v<w<n = wvTTvwitwu k=1 k=1 ' kk

3 m?2
_ UvVW

TP D (4.40)

1<u<v<w<n = WvTTTYWITTWU

Ezzel kiszamoltuk a (4.30) képlet masodik tagjat.

A (4.26) képlet harmadik Gsszege:

3 <}?(D)<Bs, 4 (G0 (D) Ay), Bs> = (4.41)

tels,s€ly
= /- Hy Fy\ 1 Fy; H
> Z<R<D> (37) L B (1.42)
1<k<lI<n i=1 v
= > Z o (R(D)(Hy, ) Fig, Hir) = (4.43)

1<k<i<n i=1
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A (4.44) képlet els6 tagja:

n

> > 32_771 <(;<—1>(D) (dé(D)(sz)(é(—l)(D) (d@(D)(EQ(EQ))), sz> -

1<k<l<n i=1

(4.45)
"1 - - _
= > Y <G<1>(D) (dG(D)(HM) <G(1)(D)(4Fiimiii)>) : H,d> = (4.46)
1<k<i<n i=1
mZZZ =
= > Z <G D)(dG(D )(Hkl)(Fii)),Hkl> = (4.47)
1<k<i<n i=1
n 1 ~
- Z Z ) < (_1)(D>(2Hkimkli5u + 2H;myidk:), Hkl> = (4.48)
1<k<lI<n i=1
_ 1 - Mkl Mg -
4 Z (mki it mi 6’“) - (4.49)
1<k<I<n =1
4 ki1 M 4 P Mk :
L~ mm 1
=71 P + 3 kak : (4.51)
k,l=1 k=1

2 Xn: 3271% <5;<—1>(D) (dé(D)(Fii)(é(—l)(D) (dG(D)(Hkl)(Fii)D), sz> =

1<k<I<n i=1
(4.52)
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- > }E:——16n%l (4.53)

1<k<i<n =1

» <@<—l><D> (m’f“azldm )(Fa) (Heo) +

M my;

M

3udG(D)(F) ) ) Hu ) =

mkllmnk TN 1441 TN L1144 TN G434
§: §: Sy + Sik + 2 Sik0it + 2 I
my; < m2 ! e Lot

1<k<l<nz 1 z’ il T M5
(4.54)
n n
—1§ ) memm +2m%mm55> (4.55)
- ik 04l .
4i:1 k=1 m”mk miEm
) Mogekes T
kki!llik kkilbqqq
- (—25ik+2—2 5Z,€) =
ey \ Tty MMy,
1 n n 2
=1 S| (4.56)
4 i=1 Lk=1 Zmzk u’
m? " om?
:_E s ——E Rk (4.57)
mkkmkl 4 my,

k=1
Ezzel kiszamoltuk a (4.30) képlet harmadik tagjat.
A (4.30) képlet negyedik és 6todik Osszege:
Szimmetriaokokbdl a negyedik- illetve 6todik Osszeg megegyezik a masodik- illetve

harmadik Gsszeggel.

A (4.30) képlet hatodik Gsszege:

S (D)8 (G D)B)). B ) - (458

t,sely
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D Hkl Hij 1 Hij Hkl .
N 1<;<n <R<D) (E’ ﬁ) M ﬁ’ E> N (4.59)
- Z 4niiA<}?(D)(Hkl,H ) Hij, H) = (4.60)
= 2 6_771] <@( ( )(dG( )(Hkl)<G(1)(D)<dé(D)(H1])(Hw)>>>,Hkl>+
o (4.61)
+ Z 16mw< 1>(D)<dG(D)(H”)<é<1)<D)<dé(D)(Hkl)(HU)>)>,Hkl>

A (4.61) képlet els6 tagja:

5 1o (G0 (4GOI (GD) Bty + i ) ) ) -

1<i<j<n 16mij
1Zk<1<n
(4.62)
1 jnd ~ Miss Miis
- GUY(D)( dG(D)(H = Fy PE) ) Hu ) = 4.63
1<i<Z<n 16mij < ( ) ( )( kl) My + my; JJ Kl ( )
1§k<]z§n
L my; /
- Z - ’ <G( V(D) (26mu Hy + 26kmaa Ha), Hkl>+
1<i<j<n 16m;; mi;
o (4.64)
1 myiq ~
- 16ml‘7 mjj <G ( )(251]mklek] + 2(5kjmkleﬂ),Hkl> =
1 iij i ;
- Z Mg mkl 5l1<Fk17Fkl> +2 Mkt (5k2<ﬂz, Fkl>
— 16mm mi; mkl my
1<i<j<n
(4.65)
L mi; o MMkl M
01 (Fl:, F) 2 Ori (F:, F .
16m;; my; ( Myj 1 {Fis Fia) + mi; ki (F1js Fra)

Ez megegyezik a (2.176) képlettel, vagyis a (4.61) képlet els6 tagjat a (2.180) képlet
adja meg.
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1 MypwMyvy Mayuw Myuw MpwuMwwo
=5 X + + + (4.66)
2 1<u<v<w<n My My My My My Moy MMy My M
2 2
m m
kll kkl
oY () (467
1<bat<n Nl T Mk

A (4.61) képlet masodik tagja:

> 1671% <é<—1>(p) <d(~}’(D)(Hij)<C~J(—1)(D) (d@(D)(sz)(Hi-)>)>,Hkl> _

1<i<j<n
1<k<I<n

1 ~ ~ ~
= ) - <G<—1>(D) (dG(D)(Hij)(G<—1>(D)(Fﬂmw5jk+ijmzjk5i,+

1<i<j<n ].6ij
e (4.69)
- ikmijk(sjl - szmijz5ik)>> ) Hkl> =
1 ~ ~ MM MM s
— _ =U(p DY(H. N (Fs) 2t DY H: N (Fi)—4k s
5 g (GO (G ) T AGD ) ()
12k<1Zn
~ i ~ mi;
~dG(D)(Hy)(Fy)—226; — dG(D)(Hyy)(F, >—”5ik> H> -
mig mij

(4.70)
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1
- Z B 16mw %

1<i<j<n
1<k<I<n
A(-1) MMijt
x ( G"(D) - Sk (Himgij05 — Hymijdsi — Higmgjidy + Hjmijdi)+
il

Mgk
G (Hjimg; Ok — Huwmigedyy — Higmag;0a + Hixmigndis) +
Jk

Mijk
+ — 8 (Hiimuiii0n — Hiemijidji + Hjmijida, + Hjpmndi)+

mig
;41
m” Oir(Higmigio — Hamisdz; — Hizmagioa + Hjmijidig) ) Fkl>
jl
(4.7
1 1 5144 Mi51M54 mz?jl m?jl
= —= > — | b+ b6y — Oj — Sirt
<icien Mhig L TMagTj MMy mymgg mymgi
1<k<I<n
Mg M mi mi
7 7 7 7,
+ 005 + — J10ik — i — =5+
T Y] Mgy My M5 MG
m 2 m 2
il ik
mygp mj
miik 2 m;il 2
+ Y 5jl(5]Z52l -+ Y 62k6ﬂ(5]k
mig mg
(4.72)
Ez megegyezik a (4.36) képlettel, ezért az alabbi végeredményt kapjuk.
geg g
2 2 :
4 1<ucocw<n wwMvwMhwy 4 1<kai<n \TUEM g TR0

Ezzel kiszamoltuk a (4.30) képlet hatodik tagjat.

zZ (/\;l;LL VKT ) skaldrgorbiilet kiszamitasdhoz az aldbbi tagokat kell figyelembe
venni a (4.26) képletnek megfelel6en:

1-szer OFF-OFF (R-R): a (2.180) és a (2.188) képlet Gsszege;
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2-szer OFF-OFF (R-C és C-R) a (4.32) és a (4.40) képlet Osszege;

1-szer OFF-OFF (C-C): a (4.66) és a (4.73) képlet Gsszege;

2-szer OFF-DIAG, DIAG-OFF (R-R): a (2.198) és a (2.204) képlet Gsszege;
2-szer OFF-DIAG, DIAG-OFF (R-C): a (4.51) és a (4.57) képlet Gsszege;
1-szer DIAG-DIAG (R-C): a (2.226) képlet.

Ezek alapjan a skalargorbiiletre

2
SEalD — E < 3muvw . 2Meyue M B 20 My _ 2M i Moww > n
muvmvwmwu muumuvmuw m’U’LLm’UUmU’LU mwumwvmww
1<u<v<w<n
(4.74)
1 1 2 2 +
4+ E: Mkl +mkll _ Z Mgy + M
2 m2, \m m m
1<k<i<n K ok i 1<k<I<n ki
teljestl. Az
2 n 2 9 9
Z 3Mypw Z Z Mig Z 1 <mkkl N mkll)
N 2
My My M MMM m m m
I<u<o<wsn WOy gy =t IETIRTERT g TR N TTRR L
(4.75)
Z ( 2TnuwuTnuuw + Zmuvvmvvw + 2Tnuww"nvww ) o
1§U<U<U}Sn muumuvmuw mvumm}mvw mwumwvmww
" . . 1 2 2
_ ( MUkl Tk Tl T ) Z (mkkl N mk”>
= E E _ . B
Mg i Mg 1T My mym,; m m m
1<k<i<n i=1 kg MUk Ukl 1T \<eoien Mk Kk I
1 Mgl + Ml
Y E: - (4.76)
My

1<k<i<n

azonossagok felhasznalasaval alakitjuk tovabb a skaldrgorbiiletre kapott (4.74) kife-
jezést.
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MM am
Scal(D) = > Z( = k”)+ (4.77)
1<hai<n T MM MM my;my
1 L (miy | miy 1 Mgy + My
by 3 o (Gt 5 e
1<k<i<n 'kl kk i 1<k<I<n Kl
s - 1 m?kl Mokl Mk 1
Scal(D) = 3, {3 - + 2> M (4.78)
it N2l kT 8 —

Ezek alapjan

~ & 1 miy Mgkt Mook
Scalp = Y (- J - J) (4.79)

Jok,l=1 2 mjpmpmm; Mk E Mg
[{4:k,1}[>1

teljesiil.  Ezzel meghataroztuk komplex allapottér esetén az (/\/lJr K. ) sokasdg
skaldrgorbiiletét a D = > | \;E; pontban.

Az eddigi szamolasokat foglalja 6ssze a kovetkezo tétel.

4.2. Tétel. Legyen [ € F, [Ooo
indukdlt monoton metrikdat az M sokasdgon. Legyen D € M tetszbleges dllapot,
melynek A1, ..., A\, a sajdtértékei. A (M}, K1) Riemann-sokasdg skaldrgérbiilete a
D pontban, valos allapottér esetén

tetszoleges fiigguény, és jelolje K™ az f fiigguény dltal

n

1 1 miy Mgkt Mook 1= (1 m? MR Mk
Scalg (D) ==~ (— J — ) += — Kkl +
( ) 4 Z ijkmklmlj MR M 4 Z Qm%lmkk milmu

4k, l=1 k=1
[{:k,1}[>1 k#l
(4.80)
(n—1)(n+2)(n*>+n—4)
+ )
16
komplex dllapottér esetén pedig
- 1 mzkl Mkl Mk ) (n — 1)(71 — 2)

Scal(D) = = J — )+ . 4.81
(D) Z (2 MMMy Mk Mg 16 (4.81)

3.k, l=1
[{,k,1}[>1
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4.2. A skalargorbiilet monotonitasarol

Az elemi térfogati forma sorfejtését felhasznédlva Petz megmutatta, hogy az &l-
lapottér skalargorbiilete az allapot statisztikai bizonytalansidgaval, megkiilonboztet-
hetetlenségével van szoros kapcsolatban [84]. Kvantummechanikai tapasztalatok
alapjan varhatjuk, hogy a kevertebb allapotok kevésbé megkiilonboztethetok. A
matematika nyelvén ez azt jelenti, hogy a fizikailag, statisztikailag relevans Riemann-
metrikakbol szarmazéd skalargorbiiletnek egyfajta monotonitasi tulajdonsaggal kell
rendelkeznie: ha a D, allapot kevertebb mint a Dy allapot, akkor a Scal(Dsy) < Scal(D;)
egyenlotlenségnek kell teljesiilnie.

Fizikai szempontbdl a Kubo—Mori-metrika kitiintetett szerepet jatszik az allapot-
téren. Petz Dénes sejtése [81] erre a metrikdra és az el6bbi észrevételre vonatkozik.

Petz sejtése: A Kubo—Mori-metrikabol szarmazo skaldrgorbilet monoton csokkend
az dallapotok majorizdciojara nézve, vagyis

ha Dy < D,, akkor Scal(D;) > Scal(Dy) (4.82)

teljestil.

Kiilonbozé monoton Riemann-metrikdk esetén is vizsgdljuk a késObbiekben a
sejtésben megfogalmazott monotonitasi tulajdonsagot, ezért kiilon elnevezést vezetiink
be ra.

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : M — R fliggvény a majorizdcidra nézve
monoton csokkend, ha minden Dy, Dy € M dllapotra Dy < D esetén f(Dq) > f(Ds3)
teljesiil.

Petz a 2 x 2-es matrixok allapotterén be is bizonyitotta ezt a sejtését [81]. Ezen
tulmenden eddig csak numerikus szimulacidokat végeztek a sejtéssel kapcsolatban,
amelyek mind megerdsitették azt. Erdemes megjegyezni, hogy a klasszikus esetben
a sejtés teljesiil, hiszen a (2.50) formula alapjan a skaldrgorbiilet ott allandé. A
tovabbiakban a sejtés bizonyitasaban Andai eddig elért eredményeit mutatjuk be [4]
alapjan.

4.2.1. Petz sejtésének atfogalmazasa

Legyenek A és B olyan allapotok, melyekre A < B teljesiil. Ekkor a 3.5. tétel
alapjdn létezik olyan invertalhaté allapotokbdl all6 (C,).—1,.. 4 véges sorozat, amellyel
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teljesiil, és C, sajatértékeibol T-transzformaciéval megkaphatjuk C,_; sajatértékeit,
minden z = 2, ..., d esetén. A (4.82) sejtés igazoldsdhoz elég megmutatni, hogy minden
z=2,...,d esetén

Scal(C,-1) > Scal(C,) (4.84)

fennall. A skalargorbiilet csak a sajatértékektol fiigg, ezért a fenti egyenlGtlenséghez
elég igazolni, hogy ha (z1,...,z,) jeloli a C, allapot sajatértékeit, akkor minden
1<k<l<nesetén a

1
{0, 5} — R ¢+ Scal(xy, ..., xp_1,txpg + (1L =)z, ... 21, (1 = )z +tay, ... xy)
(4.85)

fliggvény monoton nové. Petz sejtésének ezen atfogalmazasat fogjuk részletesen
vizsgalni.
4.2.2. Skalargorbiilet a Kubo-Mori metrikanal

Az M} téren a Kl(g& Kubo-Mori-metrikat a D € M éllapotban és X, Y € Tp M}
érintévektorokon a

Gp(X,Y) = /Oo Tr((D+t)'X(D+1t)7'Y) dt (4.86)

képlet hatarozza meg. Ezzel a metrikdval szamolva az aldbbi kifejezések adodnak a
(2.127) és (2.145) képlettel értelmezett m-fiiggvényekre.

o0 1 o 1
m(z,y —/ — dt m(x,y, 2 —/ dt (4.87
C =) Grow+o w2 = | Gromrneen ¢S
n=1
A D = Z)\kEkk alaka D € M:'L_ éllapotban az (E])lﬁlﬁjgny([—[l])lgz<j§n
k=1
bazisvektorok skaldrszorzata az érintdtérben a 3.15. tétel szerint az aldbbi.

Gp(H,j, Hi) = 6idji2m( i, A))

Hal<i< j <n, 1<k<I< n, akkor: GD(Ej7Fkl) = (5lk(5]12m()\2, )\])
Gp(Hij, Fiy) =0,
hal <1 <j <n, 1< k< n, akkor: GD(HijaFkk) = G(F”,Fkk) = 0,

hal<i<n, 1<k <n, akkor: Gp(Fy, Fep) = 0idm(N, N;) . (4.88)
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Legyenek x,y, z és pu pozitiv szamok, x # y, ekkor

m(z,y) = 8L 18V (e, y,2) = TEDZMWE) g
r—Yy r—Yy
1 1
m(z,x) = - m(z,x,x) = 552 m(z,y) = Em(uz,uy),
m(l‘al’,y) - x—_ya m(%@/ﬂ) - Em(ﬂx7ﬂy7uz>
teljestil.

Az m fiuggvények teljesitik az

1
m(z,y) \ m(z,z) ~ m(y,y)
azonossagot, melyet gyakran emlités nélkiil hasznalunk fel a szamolas soran.
A rovidebb frasmdéd kedvéért vezessiik be az aldbbi fliggvényeket
1 mx?y?’ZQ my?y7$my7y7z
o(z,y,2) =5 ( ) _ Jm( ) . (4.91)
2m(x,y)m(y, z)m(z,z)  mly, x)m(y,y)m(y, z)
L m(z,2,y)?  mz,z,y)m(y,y,x)
U([L’, y) -5 ) - 2 .
2m(x,y)*m(z,x)  m(x,y)*m(y,y)
A definiciébdl és a (4.89) azonossaghol a
1 1
p(p, py, pz) = ;s@(l‘,y,Z) v(p, py) = ;v(x,y)~ (4.92)

skalatulajdonsag adodik.
A komplex matrixokbdl all6 allapottérnek a skaldrgorbiilete a D allapotban, ha D
sajatértékei Ai, ..., \,, a (4.80) egyenlet alapjan
Scal(D) = Y oA, Ak, A)
ok l=1
{4,513 >1

N (n* —1)(n? —2)

, (4.93)

ahol |{j,k,l}| > 1 azt jelenti, hogy az i, 7,k indexek nem mind azonosak. Valds
matrixok esetén a skalargorbiilet a D allapotban a (4.81) alapjan

n n

1 1 (n—1)(n+2)(n*+n—4)
Scalg D = Z Z QO(/\]‘, >\k:7 /\l) + Z Z U(/\ka >\l> + 16 .
) k=1
7,k 1=1
.k, }1>1

(4.94)
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Mivel a jelen részben a skaldrgorbiilet fiiggvény valtozasat vizsgaljuk, ezért a skalar-
gorbiilet kifejezés utolsd, csak n-tol fiiggd tagjat elhagyjuk.
4.2.3. A Petz sejtésében elért eredmények

Legyenek A és B olyan allapotok, melyekre A < B teljestil, és a csokkend sorrendbe
rendezett sajatértékeik két kivétellel megegyeznek. Ekkor az allapotok sajatértékeiket
a(Ay.eoyayybyoo o A) és (AN, ca—x, . bFx, . \,) alakban frhatjuk fel, ahol
=

= 2

A skalargorbiiletet adé (4.93) képletben szereplé tagokat csoportositsuk az aldbbiak
szerint.
1. Azok a tagok, amelyekben csak a és b szerepel

a(a,b) := 2p(a, a,b) + 2¢(b, b,a) + ¢(a,b,a) + ¢(b,a,b) . (4.95)

2. Azok a tagok, amelyekben a, b és egy masik sajatérték is szerepel

Brk(a,b) = 2p(a,a, \) + 2p(b, b, \) + ©(a, Ak, a) + o(b, A\, b) ,  (4.96)
Bok(a,b) = 2p(a,b, A\r) + 2p(b, a, \) + ©(a, Ak, b) + @(b, A\, a) . (4.97)

3. Azok a tagok, amelyekben vagy a vagy b pontosan egyszer szerepel

’Wcl(aa b) :ZQO((Z, /\ka )\l) + Sp(ba )\ka >\l) + 90()\767 a, )\l)+ (498)
+ @Ay by A1) + (Mg, Ay @) + @A, Ay b)

4. Az a és b nélkiili tagok
5jkl = (p()\j, )\k, /\l) . (499)

Ezutan a skalargorbiiletet a

n

Scal(D) = a(a,b) + > (Biu(a,b) + Bor(a. b)) + > e, b)+ > b (4.100)

k=1 k=1 k=1

{7,k,1}1>1

egyenlet adja meg.

A sejtés bizonyitasanak az egyik lehetséges modja, hogy megmutatjuk, hogy a fenti
képletben szerepl6 6sszeadandod tagok kiilon-kiilon monotonak a majorizaciéra nézve.
Ennek érdekében a (4.85) képlet alapjan vezetjiik be az alabbi fogalmat.
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4.2. Definicié. Az f : R x R — R fiiggvényrol azt mondjuk, hogy m-monoton, ha
minden olyan a és b paraméter esetén, amelyre 1 > a > b > 0, az f(a — x,b + x)
a+b

fliggvény szigorian monoton novo fiiggvénye x-nek az x € [O, T] intervallumon.

Dittmann a ¢ fiiggvény szimmetrizalt alakjat hasznalta, és abbdl szarmaztatta a
tagok fent emlitett csoportositasat [25]. Numerikus szimuldciokat végzett a szimmetri-
zalt ¢ fliggvény monotonitdsanak a vizsgalatara, és meggy6z6 abrakon foglalta 6ssze a
szimulaciok végeredményét. Azonban korrekt matematikai indokkal nem tudta igazolni
a szimulaciok eredményét.

A sejtés bizonyitasaban elért részeredmények alapja az entrépiafiiggvény deri-
valtjainak a viselkedésének a megértése. Ugyanis az entrépia masodik derivaltja
szolgéltatja a metrikat, melynek a mésodik derivaltjatdl (is) fligg a skaldrgorbiilet,
tovabba a sejtésben elért részeredmények bizonyitasa a skalargorbiilet derivaltjainak a
viselkedésén alapul. (Példaul az egyik esetben —kozvetett médon— a skalargorbiilet 14.
derivaltjanak a viselkedésén miulik a bizonyitand6 egyenlGtlenség, vagyis az entrépia
18. derivéltja is el6keriil!) A derivaltak tulajdonsdgainak még pontosabb ismerete
valoszintileg elegendé lenne a sejtés bizonyitasahoz.

4.3. Tétel. A skaldrgorbuletben szereplé o fligguvény m-monoton.
Bizonyitds. A (4.89) és (4.91) azonossig alapjin

1 1+b/a
2(a+b)m(1,b/a)

o(a,b,a) + ¢(b,a,b) = — 5 (m(l, 1,b/a)* + (b/a)m(b/a,b/a, 1)2)

(4.101)
om(1L,1,b/a)m(b/a,b/a,1)
n(1,b/a)?

20(a,a,b) + 20(b, b, a) — ———(1 + bja)

4.102
a+b (4.102)

Az m fiiggvény specidlis értékei (4.89) és a fenti egyenletek alapjan

. 2 — -1 . _1 (1 + C(I))Q (1 + C(J:))(l + C(]})2> B 1 (1 + c(x))z
ala—xz,b+x) at+b ( 2(1—c(x))? + c(x)(c(x) —1)loge(x) 2 o(z) log2 c(m)) )
(4.103)
ahol
ofz) = th ~ (4.104)

Mivel a ¢ fiiggvény monoton novo, a tétel bizonyitasahoz elég belatni, hogy a

1(14+¢)? A+ (14 1(1+c¢)?
() = 2(1—c)? * clc—1loge 2 cloge (4.105)
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fliggvény csokkend az I = [0, 1] intervallumon. Annak igazoldsdhoz, hogy a

) (c+1)2 (c+1)B*—=2c+3) —2c2=2c2—2c+1  2c+2
'(c) =

= - + 4.106
c2log’ c c2(c—1)log’c 2(c—1)2loge (c—1)3 ( )

fiiggvény csak negativ értékeket vesz fel, vagy vele ekvivalens médon, hogy a
m(c) = (c—1)*log’ ¢ - 7'(c) (4.107)

fiiggvény csak negativ értékeket vesz fel az I intervallumon, elég belatni, hogy

(a) 7{(c) > 0 az I-n és 11H}7‘1<C) = 0.

A hatarértéket konnyen lehet igazolni, és az (a) allitds els6 része pedig kovetkezik
az aldbbi (b) allitasbdl:

(b) T2(c) > 0 az I-n és lim7{(c) = 0,

C—)l
ahol

2l = @ e D@ rern 1 (4.108)

A 7| fiiggvényt behelyettesitve az el6z6 képletbe

(c—=1D(c+1)(c* —12c+1) 1 (c+1)*(c—1)?
@terD(@—crD) BT a@icrp@—crip
(4.109)
adodik. A (b) éllitdsban szereplé hatarérték megint konnyen ellendrizhetd, és a 7
fiiggvény pozitivitasa pedig kovetkezik az alabbi (c) llitasbdl:

To(c) = 6log®c +

(c) 13(c) < 0 az I intervallumon és lirrll T(c) =0,

ahol
m3(c) = c( +c+ 1) —c+1)*-75(c) . (4.110)

Egyszertsitések utan adodik 73 explicit alakja

3(c) =2(6¢% 4 6¢" + 13c% — 24¢° + 22¢* — 24¢® 4-13¢% 4 6¢ + 6) log ¢
(4.111)
+ (= 12¢" + 4% — 42 +12¢ - 1).
A (c) allitdsban szerepl6 hatérérték konnyen ellendrizheté és a 73 fliggvény
negativitasa kovetkezik az aldbbi (d) allitasbdl
(d) 74(c) > 0 az I intervallumon és lirr% 73(c) = 0.

A hatéarértékre vonatkozo allitas nyilvan teljestil, az egyenlétlenség pedig az alabbi.

4(24c" + 21¢° + 39¢” — 60c* + 44¢® — 36¢* + 13c + 3) log c
4.112
(c-1) (4112)

1
+ 2257 (1067 — 2665 — & — 25¢* — 3¢ — 27¢2 —18c — 6) < 0

C
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Eloszér igazoljuk, hogy a logc kifejezés elétt allé tényez6 szigoruan pozitiv az [
intervallumon.

Az fi(c) = ¢(100c® —144c+52) fiiggvény pozitiv I-n. Az fy(c) = T8 +12¢° —14ct+2
fliggvénynek két szélsoértéke van: egy lokalis maximuma a ¢; = 0 helyen és egy lokalis
—15+

minimuma a ¢y = 2—1\/@ helyen. Az fy(c1), fa(ca) > 0 egyenlétlenség miatt fo(c) is

pozitiv. A fenti (4.112) egyenletben log ¢ egyiitthatéja pedig
96¢” + 6fo(c) + fi(c) +36¢*(1 —c) , (4.113)

ami szigoruan pozitiv I-n. Ennek a figyelembe vételével atrendezhetjiik a tagokat a
fenti egyenlotlenségben, és a kovetkezo adddik.

2(c —1)(10c" — 26¢® — ¢® — 25¢* — 3¢3 — 27¢* — 18¢ — 6) -

(96¢7 + 84c¢6 + 156¢° — 240c* + 176¢3 — 144¢? + 52¢ + 12) —
(4.114)

dfe) = 05(c) + -
Ezt két 1épésben bizonyitjuk be.

1. Ha0<ec< %, akkor csokkentjiik a ¢(c) fliggvényt és megmutatjuk, hogy még a

3(c—1)(2¢" - 1) _
24c" 4 24¢5 + 44¢® — 60t + 44¢3 — 36¢2 + 13¢+ 13) —

q'(€) =log(e) +

(4.115)
egyenlGtlenség is teljesil. Mivel ¢* (%) > 0, ezért elég megmutatni, hogy
d *

((11_(0) < 0 teljesiil, ha 0 < ¢ < % Ez pedig kovetkezik az
c
dq*(c) 1
de  2(24c7 + 24¢5 + 4465 — 60ct + 443 — 36¢2 + 13¢ + 3)2

: (&2(—57603 — 1440¢* — 3216¢ + 2112) + ¢'°(—2944c + 1472)
+ ¢(5296¢* — 7700c + 2640) + °(4800¢* — 7292¢ + 2508)

+ A(1800¢% — 568¢2 — 624c + 241) + (550¢* — 441¢% + 69¢ + 9))
(4.116)

egyenlotlenséghbol, ahol hat negativ értékeket felvevo fiiggvény Osszege.

dg*(c)
de
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2. Ha % < ¢ < 1, akkor mivel ¢(1) = 0, ezért elég megmutatni, hogy ha % <c<1,
akkor ¢'(c) < 0. Tekintsiik a kovetkezo6 fiiggvényt.

C(e) = —c*(24c” + 24c° + 44¢° — 60c* + 44¢® — 36¢* + 13c+ 3)* - ¢/(c)  (4.117)

A cél a ((c) pozitivitdsanak a bizonyitdasa. Mivel

C(%) , ¢ (%) , (¥ (%) (W (%) >0 (4.118)

teljesiil, ezért elég megmutatni, hogy (9 pozitiv, ha % < ¢ < 1. FEz pedig
kovetkezik a

¢19(¢) = 39916800(104832¢* + 110292¢* + 50688¢? + 3963¢ + 1015)  (4.119)

egyenloséghdl.
0]
4.4. Tétel. A skaldrgorbiiletben szerepld (1 fligguény m-monoton.
Bizonyitds. A (4.89) és a (4.91) értelmezés alapjan
1
20(a,a, \p) + ¢(a, \g,a) = v T(a/Ag) , (4.120)
k
ahol 9 — 3 ]
c— c
= — . 4.121
() 2¢log? ¢ i c(1—c)logc * 2(1 —¢)? ( )
Ezek alapjin a (3, fliggvény a
1 a—x b+x
—x,b = —- 4.122
Prifa =, b+z) Ak (T( Ak )+T( Ak )) ( )
alakban frhaté fel. Ez azt jelenti, hogy az x +— fi(a — x,b + x) fiiggvény monoton
n6vé, ha & — 7(a — &) + 7(b + #) monoton noévé az i € [0, &2 intervallumon, ahol
a=a/rg, b=0b/N\, és & = x/\j,. Az
—@—2)+70b+1)>0 (4.123)

egyenl6tlenség azt jelenti, hogy 7 monoton csokkend. Kzt ugy bizonyitjuk, hogy
belatjuk a
7'(Z) <0 (4.124)
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egyenlotlenséget.

Tekintsiik az aldbbi fliggvényeket.

3—c¢ 1 3 — 3¢ 1 c

— _ = — 4.12
4elog?c 2¢(c—1)logc’ () 2clog? ¢ c(c—l)logc+(1—c)2( 2

71(c)

Mivel 7(¢) = 11 (c)+(1/2)1(c), ezért a (4.124) egyenl6tlenséget két 1épésben bizonyitjuk
be, igazoljuk a 7 és a 1y fiiggvényekrol, hogy konkavak.

A 71 esetén tekintsik a
™(c) = =23 (c — 1)3log* ¢ - 7/ (c) (4.126)
segédfiiggvényt, ami mas alakban

7*(c) =(6¢* — 6¢ + 2)log® ¢ — (¢ — 1)(3¢ — 2)(c — 3) log? c+
(4.127)
+ (¢ —1)*(c* = 10c + 11)logc + 3(c — 1)*(c — 3) .

A 7 figgvény akkor konkav, ha 7*(c) negativ ¢ € I esetén és pozitiva c > 1 esetben.
Mivel lin} 7*(c) = 0, ezért elég igazolni, hogy 7™M (c) > 0. Az el6z6 gondolatmenet
alapjan: mivel lin% 7W(e) = 0, ezért elég igazolni, hogy 7(?)(¢) negativ ¢ € I esetén és
pozitiv, ha ¢ > 1. Megint alkalmazva az el6bbi médszert: mivel lim 7% (c) = 0, ezért

CcC—

elég igazolni, hogy 7*)(c) > 0, vagy a vele ekvivalens

plc) = 7¥(c) = (=18¢° + 36¢° — 18¢ + 12) log” ¢

+ (24¢ — 138¢ + 164¢? + 34c — 12) log ¢ + (98¢ — 276¢% — 184¢* — 4¢ —2) > 0
(4.128)

egyenlGtlenséget.

Az el6z6 gondolatmenetet hasznéljuk a p fliggvény pozitivitasanak a bizonyitasa-
hoz. Mivel
lim p(9(c) = lim p™M(c) = lim p®(c) = lim p®(c) = 0 (4.129)

c—1 c—1 c—1 c—1

ezért elég a p® > 0 egyenlétlenséget igazolni. A

1
pW(c) = = (72(8¢" —3¢® —2¢° + ¢ —2) log c+8(444¢* — 153¢° —50¢° + 4c+42)) , (4.130)
C

kifejezés pozitivitdsa a log fiiggvény sorfejtésébdl kovetkezik. Mutatunk egy p®
fiiggvénynél kisebb kifejezést, mely még mindig pozitiv.
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1. Ha ¢ > 1, akkor a log fiiggvény sorfejtése alapjan ismert, hogy a ¢ > 1 esetben

c—1
1 > 2 4.131
0ge> 2 (4.131)
teljesiil. Ezért a 2% tag log ¢ helyére vald helyettesitése utan a p® kifejezésben,
a kovetkezot kapjuk
1 5 30,2 4
EIeE (401c” 4 185¢*(¢® — 1) + 93¢ + 8c(c — 1) + 78) . (4.132)

Ez a fiiggvény azonban biztosan pozitiv a ¢ > 1 esetben.

2. Ha 0 < ¢ < 1, akkor az fi(c) = 8ctlogc+ 1, fao(c) = —(3¢3 + 2¢% — ¢+ 2) log ¢ és
f3(c) = (444¢* — 1533 —50c% +4c+12) fuggvények pozitivak a |0, 1] intervallumon.
Ezek alapjan

1
pD(c) = 3 (72f1(c) + 72fo(c) + 8f3(c) +312) >0  haO<c<1 (4.133)
teljestil

Eddig a (4.125) képlettel értelmezett 7 fiiggvényrol bizonyitottuk be, hogy konkév.
A (4.125) képlettel definiélt 75 esetén tekintsiik az aldbbi segédfiiggvényt.

™(c) = A(c — D*log*c - 7 (c) , (4.134)
ami mas alakban
7(c) =2c3(c + 2)log* ¢ — 2(c — 1)(3¢* — 3¢ + 1) log® ¢ + (3¢ — 2)(c — 3)(c — 1)*log’ ¢

— (3¢® = 12¢ + 11)(c — 1)*logc — 9(c — 1)° .
(4.135)

A 7y fiiggvény konkav, ha a 7* fiiggvény pozitiv. A
lim 7*(c) = lim 7*M(¢) = --- = lim 7*®)(¢) = 0 (4.136)

c—1 c—1 c—1

hatarértékek konnyen ellenorizhetok, ezért elég igazolni, hogy a

1 6
plc) = 570 (c) =48(2c — 1) log® ¢ + = (100¢* — 11c® + 12¢° + 12¢ + 12) log® ¢
C C

2
— =(90¢” — 246¢" — 216¢” — 62¢° — 9c 4 78) log ¢
C

1
— —(951c” — 642¢" — 403¢® — 36¢” + 100c — 42)
C
(4.137)
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fiiggvény pozitiv 0 < ¢ < 1 esetén és negativ, ha 1 < c.

Az el6z6 mbdszer ismételt alkalmazédsaval kapjuk, hogy a

lim p(c) = lim p(c) =1limp"(c) =0 (4.138)

c—1 c—1

hatarértékek miatt elég igazolni a

5
%-p@)(c) = (144c* + 7265 + 7262 + 216¢ + 432) log? ¢ + (—180¢° + 888¢* — 78¢3

—92¢? — 306¢ — 1440) log ¢ — (1221¢° — 1056¢* + 282¢® + 150¢* + 273¢ — 870)
(4.139)

fiiggvényrol, hogy pozitiv, ha 0 < ¢ < 1 és negativ, ha 1 < c¢. Mivel

5
hn%% P (e) =0, (4.140)

ezért igazoljuk, hogy a

1 d /¢
= — = p? 4.141
€)= ~ 56 1 216 + 144 £ 216 de <2 P <C)) (4.141)

fiiggvény, ami egyszertiisitések utan a

2(450¢% — 1920¢* + 45¢% + 20¢2 — 63¢ — 432)
c(b76¢3 4 216¢2 + 144c¢ + 216)

6285¢° — 5112¢* + 924¢3 + 392¢? + 579¢ + 1440
c(b76¢3 4 216¢2 + 144c¢ + 216)

n(c) = —log®c + -logec

(4.142)

alakra hozhatd, szigorian pozitiv.
Ezt két részletben mutatjuk meg, a log fiiggvény sorfejtése alapjan.

1. Ha ¢ > 1, akkor felhaszndljuk, hogy ¢ > 1 esetén /c > logc teljesiil.
Ha —c-t helyettesitiink —log? ¢ helyére az n fiiggvényben, akkor csokkentjitk
az értékét. Az igy kapott fiiggvényt tovabb csokkentjik és megszorozzuk a
1152¢(11c¢® + 2¢ + 3) taggal, {gy a

— (91905¢" — 9081¢” — 9064c® + 2016¢ + 13824) log ¢+ (4.143)

| (33¢" + 6e + 9)(1855¢ — 1776¢ — 72)
C

kifejezést kapjuk, és ennek a pozitivitasat igazoljuk.
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Mivel ebben a kifejezésben a log c egyiitthatdja szigortian negativ ¢ > 1 esetén,
ezért elég igazolni, hogy a

3(11c + 2¢ + 3)(1855¢® — 1776¢* — 72)

h(c)=—1
(c) ogc+ c(91905¢* — 9081¢® — 9064¢2 + 2016¢ + 13824)

(4.144)

fiiggvény pozitiv, ha ¢ > 1. Egyszer{l szdmoldssal adédik, hogy h(1) = 535 > 0
és

B 864(87213719¢* + 366253¢* + 339642¢* + 218160c + 10368) + c*¢(c)

W (c) =
(c) 2(91905¢* — 9081c39064¢2 + 2016¢ + 13824)2 ’
(4.145)
ahol ¢(c) a ¢ polinomja. A b’ fliggvény pozitivitdsa az 1 < ¢ esetben, kévetkezik
a
d1) . 41, ¢®(1), ¢9(1) >0 (4.146)

egyenlotlenségekbdl, valamint a
W (c) = 2376(852418875¢% — 482743225¢ — 4909728) > 0 ha 1 < ¢ (4.147)
relaciokbol.

2. Ha 0 < ¢ < 1, akkor, mivel a (4.141) képlettel definidlt n figgvényre n(1) > 0
teljesiil, ezért elég igazolni a

dn(c)
1. <0 (4.148)

egyenlotlenséget. Az el6bbi egyenlotlenség egyszertisitett alakja

36¢%(8¢® + 3¢ +2¢ + 3) -

(3600 — 1908¢” — 6876¢° — 5552¢° — 20058¢* + 128883+
4 3210¢? + 1080c + 1296) - log ¢ + (28740c® + 4845¢7 4 29915+ (4.149)
4 22155¢° — 35730c* — 25475¢% — 7833¢% — 3933¢ — 3456) .
Igazoljuk, hogy novelve az el6bbi kifejezést, és megszorozva c3-bel
—2¢(954¢® + 3438¢* + 2776¢ + 10029) - log ¢ + (28740¢° + 4845¢* + 2991

+22155¢% — 35730c — 25475)
(4.150)

még mindig negativ marad a 0 < ¢ < 1 esetben. A kifejezésben szereplo log ¢
egyltthatoja negativ 0 < ¢ < 1 esetén, ezért elég igazolni, hogy a

28740c° + 4845¢* + 2991¢3 + 22155¢% — 35730c — 25475
2¢(954¢ + 3438¢? + 2776¢ + 10029)

n*(c) =logec — (4.151)



152 4. AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

figgvény pozitiv, ha 0 < ¢ < 1. Az n*(1) > 0 egyenlStlenség miatt elég
megmutatni, hogy

dn*(c)

—2c%(954¢% + 3438¢* + 2776¢ + 10029)* - 1
C

(4.152)

pozitiv. Ezt egyszertisitve a
(472766109¢* — 59724482¢ + 25548875) + azc® + asc* + - -+ agc®  (4.153)

alakot kapjuk, ahol as, ay,...,as > 0, és az els6 tag pozitiv, ha 0 < ¢ < 1.

Ezzel igazoltuk, hogy a 7 és a 7, fliggvény konkav. U

A (4.100) skaldrgorbiileti forméban szereplé (o4 filiggvény m-monotonitdsa azt

jelenti, hogy minden 1 > a > b pozitiv szam és 1 > A, > 0 sajatérték esetén,
y — Pax(a —y,b+ y) szigorian monoton csdkkend fliggvénye y-nak az y € [0, “T_b}
intervallumon.

_ (a+b)
= 2
x) fiiggvény monoton csokkenését jelenti az x € [0, ¢| esetben.

Bevezetve a ¢ jelolést a (s, fiiggvény m-monotonitasa az x — Fyx(c+x,c—

Definialjuk az alabbi fliggvényeket

1 1 1 1
¢1(u) P —t ¢2(u) T p— (4.154)
A (4.89) egyenlet alapjan kapjuk, hogy
e - Bag(a,b) = 3ws(z, ¢) + 2qs(x, ¢) + 2rg(x, c) | (4.155)
ahol
m(c—z,c+x,1)>
_ 4.156
w(,¢) m(c—z,c+z)m(c—z,1)m(c+z,1) ( )
(2, ) m(c—xz,1,)m(c+z,1,1)
rg(z,c) = —
o m(c—z,)m(c+x,1) ’
—m(c—xz,c—x,c+x)m(c—x,c—x,1
ol c) = o =

m(c—z,c—x)m(c —x,1)m(c—x,c+ x)

m(c+x,c+x,c—x)m(c+x,c+x,1)
m(c+x,c+x)m(c+x, 1)m(c—x,c+x)




4.2. A SKALARGORBULET MONOTONITASAROL 153

Ezen fliggvények explicit alakja a kovetkezo:

log(c+z) c—ax—1

-1
loglc—z) c+x—1

tg(z,c) +tg(—z,c)

wp(, ) 2 . ahol t5(,c) z(log(x + ¢) — log(z — ¢))’
(4.157)
o1(c+x)—P1(c—x
410, ¢) = loglgsc + c% — lolg((x — c))’
Qﬂ<£lf,0) :(h,ﬁ(x?c)—{_(h,ﬂ(x?c)? ahol ¢2(C+£L’> ¢2(C—l’)
QQ,ﬂ(l‘y C) = T + — y
rg(z,c) = —pa(c — x)pa(c + ) .
A By, fliggvény m-monotonitasa kovetkezik a
d
— (Bwg(®, ) + 2q5(x, ¢) + 2rg(x,c)) <0 (4.158)

dzx

egyenlotlenséghol.  Ezt az egyenlotlenséget elég nehéz igazolni, azonban fel lehet
bontani négy tagra, melyekrdol a numerikus szimulacidk azt mutatjak, hogy kiilon-kiilon
negativak.

4.5. Tétel. Ha minden pozitiv ¢ paraméter mellett az x €]0,c| intervallumon tel-
jesulnek az

1: i(wﬁ(fv, ) + qp(x, c)) <0 2 d—i(ng(:r:, c)+ qp(x,c)+ ra(z, c)) <0

dx
(4.159)
3: i(qQ s(z,c)) <0 4: i(7“5(:1070)) <0
dx ™" dx
egyenlétlenségek, akkor a skaldrgorbiletben szerepld (s fligguény m-monoton.
4.6. Tétel. Az eloz0 tételben szerepld 4. feltétel teljesiil.
Bizonyitds. A 4. feltétel
d
@(Tﬁ(ﬁ,C}) <0, (4.160)
amivel ekvivalens az X ) X )
Polc+ Pylc —x
> 4.161
ool 2)  dalc— ) 100
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egyenlStlenség, ahol a ¢, fliggvényt a (4.154) egyenlet definidlja. Ezért elég a

cbé(U))'
>0 4.162
(¢2(u) ( )
feltétel teljesiilését, vagy a vele ekvivalens

p(u) = da(u)dy(u) — (¢5(u))* > 0 (4.163)

egyenlGtlenséget igazolni.
Megmutatjuk, hogy a p.(u) = (1 — u)*log*u - p(u) fiiggvény pozitiv. A
pe(1) = pP(1) = p®(u) = pP'(1) = 0 (4.164)
egyenlOségek miatt elég igazolni, hogy a 7(u) = u?* - pig) (u) fiiggvény, ami explicit
alakban

7(u) =2(—3u® — 6u® + u — 6)log”> v — 2(1 — u)(2u® — 9u* — 3u + 2)logu+ (4.165)
+2(1 — u)?(6u® + 5u + 11) |

(4.166)
negativ 0 < u < 1 esetén, és pozitiv, ha 1 <u. A
(1) =7W(1) = p?(1) =73 (1) = 7@ (1) =0 (4.167)
egyenloségek miatt elég igazolni, hogy a
m(u) = ut - 7@ () (4.168)

fiiggvény, mely explicit alakban
7o (1) = (96u* — 7203 +48u” +8u+144) log u—8(1 —u) (611> +28u* +28u+30) , (4.169)

monoton novo, vagy bebizonyitani a vele ekvivalens

*

8
7D (u) = (384u® — 2161 +-96u+8) log u+ — (256u* — 108u> 4-6u +3u+18) > 0 (4.170)
u

egyenlotlenséget.  Pozitiv u esetén a logu tag egyiitthatéja pozitiv. A fenti
egyenlotlenséget elosztva logu egyutthatojaval kapjuk a

16 18 1 2484u? — 1284u + 655
dlw) =1 ~ . 0 4.171
(w) =logu+ 4+ o s o T ou 1 (4.171)

egyendtlenséget, melyet harom lépésben igazolunk.
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1. Ha0<u < %, akkor a d (%) > ( egyenlGtlenség miatt elég megmutatni, hogy a
do(u) = u?(48u® — 27u* + 12u + 1)* - d'(u) (4.172)

kifejezés negativ, ha 0 < u < 3. Mivel d.(0) < 0, ezért a d, < 0 egyendtlenséget
kell csak igazolni. Ez azonban kovetkezik a

d.(u) = — u®(25920 — 16128u) — u?(—37245u* + 5400u® + 5000)—  (4.173)
— (5260u* — 2904u + 431)

egyenletbdl, ahol d., harom negativ fliggvény Osszegeként all eld.

2. Ha % < u < 1, akkor konnyen igazolhatd, hogy a
1 2484u® — 1284u + 655

_ L 4174
=3 R —ome g 120t 1 (4.174)
fiiggvény konkav, ezért
1) — ¢(1/2 1
o) > di_—i(/z/) (w=1/2)+¢(1/2), has<u<l (4.175)

teljesiil. A fenti egyenl6tlenség jobb oldalat behelyettesitve a (4.171) egyenl6t-

lenségbe

| - 113323 N 18 n 13283u
(1)~ 550t a3

addodik. Ennek az egyenotlenségnek a bal oldalat tovabb csokkentjiik, és igazoljuk

a

>0 (4.176)

18 1
c*(u):logu—45+z+30u>0 ha§<u< 1 (4.177)

egyenl6tlenséget. A c,(u) fliggvénynek egy szélséértéke van az uy = —”15501_1
helyen, ami lokélis minimum, és ¢, (ug) > 0 miatt teljesiil a fenti egyenl6tlenség.

3. Ha 1 < u, akkor, mivel a (4.171) képlettel definialt d fiiggvényre d(1) > 0 teljesiil,
ezért elég a

c(u) = u?(48u® — 27u® + 12u + 1) - d'(u) (4.178)
fiiggvény pozitivitasat igazolni az 1 < u esetben. A
c(1),d(1),c?(1),3(1), W (1) >0 (4.179)

egyenlStlenségek miatt elég csak ¢®(u) > 0 igazoldsa az 1 < u esetben. Bz
azonban kovetkezik a

¢®(u) = 5806080u* — 3110400u + 893880 (4.180)

egyenloséghol.
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O

A 4.5, tétel 1., 2. és 3. feltételei remélhetOleg hasonlé mdédon igazolhatéak. A
végezett numerikus szimuldcidk megerdsitik teljesiilésiiket: A [0, 103] paramétertérbél
egyenletesen védlasztva 10* szdmu c értéket, és minden c érték esetén egyenletesen
valasztva 10? szami z-et a [0, ¢] intervallumbdl az emlitett harom feltétel teljesiil.

A skaldrgorbiilet (4.100) képletében szerepld vy tagot a (4.89), (4.91) egyenldségek
segitségével hatarozhatjuk meg

1 = - = .
ala,b) = 1 <3w(a, )+ 3w, A) + (@ M) + q(b, M)+ (4.181)

4—r(&,&k)4—r(a,Xk)4—d(a,§k)+-d(a,xk)>

Wz, c) = 1 < log c +l—c) (logc_i_c—l), (4.182)

(c—1)loge \logx —loge  x—c) \logx 1—=x

ale,c) = ()62 (=)

wa-2a(@a(l)
d(z,c) = p2(c)da(z) -

(A ¢y és ¢ fiiggvényt a (4.154) egyenlet definidlta.) A vy fiiggvény m-monotonitdsa
azt jelenti, hogy = +— g (a — x,b + x) monoton névo fiiggvénye z-nek az x € [0, %b}
esetben. Ez kovetkezik a

2

@(311}(:0, ¢) + q(z,¢) + d(z,c) + r(z,c)) <0 (4.183)

egyenlotlenséghol. Ezt nehéz az eddigiekbdl igazolni, de az egyenlétlenség bal oldala
felbonthaté két, latszélag negativ tag osszegére.

4.7. Tétel. Ha minden pozitiv ¢ paraméter esetén minden pozitiv x-re a

2 d2
E(Qw(x,c)—i—d(x,c)) <0 ' w(w(m,c)qu(:v,c)—l—r(x,c)) <0 (4.184)
feltételek teljesilnek, akkor a (4.100) skaldrgérbiletben szerepld ~yi; fiiggvény m-
monoton.
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Az elébb emlitett két feltételt a numerikus szamitdsok megerSsitik a [0, 107]
paramétertéren.

Erdemes megjegyezni, hogy a skaldrgorbiiletben szerepld tagok (4.100) egyenletben
szerepl6 csoportositdsa nem az egyetlen lehetdség, azonban a numerikus és az elméleti
vizsgélatok ezt helyezik el6térbe. Az (4.100) egyenletben szerepld tagokrodl tobbet is
allithatunk az itt lefrtakon kiviil. Ezen allitasok bizonyitasat mellozziik, mert azok
az elébbiekhez hasonld, de komplikaltabb szamoldsokat igényelnek. (A fentebb leirt
bizonyitdsok egyszertisitett, roviditett formai az aldbbi dllitasok bizonyitdsanak.)

1. afa,b):
Adott a > b > 0 paraméterek esetén az
r—pla—z,a—z,b+x)+ob+z,b+2,0 — ), (4.185)
r—pla—z,b+z,a—2)+ @b+ z,0 — 2,0+ 7)

fiiggvények szigorian monotonak az x € [0, “T’b} esetben. (Ebbél kovetkezik a
4.3. tétel.)

2. Bix(a,b):
Adott 1 >a>b>04és 1> N\, > 0 paraméterek esetén az
r—pla—x,a—x, )+ pb+ 2,0+, \), (4.186)
r—pla—x,a—x,\) + p(b+ 2,04+ 2, \p)+
+yola—x,Ap,a—2x)+ @b+ 2, M\, b+ 2)
fliggvények szigoriian monoton novéek, azonban az
z— pla—z, \ya—x)+ @b+, A\, b+ ) (4.187)
fliggvény nem monoton nové az x € [0, aT’b} tartomanyon.
3. Bax(a,b):
Adott 1 >a>b>0és 1> A\, > 0 paraméterek esetén az
r—pla—x,b+x, ) +p(b+z,0—2,N\), (4.188)
r—la—x,b+x, ) + b+ x,0— 2, \)+
+ola—x, A\, b+2) +o(b+ 2, A\, a — )
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figgvényekrdl a numerikus szimulacié azt mutatja, hogy szigorian monoton
novok, azonban az

ri— pla—z,\e,b+2) + b+ 2, Ap,a — ) (4.189)

fliggvény nem monoton névo az x € [0, “T_b} esetben.

4. yei(a,b):
Adott 1 >a>b>0és 1> M\, \; > 0 paraméterek esetén az

= p(Ag,a—x,N) + oA, b+, \) (4.190)

fliggvényrol a numerikus szimulacié azt mutatja, hogy szigorian monoton novo,
azonban az

x = pla—x,\, N) + b+ 2, A, ) (4.191)

fliggvény nem monoton névo az x € [0, “T_b} esetben.

Ha a (4.91) képlettel értelmezett ¢ fiiggvénynek az aldbbi médon szimmetrizalt
valtozatat tekintjiik

IYZI(I(C% b) :SO(C% )‘k7 )\l) + QD(b, )\ka )\l) + QO(Aka a, Al)—f_

(4.192)
+ SO()‘ka b7 Al) + SO(Ab )‘ka CL) + SO(Ala )‘ka b)a
akkor az x — ~v;,(a — x,b + z) fliggvény (numerikusan) szigortan monoton
novonek tiinik, azonban ha a \; és \; sajatértékek hdnyadosa elég nagy (~ 15000),
akkor mar az x — 75 (@ — x,b + ) fiiggvény nem lesz monoton n6vé.

4.2.4. Skalargorbiilet monotonitasa a valés esetben

A valés slirtiségi matrixok a komplex stirtiségi matrixok terének részsokasagat
alkotjak. KEgy részsokasag gorbiileti tenzora nagyon kiilonbozhet az eredeti sokasag
gorbiileti tenzoratél. (Példdul mig a haromdimenzids euklideszi tér gorbiileti tenzora
azonosan 0, addig a benne 1évé kétdimenzidés gombfelszin gorbiileti tenzora mar
tartalmaz nullatél kiilonbozé elemeket.) Petz sejtését at lehet fogalmazni a valds
strtiségi matrixok terére. Az elozbéek alapjan érdemes megvizsgalni, hogy a két sejtés
(a valds ill. a komplex esetre vonatkozd) kozott van-e valamilyen kapcsolat.

4.8. Tétel. Ha Petz sejtése igaz a komplex striségi mdtrixok terén, akkor a wvalds
suriségi mdtrizok terén is igaz.
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Bizonyitds. Az (4.93), (4.94) egyenletek alapjan

n

> v ) (4.193)

k=1

Scalg(D) = - Scal )+

o | =

ahol a v fiiggvényt a (4.91) képlet definidlta. A valds esetre vonatkozé skalargorbiilet
m-monotonitdsa az alabbi két allitasbol kovetkezik.

a. Minden A\, > \; sajatértékre az x +— v(A\, —z, N+ ) +v(N + 2, Ay — ) fiiggvény
monoton novo x € [0 ’\’“2’\1} esetén.

b. Minden A, > X; és \; sajatértékre az o — v( A, —x, A\j) +v(N+x, Aj) +o(Aj, A\ —
) + v(\j, At + z) fiiggvény monoton névé x € [0, 252L] esetén.

Az els6 allitdsban szereplé fiiggvény a (4.89), (4.91) egyenletek alapjén

e etanstetan + (14 e (5))]
)

v(Ag—z, N+x)+v(N+z, \p—x) =

(4.194
ahol
A, — X 3 2c+1 c+2
= = — 4.195
(@) N4z’ ¢ 2clog’c  c(c—1)loge i 2(c—1)? ( )
Mivel ¢ csokkend fiiggvény, ezért elég igazolni, hogy a
1 /1
d(C) = (1 + C)C(C) + (1 + EC (E)) (4196)
fiiggvény csokkeno a ¢ > 1 esetben. Ez kovetkezik a
d.(c) = (c—1)*log’c-d'(c) (4.197)
kifejezés negativitasabol. Mivel
lim d.(c) = lim d,(c)=0, (4.198)
ezért elég megmutatni, hogy
1
= d!(c) <0 hal<ec. 4.199
"= i gGarsate “ s (4.199)
A lin% 7(c) = 0 egyenl6ség miatt elég a
4 2 1 2
3cle J 5c ; S 2(6) =(665 + 226" + 59C + 366 + 5962 + 22 + 6) log.c
—c
(4.200)

(1—cA)(c*+6¢+6c+1)

Do | Ot

+
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kifejezésrol megmutatni, hogy pozitiv. A log c tag egyiitthatdja szigorian pozitiv, ezért
elég a

5 t +6¢3 +6c+1
(c) =1 —(1-¢)- <0 hac>1 4.201
mle) =loget S =) o e+ 6 ac (4.201)
egyenlotlenséget igazolni. Mivel lirri To(c) = 0, ezért elég megmutatni, hogy a 7,

fliggvény pozitiv. Ez pedig kovetkezik a

ag + arc + asc® + - - - + agact?

oy 4.202
() c(6¢8 + 22¢% + 59ct + 36¢2 + 59¢2 + 22¢ + 6) ( )

egyenletbol, ahol ay, ..., a5 szigoruan pozitiv szamok. Ezzel igazoltuk az elso allitéast.

A miésodik allitasban szerepl fiiggvény a (4.89), (4.91) egyenletek alapjin a

v(Ag — 2, ) FoN + 2, A) F o\, A — ) Fo(\, N+ ) =
(4.203)

1 ~ - < . ¥ - 5 -
T(CO"“ — &)+ N+ 3)+ p(Ne — F) + p(N + 1)

j
alakba frhaté, ahol A\, = ’/\\—’;, N\ = i—;, 7= Ai]_, a ( fliggvényt a (4.195) képlet definidlja

és
3 c+2 14+ 2¢

- 2log’c (c—l)logcjL 2(1 —¢)?

p(c) (4.204)

A 4.4. tétel bizonyitasaban hasznalt elv alapjan elég igazolni, hogy a ( + p fiiggvény
konkav minden pozitiv ¢ szamra. Tekintsiik az alabbi segédfiiggvényt

(c—1)*log*c

5 (@+e). (4.205)

d(c) =

A masodik allitas igazoldsdhoz elég megmutatni, hogy d(c) < 0 minden ¢ > 0 esetén.
A
limd(c) = limd'(c) =limd®(c) = --- =1imd®(c) = 0 (4.206)

c—1 c—1 c—1 c—1

egyenloségek miatt ez ekvivalens a

24
7(c) = d©(c)=14401og’ ¢ — = (30c° — 211" — 198¢* + 207¢” + 18¢° + 54c + 90) log? ¢
C

8
+ —(1 = ¢)(351¢” + 1306¢" — 29¢° 4 1120¢? + 957¢ + 765) log ¢
C

4
+ —(1 = )*(1249¢" + 1132¢° — 744¢* — 872¢ — 705) <0 ha 0 <c
C
(4.207)
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egyenlGtlenséggel. A

lim7(c) =lim7'(c) =0, lim(c°7(c)) <0 és 7(4),7'(4),(°7'(c))'(4) <0 (4.208)

c—1 c—1 c—1

reldcidk miatt a (4.207) egyenl6tlenség bizonyitdséhoz a 0 < ¢ < 1 és 4 < ¢ esetekben
elég igazolni a
7.(c) = (- 7'(c))" (4.209)

fliggvényrol, hogy pozitiv, ha 0 < ¢ < 1 és negativ ha 4 < c.

A (4.207) egyenlétlenséget négy 1épésben igazoljuk.

1. Ha0<ec< %, akkor csokkentve a 7, fliiggvényt és elosztva c*-tel a
4483c¢* + 108
3

76944 16208 56520
— — + >0
1 c? ct

W(c) = — 78624 1og” ¢ + 96 log ¢ — 53008¢ + 194856—  (4.210)

egyenl6tlenséget kapjuk. A (%) = (0 egyenl6ség miatt a

c'(c)
15724863 + 430368¢2 + 31104

Pu(c) =
(4.211)

16
= logc+ —(3313c° — 31707¢* — 2026¢* — 648c + 14130) > 0
C

egyenlotlenséget kell igazolni. Mivel ), (%) > 0, ezért elég bizonyitani, hogy
p(c) = 3c*(1638¢” + 4483¢* + 324)*Y(c) < 0 . (4.212)

A p(c) figgvény c-nek egy polinomja lesz, melyrdl igazolhatd, hogy negativ a
0<e< % esetben.

2. Hai < ¢ < 1, akkor a 7, fiiggvényt (melyet a (4.209) egyenlet definial) csokkentve
a

4483c* + 108
c

588
—819¢%log® c+ log ¢—553¢°+2029¢? —800c— 169+ —- > 0 (4.213)
C

egyenlotlenséget kapjuk. A fliggvény Taylor-sorfejtése alapjan ellenorizheto6 a

4483c* + 108

log > ag+ai(c—1/2)+as(c—1/2)?, —819c¢%log® ¢ > by+b1(c—1/2)
c

(4.214)
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relaciok teljestilése, ahol

4915 log 2

ao = —Tog, ap = 4915 — 4051log 2,  as = 3187 — 864log2, (4.215)
8191log® 2

by = —%, by = 8191og 2(1 — log 2) .

Igazoljuk, hogy a fenti egyenlétlenség logaritmust tartalmazé tagjai helyére a
Taylor-sorfejtés jobb oldalat helyettesitve, még mindig pozitiv fiiggvényt kapunk

1
—4—2(221205 + ayct 4+ azc® + ape® —2352) > 0, (4.216)
c
ahol ay = 3456log2 — 20864, a3 = 3276log*2 + 9472log2 — 3712 és ay =

—8191og? 2 + 42301og 2 4+ 7319. Koénnyen ellendrizhets, hogy a zéréjelben 16vé
polinom szigorian negativ % < ¢ < 1 esetén.

. Ha 1 < ¢ < 4, akkor a (4.125) egyenlettel definidlt 7 fliggvény negativitdsat tgy

igazoljuk, hogy a logaritmust tartalmazé tagokat nagyobbakra cseréljik, és az
igy kapott kifejezésrol mutatjuk meg, hogy még mindig negativ.

A (4.207) kifejezéssel értelmezett T fliggvénybe helyettesitsiik a —2500(¢ — 1)
tagot a

24
——(30c® — 211¢ — 198¢* + 207¢” + 18¢? + 54c¢ + 90) log® ¢ (4.217)
C

kifejezés helyére, a —2000(c — 1)? tagot a

8
— (1 —¢)(351c” + 1306¢" — 29¢* + 1120¢” + 957¢ + 765) log ¢ (4.218)
C

helyére és a % - (1 — ¢)?(1249¢* 4 1132¢%) tagot

4

=(1 — ¢)?(1249¢" 4 1132¢* — 744¢* — 872¢ — 705) (4.219)

Q

helyére. A Taylor-sorfejtés segitségével igazolhatjuk, hogy ezzel a modszerrel
tényleg noveltiik a 7 fliggvényt. Az 1) egyenlGtlenség az alabbi

4(c—1
Ti(c) = 144010g3c+¥ (500¢® —1124¢* +117¢+1132) <0 hal<ec<4.
C
(4.220)
Noveljitk a 7 fliggvényt, és igazoljuk a
—1)(c—2)?
() = m(e) + 2000 = D=2 (4.221)

c2
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egyenlotlenséget. Mivel lirr% T2(c) = 0 elég igazolni, hogy c74(c) negativ. Ehhez

noveljiik a cr5(c) < 0 fliggvényt és igazoljuk a
! 3 ? 2
73(c) = ery(e) 4+ 2000 | ¢ — 5 +8(c—4)"—72<0 (4.222)

egyenlStlenséget. A lim._; 73(c) = 0 egyenlet miatt elég a

4(—996¢* + 608¢% + 2985¢ — 3472)

5 <0 hal<e< 4
1

73(¢) = 8640log ¢ +

(4.223)
egyenlotlenség igazolasa.
A 2 < ¢ < 4 esetben (¢ — 1)-et helyettesitve log ¢ helyére igazolhat6 a
—996¢* + 2768¢® — 2160c? 4 2985¢ — 3472
¢ rolhe e T A ha2 <c<4 (4.224)

c
egyenlotlenség.

Az 1 < ¢ < 2 esetben a (4.223) egyenlétlenség igazolhaté a (Taylor-sorfejtésbol
levezethetd)

c—1 (c=12? (¢c—12 (e=1D* (=15 (c—1)8
C+262+363+4C4+505+ b

>loge hal<ec<?2

(4.225)
egyenlOtlenség segitségével.

. Ha 4 < ¢, akkor novelve a 7, fliggvényt (amit a (4.209) egyenlet definidl) a

48
(86400¢® 4 59616¢ + 2592) log? ¢ + — (—2985¢° + 5840¢* + 3126¢% + 216) log ¢
C

8
+ —(2184¢° 4 24357¢* + 204¢ + 7065) < 0
C

egyenlStlenséget kapjuk. A log?c és logc tag egyiitthatéi szigortan pozitivak
és ¢ — 2 > log’c, ¢ — 2 > loge, ha 4 < ¢, ezért tovabb novelhetjitk a fenti
egyenl6tlenség bal oldaldt, ha (c—2)-t helyettesitiink log® ¢ és log ¢ helyére. Ekkor
a

ct(5970¢* — 27948¢% + 30560c — 16855) + (17364¢ — 216¢% + 796¢ — 2355) > 0
(4.226)
egyenlotlenséget kapjuk. Ez pedig teljesiil, hiszen az egyenlétlenség bal oldala a
4 < ¢ esetben pozitiv fliggvények Osszege.
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Ezzel igazoltuk a tételt. 0

A fizikai intuicié alapjan varhatd, hogy a valés ill. komplex stirtiségi méatrixokra
megfogalmazott Petz-sejtések ekvivalensek egymassal. Ennek igazolasa valdszintileg a
sejtés bizonyitasaval osszemérheto nehézségii feladat.

4.3. Az M7 tér skalargorbiilete lokdlis minimummal

Az €l6z6 rész elején emlitettiik, hogy a monoton metrikaval Riemann-sokasdggd
tett allapottér adott allapotbeli skalargorbiilete szoros Osszefiiggésben all az adott
allapot (kornyezé allapotaitél vald) megkiilonboztethetetlenségével. A fizikai intuicié
alapjan azokat a monoton metrikakat tekintjik fizikailag relevansaknak vagy elfogad-
hatonak, melyekbdl szarmazé skalargorbiilet a majorizaciéra nézve monoton. Ez a
gondolatmenet persze megengedi, hogy a majorizaciéra nézve nem monoton skalar-
gorbiiletet adé monoton Riemann-metrikdk fontos szerepet jatsszanak az allapottér
statisztikai, informaciéelméleti vagy valamilyen més oldalii megkozelitésében. Bizonyos
operatormonoton fiiggvényeket a fent emlitett szempontok alapjan csoportosithatunk.
4.3. Definicié. Adott n € N esetén az f € .7:[(087;:;)} fiiggvényt és az altala indukéalt
K™-f monoton metrikat n-elfogadhaténak nevezziik, ha az (M, K™:/) Riemann-
sokasag skalargorbiilete a majorizaciéra nézve monoton. Tovabba az f fiiggvényrol,
illetve az altala indukalt metrikardél azt mondjuk, hogy elfogadhatd, ha minden n € N
esetén n-elfogadhaté. Azon f fliggvények halmazat, melyek minden £ = 1, ... n esetén
k-elfogadhatdk jelolje E,, az elfogadhaté fiiggvények halmazat pedig E.

Ezek alapjan Petz sejtése gy fogalmazhaté meg, hogy az fxu fliggvény elfogad-
haté.

Az eddig bevezetett fontosabb metrikdk (melyek a (3.55-3.64) fliggvényekkel
jellemezhetdk) koziil tobbrol bizonyitottédk, hogy 2-elfogadhaté. A jelen részben
megadunk egy formulat, mellyel az M3 tér skaldrgorbiilete egyszertien szdrmaztathato.
Numerikus szimulacidk szerint az emlitett fontosabb monoton metrikdk mind 2-el-
fogadhatdk. (A P1 és P2 metrikacsalad kivételével ez az el6z6 részben is hasznalt
,,derivalasos médszerrel” igazolhatd.)

Felmeriil a kérdés, hogy vajon az M7 téren minden metrika 2-elfogadhaté lesz-e.
Az aldbbiakban, Andai [5] cikke alapjan bemutatjuk, hogy nem; és példdkat adunk
nem 2-elfogadhaté metrikakra.

A (4.80) képlet segitségével meghatérozhatjuk az (Mg, K(™7F) tér gorbiiletét
valamely D € Mj 4llapotban. Ebben az esetben, a sokasdg ,egyszeriisége”
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miatt, sokkal kezelhetobb formuldt is nyerhetiink a skaldrgorbiiletre. Ezen formula
meghatarozasahoz az egyik legfontosabb segédfiiggvény az f € .7:[(08;)] fiiggvényhez
rendelt ¢; Cencov-Morozova-féle fiiggvény lesz.

Jelolje Oin(z,y) az n figgvény elsé véltozd szerinti parcidlis derivaltjat, és
definidljuk az aldbbi négy fliggvényt [25] alapjan elészor pozitiv, paronként kiillonbozé
x,y és z értékekre.

_clw,y) = ze(z, 2)cly, 2)

hi(z,y,2) = (x — 2)(y — 2)e(x, 2)c(y, 2) (4.227)
_ (cz,2) — c(y, 2))?

ho(x,y,2) = (x —y)2e(x,y)c(z, 2)c(y, 2)

ha(z,y, 2) = 2 (01(logc)(z,z) — Oy (logc)(z,y))

r—y
hy(z,y, z) = 201 (log ¢)(z, )01 (log ¢)(z,y)

A h; (i=1,2,3,4) fliggvények értelmezési tartomanyat ki lehet terjeszteni minden
pozitiv szamharmasra hatérértékképzéssel. Példaul a h;(x, z, z) értéket a

lim h;(x,y, 2) (4.228)

y—z

kifejezéssel értelmezziilk. A h; figgvények kovetkezd linearis kombinacidjat fogjuk
sokszor hasznalni.

1
h(.’]j’,y,Z) = hl(lC,y,Z) - §h2<l’,y72) + 2h3<1’,y,2> - h4($,y72) (4229)

4.9. Tétel. ([25]) Jelolje o(D) a D € M dllapot sajatértékeinek a halmazdt. Ekkor
az (M, K™-1) Riemann-geometria skaldrgorbiiletét a D pontban a

Scal(D) = Z h(z,y, z Z h(z,z,x) 4(n —1)(n*—2) (4.230)
z,y,2€0(D) z€o (D)
kifejezés adja meg.

4.10. Tétel. Az (Mg, K@) tér skaldrgorbiilete a Ay, Ny sajdtértékekkel rendelkezd
D € M3 dllapotban

SCGZ(D) :h(/\l, /\17 /\2) + h()\l, )\2, )\1) —+ h()\g, )\1, )\1) + h(/\g, /\2, /\1)+ (4231)

3
+ h(Aa, A1, A2) + h( A1, A2, Ao) + 7
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4.11. Tétel. Legyen a D € M3 dllapotnak az eqyik sajdtértéke \i. Ekkor f & 3’:
esetén az (M3, K@) tér skaldrgorbiilete az a = 2\, — 1 paraméterrel kifejezve

Ooo]

e[ 2 a6 () | 80— o (i)
S e T W () e ()
LA+ a)f §e)) L 3a°+5a’ £ 8a—4 (4.232)

a? 2(1+a)a?

Bizonyitds. A szamolas folyamén a minden f € .7-"[(08;)] fiiggvényre érvényes f'(1) =

3 6s 2 fO1) + 3f@(1) = 0 azonossdgot fogjuk haszndlni, melyek egyszertien

szarmaztathatdk az f(x) = zf(1/z) és f(1) = 1 egyenlségbél.

A szémoldsok sordn kihasznéljuk a fiiggvények h;(y, z, x) = hi(z,y,x) (i = 1,2,3,4)
szimmetriatulajdonsidgat, valamint a Cencov-Morozova-fiiggvényre vonatkozé alabbi
azonossagokat.

c(x,x) = = c(x,y) = c(y, x) c(z,y) = te(te, ty), VteR*T
x
(4.233)
1
a1C(£Ba ZIZ') = _Q_.IQ 8f0§c(x, y) = aiagc(yv .’L’) C(CB, y) = —x@lc(x, y) - y826($, y)

A hi(z,x,y) és hi(z,y, ) értékeket a fenti azonossagok segitségével hatarozhatjuk
meg. Példaként hatarozzuk meg a hy(z,x,y) és hy(z,y, z) értékeket.

= lim T — lim C(ﬁ, Q) - yC($, y)c(q, y) — C(Z‘, l’) - Y [C<I7 y)]Q
h1($,$7y) —(%_)xhd( 7Q7y) g_w (x_qu_y)c(x’y)c(q’y) (x—y)Q [C(l‘,y)]2
(4.234)

IRT T alc(Q7x) 816((]7 y) o alc(x,x) alc(‘rMy)
h4(x,y7x)—gglch4(x,y,q)—}lgniq (0.0) ca.0) —x (o) eap)

A (4.233) azonossigok felhasznalasaval kapjuk a h; fiiggvények tovabbi specialis
értékeit.

1wy [c(:zc,y)]2 ey z) — _EC(L y) + 2x01c(x,y)
hl(x7 Z, y) - {L‘(I - y)2 [C(ZL’, y)]g hl( Y, ) 2 ([L‘ _ y)C([L’, y) (4235)
. 810(3773/) ’ T ) = l 1—$C($,y) ’
s =2 (SG50) o =2 (2500)
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ha(z.ay) = yPe(a,y) [Die(y. o) + 2ye(x, y)dicly, @) + zydre(, y)de(y, 7)
o zle(z,y))*

_c(z,y) + 220ic(x, y)
2(x — y)c(xr —y)

ha(z,2,y) =y <%) hy(z,y,x) = _%8{1;;970;);)

Minden ¢ = 1, 2, 3,4 értékre vezessiik be az alabbi 6sszegfiiggvényt.

A fentiek alapjan a

h3<CC, Y, CC) -

(4 y) (1L —aylc(z,y)]*)  4adie(x,y) +2¢(z,y)

shi(z,y) = vz — ) [z, ) (= y)e(z, y)

(4.237)

sha(z,y) = z [Ove(z, )] + y [Drcly, x))? X 2(37 +y) + zy(z + ) [c(z,y)]? — deye(z, y)

le(z,y)]” zy(z —y)? [e(z, )]
sha(z,y) = (z +y) (e(z,) [0 2¢(z, y)* = Dc(z, y)dicly,x))  4adic(z,y) + 2c(z,y)
o oz, y)? (= y)c(a, y)
o alhele) +y Py ) due(r.y) + Drely. )
) e, 9) (@ 9)

kifejezéseket kapjuk.

Ezeket az Gsszegtiiggvényeket kifejezhetjiik az operatormonoton f fliggvénnyel.

shae) = gy (LD a1y e D ICDY (g

sha(z,y) = = (f'(x/y))2 v (f(x/y)f’(y/x>)2 2y(x + )

2 \ei)) T T ) ey
8 ey 2EtY)
T /y) + CEE
ey — 2@ y) (PN (@ ty) /) fy))
hs(z, y) e (f(:v/y)) 22 /9] +

2(2° + 22y —o°) f'(x/y) | x(z+y) fafy) 2
vz —y)  flz/y) v flefy) w—y

ey = (F @\ 0 (@ /N L@y |y fa/y) S (/)
e =5 (i) 55 Cmr ) * v i+
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A skalargorbiiletet az Osszegfiiggvények aldbbi linedris kombinécidja adja.
Scal(D) = shy(x,y) — %Shg(l', y) + 2shs(x,y) — sha(x,y) + g (4.239)

Ezeket egybevetve kapjuk a
2yf(z/y) =1  2xf'(z/y) —yflz/y) 1x(8+3y) (f’(%‘/y))2 43

Scal(D) = 2 (z—y)? +6 y(x —y)f(z/y) 2 Y3 f(x/y) 2

3y (f’(y/fﬂ))2 LB ly)  pxffy) /) 2@y (/)
222 \ f(y/x) v f(@/y) vfaly)  xfy/r) 22 [f(y/x)]
(4.240)
kifejezést a skalargorbiiletre.
A D allapot sajatértékeit ki lehet fejezni az a paraméterrel
1+a 1—a
AL = Ao = . 4.241
=t e (4241
A sajatértékek ezen formédjanak a fenti egyenletbe vald helyettesitésével kapjuk a
bizonyitandé (4.232) kifejezést. O

Mivel a skalargorbiiletre vonatkozo6 (4.232) kifejezés meglehetésen bonyolult, ezért
érdemes példaként megemliteni egy masik — differencidlgeometriai — bizonyitast, mely
nem tamaszkodik Dittmann eredményére.

4.1. Példa. A 3.1. példdban bemutattuk az Mj tér Stokes-paraméterezését, melynek
a segitségével az M3 tér azonosithaté a haromdimenziés nyilt egységgombbel. Ezen
az egységgdmbbon a gombi koordindtarendszer bevezetésével az M3 allapottér

1 1+ rcosf (rsin @ cos ¢) + i(rsinfsin ¢)
2 \ (rsinfcos @) — i(rsinfsin ¢) 1 —rcosf

paraméterezését kapjuk, ahol (7, ¢, ) jeloli a szokdasos gdmbi koordindtékat, de a jelen
esetben 0 < r < 1. Ezt a paraméterezést az M7 tér gombi paraméterezésének
nevezziik. A tovabbiakban legyen a lokalis koordinatak sorrendje (r, 6, ¢). (Igy példéul
a koordinataktol fliggd ¢ fiiggvény esetén 0Ot jeloli a t fliggvény 6 valtozd szerinti
parcialis derivaltjat.)

(4.242)

A g = K@ metrika ezzel a koordinatazassal

g1 =7 —17“2 (4.243)
2
g22 = TEY; (}_I:)
_ r?sin®d
IO
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A g metrika felirhat6 a g, = diai(r, 0, ¢) alakban. Az
ooy = 0z =0, Opcrg = Gz =0, Dza3 =0 (4.244)

azonossagok felhasznélasaval egyszertibben lehet kiszamolni a kiilonbozé differencial-
geometriai mennyiségeket.
A (2.31) képlettel értelmezett masodfaju Christoffel-szimbdlumot a

3
m 1 m
Iy = Z §gk (0:9jk + 0;9ir — Ogij) (4.245)
k=1

kifejezés adja, ahol g jeloli a g;; métrix inverzét.

A TIy" = T'y" szimmetria miatt Osszesen hét fuggetlen, nem nulla masodfaju
Christoffel-szimbdélum lesz ebben az esetben. Ezeket a
r r(l—r) f'(c(r))
Iyl = I =— 24 3r 4242 4.246
e e I GREEAh M
Tyl =sin0 T3, Ty = ——rf((lc(i)i)rig T3 = —sinf cos
cos 0
Fiz=Tiy  Tia=_——
kifejezés adja meg, ahol ¢(r) = }—;:

A (2.39) képletnek megfeleléen a Riemann-féle gorbiileti tenzort a

3 3
Rijii = gin <air-j-;; — i + > (DT — r;gr;;)) (4.247)
n=1 m=1
képlettel hatarozhatjuk meg. Ezen tenzornak Rijm = —Rjii, Rijm = —Rijk és
Rijii = Rpyj szimmetriatulajdonsdgai miatt, Osszesen hdrom fiiggetlen, nem nulla
eleme lesz.

__ r @) (P
e = =0T — ) 7)) (2 S el &)
(4.248)

(1 +7)(3r —2)

fler)) (P +r+4)1+r)?
fle) 1 )

)
Ri313 = sin” 0 Rja19
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r2(1 —7r)sin? 0
(T4 7r)* [ (e(r))]

(1+7r)(2+7r)?
sy )

COIE (L) L I

2(”r+”f@v»'%1+r Felr)

2323 —

A (2.42) egyenlet alapjan a Ricci-tenzort a
3
RiCZ’j = Z gklRlijk. (4249)
kl=1

képlettel hatarozhatjuk meg. A Ric;; = Ricj; tulajdonsag miatt ennek a tenzornak is
csak harom fiiggetlen, nem nulla eleme lesz.

L () ()Y 20 )6 —2) felr)
m“*‘(1+ﬂ4<4ﬂdm> () a4

(r*+r+4)>1+ 7‘)2>

2r(1—r)

) () (P e =) fler)
e <r+mv@w»<2ﬂdm> (Fay) TR

(1+r)* or (r3 +2r% +2r — 2)(1 +r)?

+7“2(1 - r)f( (r) 2r2(1 —r) )

Ricg s = sin’ @ Ricgo .

A (2.49) képlet alapjan az (M3, K®f) Riemann-geometria D € M3 pontjdban a
skalargorbiilet

3
Scal(D) = ) g” Ricy; . (4.251)
ij=1

A fenti Osszegzés elvégzésével visszakapjuk a (4.232) képletet.

4.2. Példa. A 4.10. tétel alapjan meghatarozhatjuk a f6bb operatormonoton fiigg-
vények altal generalt (M, K(f) Riemann-metrikdk skaldrgorbiiletét.
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Az fou fliggvény altal generalt legkisebb monoton metrika esetén a skalargorbiilet
allando

9

Scalgp(a) = 7 (4.252)
Az fra fiiggvény altal generalt legnagyobb monoton metrika esetén a skalargorbiilet
Ta® — 27
Scal =— : 4.253
calsui(a) 251 + a)(a — 1) (4.253)
Az fxu fliggvény altal generalt Kubo—Mori-metrika esetén
1+ a? 1
SC&IKM(CL) = —+42 —a +2 . (4254)
202 "a(l = )1+ a)log (152) (1 +a)(1 - a) (log (152))°
Az fk; fiiggvény altal generalt metrika esetén
3 2
Scalgi(a) = —= +8 - a . (4.255)

5 — 8
2 (I-a)(+a)log(55)  (1+a)(1—a)(log (52))
Az fgo fliggvény altal generalt metrika esetén

3a' — 1la2+1  _2V1—a?— 243 Ly 1
202(1 — a)(1 + a) alog (£2) (1+a)(1—a) (log (12))*
(4.256)

Ezekben az esetekben a skalargorbiiletnek lokalis maximuma van a legkevertebb
allapotban, mint ahogy az az alabbi dbran lathaté.

SCale ((I) =

l;,
—q.8 —Q.G —q.4 —q.Z 0.‘2 0.‘4a0.‘6 O.‘8

Legend

Az fp1 és fpy fiiggvény esetén meglehetésen bonyolult kifejezés adédik a ska-

largorbiiletre.  Ezért csak az aldbbi abrakon mutatjuk be, hogy a 0 < a < %

paramétertartomanyban hogyan valtozik a skalargorbiilet,
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Figyeljiik meg a masodik abranal, hogy § = % esetén a skalargorbiilet azonosan nulla.

9

A D € Mg éallapot akkor a legkevertebb, ha a két sajatértéke megegyezik,
ebben az esetben a = 0. Vagyis a skalargorbiiletnek akkor van lokalis minimuma
vagy maximuma a legkevertebb &llapotban, ha a (4.232) képlettel értelmezett Scal
fiiggvénynek lokalis minimuma vagy maximuma van az origbban.

A Scal fiiggvény Taylor-sorfejtésének a segitségével vizsgaljuk a skalargorbiilet
lokalis tulajdonsagait a legkevertebb allapot kozelében.

4.12. Tétel. A (4.232) képlettel értelmezett Scal fiigguény Taylor-sorfejtése az origd-
ban a

r(a) = (6+36"(1)) +a® (B2 f®(1) — 140/”(1) — 120f"(1)?) + a* (352f”(1)3 +

+616f7(1)% + 1092 f"(1) — 128 f4) (1) 4 32 f6)(1) — 160f"(1)f<4>(1)) + O(a®) (4.257)
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kozelito formuldt adja.

Bizonyitds. Az (4.232) egyenlet alapjén vérhaté lenne, hogy 1 és & tipusu
divergencidk is megjelennek a sorfejtésben, azonban az operatormonoton f fiiggvény
derivéltjainak a viselkedése ezt nem engedi.

A skalargorbiiletre nyilvan Scal(a) = Scal(—a) teljesiil (nem a (4.232) képlet miatt)
szimmetria okok miatt, ezért a sorfejtésben csak paros rendii tagok jelennek meg.
Vagyis az a?"*! alaki tagok egyiitthatéja nulla minden a € N esetén.

A sorfejtést csak masodrendig bizonyitjuk be, teljesen hasonlé médon, csak jéval
tobb szamolassal bizonyithaté a negyedrendii tag is. A szamolds soran a minden
fe F[(()Sj)ll)] fiiggvényre érvényes

C15£0(1) + 603 (1) + 60/ (1)
2

W) =-210), O0) =

=y

(4.258)
azonossagokat fogjuk haszndalni, melyek egyszeriien szarmaztathaték a f(z) = zf(1/z)
és f(1) =1 egyenletbél.

A Scal fiiggvényt, a (4.232) képletnek megfeleléen 6t fiiggvény Osszegeként
tekintjiik. Minden egyes Osszeadandé sorfejtése az a = 0 pont kortil elemi szamo-
lassal meghatarozhatd, azonban a részeredmények meglehetésen bonyolult képleteket
tartalmaznak. Egyszertisitések utan az alabbiakat kapjuk az 6sszeadandok sorfejtésére.

1. tag: — ; + 7@ (1) +1) a—T@&F (1) +4f"(1)+1) - a® (4.259)

2 tag — 6%+ (2457(1) +18) — (28f"(1) +12) -0t
+ (16 (1) — 48" (1)* — 52f"(1) 4 12) - a®
3. tag: 8f"(1) + (16fW(1) — 16£"(1)* — 56£"(1)) - a”

1 1 4 1
4 tag: 2 — +4f"(1) + (§f<4>(1) —4f (1)) - a?

1 1 9
5. tag: —2-—5+6-——5+5-a—-5-a
a a
Ezen 0t tag Osszege adja a tételben szerepl6 sorfejtést masodrendig. O
Ahhoz, hogy talaljunk olyan f € f[(osi)] fiiggvényt, melyre a skalargorbiiletnek

lokalis minimuma van a legkevertebb allapotban, az operdtormonoton fiiggvényekre
vonatkozo6 3.11. reprezentacios tételt hasznaljuk.
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A (3.43) és (4.257) egyenletekbé] adédik, hogy az (M, K®?:/) sokasig skaldrgor-
biiletének akkor van lokalis minimuma a legkevertebb allapotban, ha teljesiil az

12 (/01 {1 — 1) du(t))Q

egyenlGtlenség, ahol a p € g[f’ 1111) mérték hatarozza meg az operdatormonoton f
fliggvényt a (3.43) képlettel. Tovabbé a skalargorbiilet értéke a legkevertebb allapotban

—~ /l t(t — 1)(20¢* — 40t + 13) dp(t) < 0 (4.260)

Scal(0) = 6 + 72 /01(t2 —t) du(t) . (4.261)

A Scal(0) érték a pu = (1/2)dy + (1/2)07 mérték esetén a legnagyobb, ekkor
Scal(0) = 6 és ez a mérték az fgy fliggvényt generdlja. A Scal(0) a legkisebb értékét a
(= 6172 mérték esetén veszi fel, ekkor Scal(0) = —12 és ez a mérték az fia fiiggvényt
generalja.

Minden p € g[(; 11}1) mértéket at lehet transzformdlni egy p' € Gy valészintiségi
mértékké gy, hogy minden ¢ : [0, 1] — R mérhet6 fliggvényre

/0 o(z) dpl(x) =2 / " p(4t(1 1)) dp(t) (4.262)

teljestil, ugyanis a t — 4t(1 —t) fiiggvény kolcsénosen egyértelmii megfeleltetést létesit
a [0,1] és a [0, 1] intervallum kozott.
Ha A jeloli a Lebesgue-mértéket és

H(t)lg a7 = p(t) AA(E) + ) aid, . (4.263)
akkor

() = & (1 - \/21 - x) \/11——35 AN) + ) 2a:64p,01-p,) - (4.264)

fgy kolesonosen egyértelmii megfeleltetés létesitheté a [0, 1] intervallumon értelmezett

valésziniiségi mértékek és Q[(OS ’lr]l) elemei kozott.

Adott p € Q[(OS ’f]l) mérték esetén jelolje p’ a neki megfelelé [0, 1] intervallumon
értelmezett valdszinliségi mértéket, m, ennek varhatéd értékét, ai a varianciajat és
E,, pedig az n-edik momentumat. A (3.43) egyenlet és az imént bevezetett jelolések

M
alapjan az

1) = =8 p) = ) ®)(1) = B B 0B, (4.2

f( )—_7 A )—_3mu+§ o SO )—_90mu_z 3,0t 90E2, (4.265)
egyenloségeket kapjuk.

Ezt a (4.257) sorfejtésbe helyettesitve kapjuk a kévetkezé tételt.
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4.13. Tétel. Ha a p € Q[([f’l?) mértékre
m,(3 —2m,) < 507, (4.266)
teljesul, vagy ha
mu(3—2my,) =50, és  —44m +70m + 114m,, < 98E3, (4.267)

teljestil, akkor a p mérték dltal a (3.43) képlettel indukdlt f figguényre, az (M7, K2)/)
Riemann-sokasdg skaldrgorbiletének lokdlis minimuma lesz a legkevertebb dllapotban.

A tovbbiakban példdkat adunk olyan f € Fu) fiiggvényekre, melyekre az

(M3, K®)f) tér skalargorbiiletének lokélis minimuma van a legkevertebb allapotban.

4.14. Tétel. Legyen p € R olyan paraméter, melyre

7T\ 1

<p< -
1u ~P=3

(4.268)

teljesil, valamint ¢ € R legyen olyan paraméter, melyre 0 < q < % — h(p), ahol

V/149% — 14p + 4 + /=640 1 1280p% — 8302 + 240p + 9
_ -

h(p) (4.269)

Ekkor az

T 1 1 1 1
== + + + 4.270
f@) 4(p:r+1—p (l1-px+p qr+1-—gq (1—Q):v+q) ( )

fugguény f[(()sﬁ-beli, és az (M3, K @).f ) tér skaldrgorbiletének lokdlis minimuma van a
legkevertebb dllapotban.

Bizonyitds.
A 4.13. tétel (4.260) feltételének eleget tevé u € Q[(OS ’lr]l) mértéket el6szor keressiik

1 1
,Ltp = 55]3 + 551_1) (4271)

alakban. Vezessiik be a

t, =12 (/01 tH1—t) du(t)>

jelélést és legyen t(p) = t,,. Ekkor az

t(p) = p(1 —p)(8p* — 8p +3) (4.273)

2

_ / 1 t(t — 1)(20¢* — 40t + 13) dp(t) (4.272)
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egyenldséget kapjuk. Ezért minden p € [0,1/2] értékre t(p) > 0. Ez azt jelenti, hogy
minden p, mérték esetén a skaldrgorbiiletnek lokalis maximuma lesz az origéban.

1

Az alabbi dbra szemlélteti, hogy a 0 < p < 3

Scal(a) fiiggvény.

paraméter esetén, hogy alakul a

M

N
NN
N

\
IR

Rtk
it
it ik
ARRRRmRR
MR
R

R

Most préobaljuk pu € g[(OS: ’1?) mértéket négy Dirac-mértékbél dsszerakni. A p € [0,1/2]
és q € [p, 1/2] paraméterre legyen

11 1 1
o = 300+ 300+ 3019+ T84 - (4.274)

A t(p,q) = t,,, jeloléssel az alabbi adédik.

17 3
Hp,q) = =7(p"+¢") + 140" +¢") = 6pa(p+ g —pg—1) = 5 (0" +) + 5 (p+q) (4.275)
A
N _JE 14
p:v+ v U q:v v U (4.276)
2 2
helyettesitést elvégezve a (4.275) egyenletben a
2 2 1 g 17 5 3
t(u,v) = —8u” + (28v° — 48v + 23)u — ( Tv" — 14v° + S =5 (4.277)

kifejezést kapjuk a t fiiggvényre.

Adott v érték esetén két megoldédsa a t(u,v) = 0 egyenletnek. A p és ¢ valtozdra
tett feltevések és az u = pq azonossag miatt a 0 < u < i feltételt kapjuk u-ra. Adott v
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érték esetén a t(u,v) = 0 egyenlet egyetlen olyan u megoldésa, mely eleget tesz a fenti
feltételnek az alabbi.
7 23 1

u(v) = 1”2 — 3+ e - 1—6\/560u4 — 224003 4 332002 — 2160v + 529 (4.278)

Adott p paraméter esetén g-t meg lehet hatdrozni az u(p + ¢) = pq egyenletbdl.
Igy négy megoldas fog adddni ¢-ra, azonban csak egy teljesiti a g-ra megkovetelt
feltételeket, a kovetkezo

11
w(p) = 5 - ﬂ\/ 84p2 — 84p + 28 + 7+/—640p* + 1280p? — 880p2 + 240p + 9 . (4.279)

Ez az egyenlet akkor ad pozitiv g értéket, ha

T-VT
14

<p< (4.280)

1
2
teljesiil. Kénnyen ellendrizhetd, hogy ha 0 < ¢ < w(p), akkor a t(p, ¢) fiiggvény negativ.
Ezutén a (3.43) egyenlettel definidlhatjuk a p,, € g[f’ ’f]l) mérték dltal meghatdrozott

fe f[(OS’;)] fliggvényt. O
Ha a p értéket tetszolegesen valasztjuk a } 7Eﬁ, %} intervallumbdl és ¢ = 0, akkor

az el6zo tétel alapjan az

x 1 1 1
fp(x):Z((1—p)x+p+px+1_p+;+1) (4.281)

operatormonoton fiiggvény altal indukalt monoton metrika esetén a skalargorbiiletnek
lokdlis minimuma lesz a legkevertebb dllapotban. Ekkor a skalargorbiilet (4.232)
formdajanak a sorfejtése a legkevertebb allapotban

Scal(a) = (g — 36p(1 — p)) —20p(1 —p)(14p* — 14p+3) - a* + O(a") . (4.282)

[gazolhatd, hogy ekkor a skalargorbiiletnek ekkor nem csak lokdlis minimuma van
az a = 0 helyen, hanem ez egyben globdlis minimum is. A skaldrgorbiilet-fiiggvény
értékkészletének a szuprémuma ekkor

1
p(1—p)’
ahol a Scal(1) kifejezés csak formadlisan szerepel, hiszen az éllapottér a nyilt egység-
gomb.

Scal(1) = g + (4.283)
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Az aldbbi dbra mutatja, hogy véltozik az f, fliggvény altal indukalt skaldrgorbiilet
ald<p< % paramétertartoméanyban. A zolddel jelolt paramétertartomanyban lokélis
minimuma, a kékkel jelolt tartoményban lokalis maximuma van a skalargorbiiletnek a
legkevertebb allapotban.

Példaként emlitjiik az alabbi operdtormonoton fliggvényeket, melyek altal indukalt
skalargorbiiletnek lokélis-, de nem globalis minimuma van a legkevertebb allapotban.

f(x)—x 4 n 50 n 50 f(x)— 250x n 250x n €T
- xr+1 x+49 49x+1)° C099x +1  z+999  z+1

(4.284)

A 4.14. tétel bizonyitdasa kozben lattuk, hogy létezik egy fol%/tonos ut az fou €s
az fra fuggvények kozott, a p, = éép + ;(51,;,, 0<p § Q[O 1 -beli mértékek és a
(3.43) reprezentécios tétel segitségével. A p, mérték ailtal generalt operatormonoton
fliggvények csaladjat jelolje fpi, azaz

W) = g( L ! ) . (4.285)

pr+1—p (1—pz+p

Ekkor
fom = 1()101:0) [0%1] 1(3013031/2 [0, 1]f B=1/2) = fra (4.286)

teljesiil. Az fp; fliggvénycsalad dudlisat jelolje fpi, azaz

(4.287)

N —

(@) = (pr+1—p)((1—px+p) 0<p<

r+1
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Ekkor egy 1jabb utat adhatunk meg a legnagyobb illetve a legkisebb fliggvény kozott.
=1/2 0<p<1/2 =0
Jsm = ](DPI / )[0%1] ]()I_p_ / [0?1] ]()Zi )= Jra (4.288)

Ezen figgvénycsalddhoz tartozé skaldrgorbiilet az alabbi dbra alapjan szintén 2-
elfogadhatonak tiinik.

—_—_—TTS
RN
R
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
N

IR
R
\\‘\\\:\\\\‘\\\\\\\\‘

RRRHH,
s \\\\\\\\\
MY
DT

Jelolje fpo a 0 < p < 2 és0 < q < p paraméterhez tartozd

1
2

(p,q) X 1 1 1 1 )
T)=— + + + 4.289
b2 (7) 4<px+1—p l-pz+p q+l—q (1—qz+g (4.289)

operatormonoton fiiggvényt.

Az aldbbi abrén foglalhatjuk Ossze a jelen részben elért eredményeket. (Vagyis
nem 2-elfogadhaté metrikdk létezését, és a f6bb metrikdk 2-elfogadhatdésagat.) A
z0ld szinnel jelzett metrikdkrél matematikailag bizonyithatd, hogy abba a halmazba
tartoznak, ahol az abran szerepelnek, a kék szinnel jelzettekrdl csak numerikus
szimulacidk allnak rendelkezésre. Metrikék csaladja esetén, ha nincs kifrva a paraméter
(példéul fpr), akkor ugy értjiik, hogy minden paraméter esetén az adott halmazban
van, ha ki van frva a paraméter (példaul fg;l’ql)), akkor tgy értjiik, hogy az adott
paraméterhez tartozé metrika van az adott halmazban.
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/ J,,:-(S,n) \

Jp2
Jo1

k fPl /

4.4. Az allapottér skalargorbiiletének numerikus vizsgalata

Az el6z6 részben az (M, K(™f) komplex allapottér skaldrgorbiiletét hataroztuk
meg az n = 2 esetben, ismertebb f fiiggvények mellett, és igazoltuk, hogy nem minden
f e ‘7-"[(05;)} fiiggvény 2-elfogadhaté. A jelen részben foként numerikus modszerekkel
megvizsgaljuk, hogy mely ismertebb metrikdk lesznek 3- illetve 4-elfogadhatok. Az
M3 sokasdg esetén méar meglehetdsen bonyolult kifejezések adddnak a skalargorbiiletre.
Az ilyen iranyu vizsgalatokbol eddig csak a skalargorbiilet értékét lehetett ismerni a
legkevertebb éllapotban, mely egyszeriien adédik a (4.80) és (4.81) képletbdl.

Eloszor az n = 3 esetben vizsgaljuk meg az ismertebb metrikdk skalargorbiiletét
komplex allapottéren.

A legkisebb metrika esetén az x,y, z sajatértékekkel rendelkezd D € M7 éallapotban

az (M, Ks(ff\}) Riemann-sokasag skalargorbiilete

Scalsy (1 z)—§ 34+ 7(xy +yz + z2x)
MDD TS Gy +2)(z+o)

+7. (4.290)

Matematikailag igazolhatd, hogy az esetben a skalargorbiiletnek lokalis minimuma
van a legkevertebb dllapotban, mint ahogy azt az aldbbi dbra mutatja. (Az dbrén
a skalargorbiilet mint az x, y fliggetlen sajatértékek fiiggvénye szerepel, ugyanis ekkor
ax+y+z=1feltétel egyértelmiien meghatarozza z-t.)



4.4. AZ ALLAPOTTER SKALARGORBULETENEK NUMERIKUS VIZSGALATA 181

37+

36.5

36
Scal35.5 1
351

3451

341

A legnagyobb metrika esetén a skalargorbiiletet az alabbi kifejezés adja meg.

1 31(2° +y* + 2%) + 85(wy + y2 + 2a)
2 (z+y)(y+2)(z+x)

Scalpa(x,y,z) = — - (4.291)

(2% (z +y) + 222 (y + 2) + 2222 (2 + 2)
xyz(x +y)(y + 2)(z + x)

-7 +7

Ekkor a skalargorbiilet lokélis maximummal rendelkezik a legkevertebb allapotban.

—757
-801
Scal 85
-904

—95 7




182 4. AZ ALLAPOTTER GEOMETRIAJA

A Kubo—Mori-metrika esetén a (4.80) képlettel a skaldrgorbiiletre ad6dé kifejezést
nem lehet tovabb egyszertisiteni, ezért most csak abran mutatjuk be a viselkedését.

A K1 és K2 metrikakat vizsgélva kideriil, hogy a mindkét metrikdnak lokalis
maximuma van a legkevertebb allapotban.

—36

Scal =395
—40
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Ez a lokélis maximum azonban nem globalis a K2 metrika esetén a kovetkezo abra
szerint.

A P1 és P2 metrikacsaladnadl a P1 esetben adott allapotban a skaldrgorbiilet
monoton csokken az « paraméter fliggvényében numerikus szimulaciok alapjan.

alpha=0,0.3,0.5
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A P2 esetben az adott allapotbeli skalargorbiilet nem monoton csokken6 fiiggvénye
a (0 paraméternek; az alabbi abran azonban a legnagyobb skaldrgorbiilet-fiiggvény
tartozik a legkisebb 3 paraméterhez, és a legkisebb fliggvény pedig a legnagyobb (3
paraméterhez.

P2: beta=0.1,0.3,05

A D1 metrika alaposabb vizsgalata soran kideriil, hogy nagyon kis ¢ paraméter
esetén a skalargorbiiletnek sem globalis minimuma, sem maximuma nincs a legkever-
tebb allapotban.

D1: ¢=0.005
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Nagyobb ¢ paraméter esetén, azonban a megszokott médon viselkedik a skalargor-
biilet.

D1: gq=01,05

Scal

A DI metrikdhoz tartozé skalargorbiiletnek mind lokalis minimuma, mind maxi-
muma lehet a legkevertebb allapotban, most az el6zore mutatunk példat.

DI: g=0.3

Scal
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Tehat a metrikak 3-elfogadhatdsagat vizsgalva, az alabbi abran foglalhatjuk ossze
eredményeinket.

4 Es Jsm Fra )
4 B I
](31?22 ,q2) ](3123 ,43) frem
(p1) (p2) Us fra
D1 D1
(p1) (p2) fia
DI GDI}Q e W

N /
- /

Az M sokasdg esetén a skaldrgorbiiletre adédé kifejezés annyira bonyolult,
hogy numerikus vizsgalata sem egyszerti, kiilonosen érvényes ez a paraméteres
metrikacsalddok (példaul fpi, fpo, fpi1) esetére. Ezért csak az fra, fikm és fxa
fliggvények altal generalt metrika 4-elfogadhatdsagat vizsgaljuk numerikusan.

A LA metrika esetén a skaldrgorbiilet az (M, K&)) Riemann-sokasag x1, xs, x3, x4
sajatértékkel rendelkez6 D € M éllapotédban a (4.80) formula alapjan az

n n 2 4 n
5 1 1 119 1 105
(D) = —= : 4 ~ N 2 (4292
SC&( ) 22-1'1 (Zxﬁ—xj) + Z$i+£€j 8 =1 SCZ'+ 4 ( 9)

i=1 j=1 B,j=1

alakra hozhaté. Ha a D allapot sajatértékei x,y, z és v, akkor D allapotot gyakran a
D, , .. formaban fogjuk irni ebben a részben.

Rogzitett v érték esetén, a skalargorbiiletet az x és y valtozdk fliggvényének tekintve
numerikus szimulaciék alapjan azt kapjuk, hogy a skalargorbiilet konkav fliggvény,
mely legnagyobb értékét a legkevertebb allapotban veszi fel. Példaként a v = 0.2 érték
esetén abrazoljuk a skaldrgorbiilet fiiggvényt.
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Valamivel egyszeriibb kifejezést kapunk a skalargorbiiletre, ha feltételezziik, hogy
valamelyik sajatérték multiplicitasa ketto, vagyis példaul z = v teljesill. Az
x,y, 2,z sajatértékekkel rendelkezd allapotokban a skalargorbiilet értékét az alabbi
abra szemlélteti az = és y véltozé fiiggvényeként

LA : z=v

0.3
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Amennyiben tovabbi sajatértékek is megegyeznek, matematikailag egyszertien bi-
zonyithatova valik, hogy a skaldrgorbiilet szigorian konkav fiiggvény, mely legnagyobb
értékét a legkevertebb allapotban veszi fel. Ekkor az alabbi, konnyen kezelheto for-
mulakat kapjuk

1 8523 4 258z%y + 168y%x + 29y® 105

Scal(Dyyyy) = -3 PICEE + (4.293)
1 9923 4 4332%2 + 433y2x + 11593 105
Scal(Dy 4y.y) = 1 2y(z + y)? + 4

A KM metrika esetén a skalargorbiiletre meglehetésen bonyolult formula adédik a
(4.80) képlet alapjan. A numerikus szamitdsok azt mutatjik, hogy a skalargorbiilet
konkav fliggvény, mely legnagyobb értékét a legkevertebb &llapotban veszi fel.
Példaként a v = 0.2 érték esetén abrazoljuk a skalargorbiilet-fliggvényt.

A sajatértékek tovabbi megegyezése esetén sem kapunk konnyen kezelhetd for-
mulat a skalargorbiiletre, azonban a numerikus szimuléciék ezekben az esetekben is
megerdsitik Petz sejtését.

A K1 metrika esetén a skalargorbiilet szintén nagyon bonyolult fiiggvény lesz. A
numerikus szimuldciék azonban erre a fliggvényre is azt mutatjak, hogy szigorian
konkav, és a legnagyobb értékét a legkevertebb allapotban veszi fel. Példaként a
v = 0.2 érték esetén dbrazoljuk a skalargorbiilet fiiggvényt.
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X 025

Az elvégzett numerikus szimuldcidk alatamasztjak, hogy fra, fkm, fk1 € Fa.

4.5. A térfogat Taylor-sorfejtése

Az (M7, K®)F) Riemann-sokasag tobb differencidlgeometriai jellemz6jét meg lehet
hatarozni, ennek az egyik oka a sokasag alacsony dimenzidészama, a masik pedig, hogy
ezen a sokasdgon minden K/ monoton metrika felirhaté

@ f_ 1
Ky = T2 (4.294)
2
T
(I+7r)f (i_w)
@.f r?sin%6

R =

alakban, ahol az Mj sokasidg gombi paraméterezését hasznéltuk, és a koordindtdk
(r, 9, ) sorrendjét rogzitettiik.

Mig a klasszikus esetben a P,, tér térfogata egy jol meghatarozott véges mennyisé
volt (14sd a 2.9. tételt), az M; sokasag térfogatdt alapvetSen befolyésolja az f € f[(()sgé]
fiiggvény. A sokasdg térfogatdat az invaridns stiriségfiiggvénynek a sokasagon vett

integraljaként kapjuk a jelen esetben

1 T 2 2Si1'119
V:/ / / ! dodddr 4.295
o Jo Jo (1+r)‘/1—r2_f (%) ¥ ( )
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At=1=

5 valtozdcsere és két integral kiszamoldsa utan a

Voo [ G;DZ i 4290

kifejezés adédik. Ezen formula alapjan az M3 sokasdg térfogata az aldbbiak szerint
(S n)

alakul az f € F, 10,5¢] fiiggvénytol fiiggden.
fon(z) : Vom = 7° (4.297)
fra(z) Via =00
frm(z) : Vim = 272
fri () : Vi1 = 87
foi(x) : Vb1 = o0

arCtan\/ +arctan \/— '/T«/q—q2
(1 —2¢)%\/q

fDI (I) . VDI =27

fWY(iU) : Vivy = 47T(7T — 2)

(A t6bbi specidlis operdatormonoton fiiggvényre az integralds nehezen végezhetd el,
illetve csak egyéb transzcendens fliggvényekre vezethet6 vissza.)

Adott 0 < ¢ < 1 paraméter esetén jelolje Séc) a hdromdimenziés euklideszi térben
1év6 origd koriili ¢ sugari gombfelszint. Az

P15 = My (e.9) = (e 0. 9) (4.298)
identikus leképezés bedgyazas, vagyis az Séc) halmaz részsokasdga az My térnek. Az

i bedgyazas éltal indukalt i* K(®/ Riemann-metrika az Séc) sokasdgon a

7a2

I = '

(K ) T/ () (4.299)
5

.*K(g)yf by = T s 9

N ey (=

alakban frhaté fel, ahol a (1, ¢) koordinatazéast hasznaljuk az Séc) sokasagon. Megalla-
pithatjuk, hogy az i* K®/ metrika megegyezik a haromdimenziés euklideszi tér &ltal
indukalt Riemann-metrika pozitiv szdmszorosaval az S5° sokasdgon. Az S{” halmazon
a geodetikusok a fékorok.
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Az Sgc) részsokasagon a metrika megegyezik a gémbfelszin metrikdjanak szamszoro-
séval, ezért szimmetria okokbdl az (M3, K)f) tér geodetikusainak a vizsgélatat elég
a v = § stkon elvégezni.

4.15. Tétel. Az (M, K@) Riemann-sokasdg esetén a

ViR = Mt (t) = <r(z€), g gp(t)) (4.300)

gorbe pontosan akkor geodetikus, ha

& r(t) . {dr(t)r_ r(L=r) ((2+3r+)f (1) +2rf (1)) {dsﬁ(t)rzo
1— 2

dt? dt 2(147)2f2 (152) dt
(4.301)
Polt) @43+ () + 20" (15) de(t) dr(t) _
dt? r(147)2f2 (355) dt dt
teljesil.

A tételben szerepld differencidlegyenletrendszer megoldasa tetszéleges f € ]:[(OS;)]

fliggvény esetén nem ismert. A sugdriranyu geodetikusokat azonban meg lehet
hatarozni. A tételben szerepld egyenletrendszernek ugyanis egy megoldasa a

V03] SME () = (sint, Vo, 20) (4.302)

fiiggvény, alkalmas ¥y és  paraméter esetén. Ezek alapjan az (Mg, K?7) térben a
legkevertebb allapot kériili R (0 < R < T) sugari nyilt gombét a

Sp(R) ={(r,9,9) e M3 | 0<r<sinR} (4.303)

halmaz adja meg, ahol D jeldli a legkevertebb allapotot. Ez a halmaz az euklideszi
térben 1év6 sin R sugaru nyilt gomb.

4.16. Tétel. Az (M3, K@) Riemann-sokasdg D legkevertebb dllapota kériili R (0 <
R < %) sugari gomb térfogata

2

V(Sp(R)) = 4n / (e =y

dr (4.304)
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melynek R szerinti sorfejtése az aldabbi.

V(R) - 4%33 [1 14 65f”(1)R2 L2 30fW(1) + 15%;(1) + 180(f”(1))2R4+
(4.305)
b ey L Iy a2 - e
# (g g 1O+ T AP = O
IO + IO = W) 8+ o)

A tételben szerepld sorfejtés és a 2.14.  tétel szerint az (M7, K) sokasig
skalargorbiilete a legkevertebb allapotban

Scal(D) = 64 36f"(1) , (4.306)

osszhangban a 4.12. tétellel.

Az (MF, K@) sokasidgban a D +# D Allapot korilli R sugard goémb meg-
hatarozasdhoz ismerni kellene a 2.17. definiciéval értelmezett D ponthoz tartozéd
exponencialis leképezést. Ez azonban &ltalaban nem lehetséges, mert a D pontbdl
indulé geodetikusokat nem ismerjiik.

4.3. Példa. Tekintsiik az (M7, K®) Riemann-sokasig

o

pontjat. Ezt a pontot az (ro,%,O) paraméterekkel jellemezhetjiik, ahol ry = % A
v = (a,b,0) € TpMj3 érintévektorra ekkor

CL2 b27’2

- 1—7‘2+ 1-m
0 (1+T0)f(1+r8>

NI =

) e MJ (4.307)

= N

K2 (v,v) (4.308)

teljesiil.
Minden « € [0, 27| paraméterre jeldlje v, azt a geodetikust, melyre 7,(0) = D és
Ya(0) = (a,b,0) teljesiil, ahol

. 1—rp\cosa
a=4/1—r¢sina b:\/(1+ro)f<1+r2) . (4.309)

Ekkor megfeleléen kicsi R paraméterek esetén a

Sp(R) = {1a(t) | acl0,2r], 0<t<R} (4.310)
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tartomany a D &llapot koriili R sugaru nyilt gomb lesz.

Az alabbi abrakon lathatd, hogy az fsum, fra, fxm, fx1, fke figgvények esetén hogy
néz ki a D pont koriili R = 0.7 illetve R = 0.3 sugartu nyilt gomb vy = 7 sikbeli
metszete, numerikus szimuldcidk alapjan. (A kék hattér az dllapottér kiterjedését
mutatja az x,y sikon, a piros tartomany pedig a zold pont korili R sugaru nyilt
goémbdot. )

SM : R=0.3

LA:R=0.3
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Figyelem: a Kubo—Mori-metrikandal az egyik sugdr nem 0.7, hanem 0.5 !

KM :R=0.3

KM : R=0.5

|
=

|
o
(4]
o
o
(&)1
e

K1:R=0.3
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K2:R=0.3
K2 :R=0.7

0.5

—0.5

_17 T T T T T
-1 -05 0 0.5 1 03 04 05 06 07

Az imént definialt, illetve az dbrakon is bemutatott Sp(R) tartomanyok térfogatédnak
‘ . . ’ . (Sm) g .
a meghatarozasa nem ismert altalanos f € .7-"[0 ] fiiggvényre.

9

Az (MF, K®f) Riemann-sokasdg D € M3 pontja koriili R sugari nyilt gémb
térfogatanak R szerinti sorfejtését meghatarozhatjuk a 2.14. tétel segitségével. Alta-
ldnos K@/ monoton metrika esetén a 2.3. részben bevezetett differencidlgeometriai
segédmennyiségeket meglehetésen nehéz meghatdrozni. (A Ricci-gorbiiletet illetve a

skalargorbiiletet a 4.3. részben megadtuk altalanos f € .7-'[(08;)] fiiggvényre.)

A tovabbiakban megmutatjuk, hogyan alakul a térfogat sugar szerinti sorfejtése
specidlis operatormonoton fiiggvények esetén.

A legkisebb metrika esetén minden D € M7 4llapotra ugyantigy néz ki az allapot
koriili R sugart gomb térfogatanak az R szerinti sorfejtése, nevezetesen
_ AnR? 2

_1 2 e 4_L 6 8
V(Sn(R)) = =5 (1 SR+ R — SR+ O(RY) (4.311)

teljesiil.

A legnagyobb metrika esetén tegyiik fel, hogy a kiszemelt D € M3 allapot az Sér)
gombhéjon fekszik. Ekkor

47TR3(1 1 6—r? 2, | 3rt + 501 + 225
3 15 1—1r2 1575 (1 —r2)2

V(Sp(R)) = R*+ (4.312)

N 1 % — 84r* — 238012 — 2170
33075 (1—7r2)3

R® + O(RS))
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teljesiil. A sorfejtésben a zardjelben R?* egyiitthatéjaként megjelend ay(r) fiiggvénye-
ket az alabbi abra szemlélteti, k = 1,2, 3 esetre. Az ay, ay és as fliggvény a piros, zold
és kék szinnel van abrazolva.

SM
07
o.e—f
05
04
o.3—f
o.z—f

0.1

0 01 02 03 04 05 06 07
r

A térfogat sorfejtését a legkevertebb édllapot koriil a

B AT R?
-3

2 17 62
1+ 2p2y —pay 22
< T T 05" T s

RS+ O(RS)) (4.313)

kifejezés adja meg.

A Kubo-Mori-metrika esetén tetszbleges D € M7 allapot koriil meghatérozhaté
a sorfejtés pontos alakja, azonban mar bonyolultabb kifejezés adodik eredménytl. A
t = 17 valtozo segitségével

1—
1+
4412 —t+1)log®t +2(1 — t4) logt + (1 — t2)?

= 4314
o (r) 60(1 — )2 log? ¢ (4.314)

1
©12600£2(1 — t)4log* t

s (r) <8t2(t4 _ 953 — 92212 — 95t + 1) log*t—  (4.315)

— (1 —3)(27t% — 62t° + T7t* + 172t + 77#* — 62t + 27) log® t—
—2(1 — 2)?(17¢* — 23t> — 23t + 17) log® t—

—16(1 — £2)3(3t2 — 2t + 3) log t — 35(1 — t2)4)
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1
~8467200£3(1 — )6 log® ¢

as(r) = (16t3(64t6 + 150785 + 7020¢4+ (4.316)

+ 10594¢> + 7020t + 1507t + 64) log® t-+
+ 8(1 — ¢%)(225¢" — 7741 + 732t + 47217 + 3691¢°+
+ 8780t° + 3691t* + 47213 + 732t — 774t + 225) log® t+
+ (1 — %)%(2739t® — 8844t" + 8808t° — 5732t°—
— 23126t* — 5732t 4 8808t? — 8844t + 2739) log* t+
+8(1 — t%)3(709t° — 2003¢° 4 1923t* + 246t + 1923t — 2003t 4 709) log® t+
+4(1 — t%)*(2479t* — 5378t> + 3974t* — 5378t + 2479) log” t+

£ 56(1 — 12)5(211¢% — 266t + 211) log ¢ + 6944(1 — t2)6>

adodik. Az el6z6 modszerhez hasonléan abrazoljuk a sorfejtésben szereplé aq, as és as
fiiggvényt.

0.08*: KM
0.07%
0.06%
0.05;
0.045
0.03;
0.025

0.011

0 0.2 0.4 0.6 0.8
r

A legkevertebb dllapotban a térfogat sorfejtése

4T R3 1 2
V(Sp(R)) = — (1 + ER4 + %RG + O(RS)) (4.317)

lesz.
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A K1 metrika esetén az ()12 fliggvényeket egyszertibben ki tudjuk fejezni, ha
=" jeldlést. Ekkor

bevezetjiikk a t =

(1—t)((1+t)logt — (1 —1t))

- 4.318
() 15t log? t (4.318)
1 —t2)(3t% 4 4t log®t + (1 +t)%(31¢% — 26t + 31) log® t
QQ(T):_9( )(3t* + 4t + 3) log” t + ( 4; )°(3 6t + 31) log © o (4319)
63002 log™ ¢
N 2(1 — %) (13t + 46t + 13) logt + 48(1 — t)*(£2 +t + 1)
6300¢2 log* ¢
as(r) = ! (—60(1 — 1?)(15t* 4 30> + 32¢* + 15) log” t+  (4.320)
211680013 log® ¢

+ 3(1 +1)*(457t* — 68t + 8212 — 68t + 457) log” t+

+2(1 — t2)(781t* 4 22861 + 2674t* 4 2286t + 781) log® t+
+ (1 +)%(3137¢* + 2320¢* + 606t + 2320t + 3137) log” t+
+288(1 — ¢)(1 +t)3(17t* + 6t + 17) log t

+1024(1 — £)2(8 + £+ 1) (42 + 7t + 4))

teljesiil. Az aq, as és ag fiiggvények viselkedése az alabbi abran lathato.
K1
0.35

o.3—f
o.25—f
02
0.155
01]

0.05 -

0 01 02 03 04 05 06 07 08
r
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A legkevertebb allapotban a térfogat sorfejtése

Am R3 1 1 4
V(Sp(R)) = 73 (1 + gR2 + ﬁR“ + %RG + O(R8)> (4.321)

lesz.

A K2 metrika esetén az (a;);—123 fliggvények az el6zé kifejezéseknél jéval bonyo-
lultabbak lesznek, ezért csak az aldbbi abran mutatjuk be viselkedésiiket.

K2

0.8
0.6
0.4

0.2

0 01 02 03 04 05 06 07 08
r

A legkevertebb allapotban a térfogat sorfejtése

4 R3 3 83 103
V(Sp(R)) = ”3 (1 + ER2 + %R“ + @Rf’ + O(R8)> (4.322)

lesz.

A P1 metrikacsaldd esetén az (o );—123 fiiggvények egyik véltozéja az r, a masik
pedig az a paraméter. Ezen fliggvények bonyolultsigara jellemzd, hogy példaul az
az figgvény ,legoptimalisabb” alakjaban is majdnem 500 tagot kell 0sszeadni. Az
el6z6 abrazolasi mddszereket meghagyva (a;—piros, ap zold és as kék) mutatjuk be az
(0;)iz123 fliggvények viselkedését az r illetve az o paramétertdl fliggben.
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0.3
0.2
alpha 0.1

A legkevertebb allapotban a térfogat sorfejtése

4n R 141207 ,  240a* + 36002 + 31
V(Sp(R)) = ”3 <1+ +1OO‘R2+ c +8400‘ TRy (4.323)

+4480z6 + 2800a* + 2548a% + 173

6 8
15120 F'+O(R )>

lesz.

A P2 metrikacsaldd esetén az (o;);—1 23 fliggvények egyik véltozéja r, a mésik pedig
a (0 paraméter. Fzen esetben az aj fliggvénynek a ,.legoptimélisabb felirasa” is 2363
segédvaltozd bevezetését igényli, és 8798 tag Osszegeként allithatd eld. Ilyen mértéki
bonyolultsag esetén azonban nagyon megné a numerikus szdamitasokbdl adédo hiba,
ezért ezt a fliggvényt nem is abrazoljuk. Az «; illetve ay fliggvény az alabbi abrakon
lathato6 (piros, illetve zold szinnel).

P2
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A legkevertebb allapotban a térfogat sorfejtése

_ ArR® <1+62—6R2+264—4ﬂ3+6ﬁ2—46+1
5 105

R*+ O(R6)>

(4.324)
lesz.

A D1 metrikacsaldd esetén az (o )i—1 2,3 fliggvények egyik valtozdja r, a masik pedig
a q paraméter. Az (a;);=1 23 fliggvények viselkedését az alabbi dbra mutatja.

D1

A legkevertebb allapotban a térfogat sorfejtése

R*~ (4.325)

_ AT R3 - 12¢% — 12q—|—1R2_ 60¢® — 60q — 2
5! 105

252¢2 — 252¢ + 1
945

RO+ O(RS))

lesz.
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A DI metrikacsaldd esetén az (o;);—123 fiiggvények egyik véltozdja az r, a mésik
pedig az ¢ paraméter. Ebben az esetben, bizonyos ¢ paraméterek esetén az (o )i—1.2,3
fiiggvények nem szigorian monoton novéd fliggvényei r-nek. A kétparaméteres
(0v;)iz1,2,3 fuggvények viselkedését az alabbi abrdk mutatjak.

DI
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A ¢ = 5 paraméter esetén az (;);—1,2,3 fiiggvények nem szigorian monoton névéek
az alabbi abra szerint.

0.3 DI:g=0.1

0.2

0.1

0]
~0.1-

-0.21

-0.3-
A legkevertebb dllapotban a térfogat sorfejtése

_ 720g* — 1440¢* + 960¢° — 240q + 17 1,

ArR? 12> = 12¢+2 ,
i — 1 N
V(Sp(R) == ( + A 105
(4.326)
201600 — 604804° 44032043 4+ 11592¢% — 1512 2
~201604° — 60480g° + 70560 94503 0g® + 115924 — 1512q + 6 R6+O(R8))

lesz.

Nagyobb n értékre meglehetésen nehéz a fenti vizsgalatok elvégzése, ugyanis
a sorfejtésben szerepld0 mennyiségek kiszamitasahoz olykor tizszeres szummat kell
kiszdmolni, ahol mindegyik futéindex egytsl a tér dimenzidszdmdig megy. Igy a
miiveletek szdma legalabb (n? — 1)!°. Becslések szerint az n = 2-r6l attérni az n = 3
esetre kb 18.000-szer hosszabb gépidot igényel.
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Jelolésgyujtemény

Jelolés: Rovid leiras: Oldalszam:
> fliggvények kozotti ekvivalenciarelacié 108
~ fiiggvények kozotti ekvivalenciarelacié 115
< majoralas relacidja 27, 89
[, -] vektormezok kommutatora 35
() Hilbert—Schmidt skaldrszorzés 58, 94
ol fiiggvények kozotti relacid 101
\Y kovaridns derivalas 37
v a-kovarians derivéalas 38
r Christoffel-szimb6lum 37
K Markov-féle magfiiggvény 12
01,09,03 Pauli-matrixok 88
o Ji variancidja 174
o(H) a H mennyiség szorasa 87
cy Cencov—Morozova-fél fliggvény 96
Dy Csiszar-féle relativ entrépia 23
Dxy, Dy, Dz,
D, Dy, Dya, relativ entropiak 22,23
Dy, D, Diw
dBures(D1, D2) allapotok Bures-tavolsaga 119
dy(D1, D7) allapotok g-geodetikus tévolsiga 119
d(p,q) a p és q eloszlas tavolsaga 76
Ey(0) véarhat6 érték 13
E(H) a H mennyiség varhaté érték 87
E, elfogadhat6é metrikdk 164
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JELOLESGYUJTEMENY
Jelolés: Rovid lefras: Oldalszam:
E,, p n-edik momentuma 174
exp,, exponencialis leképezés 44
fg:?g;) } operatormonoton fliggvények halmazai 95, 96
A az f fliggvény transzponaltja 95, 113
ft az f fliggvény dudlisa 95, 113
frg a g metrika visszahuzottja 50
fap derivalt leképezés 50
e e o
fp2, fwyp, fwy, operatormonoton fliggvények 99, 178, 179
Feas 150 F50
fDZ;?x)n
g%’)’éfgs’;) } Radon-mértékek halmaza 95, 96
g® Fisher-féle informécids matrix 9, 56
H(,") relativ entrépia 112
Hy(-,-) g-relativ entrépia 113
HEm) a g-relativ entrépia szimmetrizéltja 114
Hgni, Hip—1)2, Hiog  relativ entropiak 117, 118
]];190 kvantummechanikai Fisher-informécié 105
K’Eg)’%‘;)n) } operatorkonvex fiiggvények halmaza 113
K9 a g altal generdlt metrika 115
Kgl)’f az f altal generalt monoton metrika 95
L,.p,Rnp balrél illetve jobbrol szorzas operatora 94
l,(a,b) a 7y gorbe ivhossza 41
M, az allapottér érintotere 93
M dllapottér 86
M az M tér bévitése 122
M;F pozitiv definit matrixok 55
M, az M tér bévitése 78



JELOLESGYUJTEMENY 207
Jelolés: Rovid leiras: Oldalszam:
(M, V) differencialgeometria 37
(M, A) differencidlhat6 sokaség 32
(M, g) Riemann-sokasig 36

my, i varhato értéke 174
My, My m-mennyiségek 58, b1,
6> T yisee 100, 124
n:N—TM normalvektormezd 53
P, diszkrét eloszlasok halmaza 32
|| Ric[|?, || R||, Ric,
A Scal, ||V Ric |2,
(A Ric, Ric),
2 2 :
Hvs‘é‘é ||Sé;3§lva(§%(:iil)7 Ric), gorbiileti invaridnsok 46, 47
(Ric ® Ric, R), (Ric, R),
R, R, |VR|?,
(AR, R)
o Gibbs-féle eloszlés 19
R, Gibbs-allapot 89
R(X,Y)Z gorbiileti tenzor 38
Ric Ricci-féle gorbiileti tenzor 39
S(D) Neumann-féle entrépia 88
S(f) az [ eloszlds entrépidja 14
S(X,Y) M — R fuggvény 53
Scal skalargorbiilet 41
P a P, tér bbvitése 52
TM érintonyaldb 34
T,M p pontbeli érintétér 33
TEM; az allapottér érintéterének altere 107
TEM az allapottér érintéterének altere 107
V() variancia 13
Vg;)’f f-variancia a Dy pontban 106
V(U) az U tartomény térfogata 42
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Targymutatdé

-
kovarians derivalas, 38
relativ entrépia, 23

ivhossz, 41

allapot, 86
Gibbs, 89
kevert, 86
legkevertebb, 89
tiszta, 86

allapottér
n-dimenziés, 86
komplex, 86
valos, 86

altalanositott
divergencia, 22
kontrasztfiiggvény, 22

atmenetvaldszintiség, 12

érint6
nyalab, 34
tér, 33

affinosszefiiggs sokasag, 37

beagyazas, 50

becslés, 13, 106
f-variancigja, 106
torzitatlan, 106

Bhattacharyya-féle relativ entrépia, 23,

7

Boltzmann

~-féle transzportegyenlet, 15

allando, 18
entropia, 15
Bures-metrika, 101

Cencov—-Morozova-féle fiiggvény, 96

Christoffel-szimbélum, 37
Cramer—Rao-tétel, 13, 107
Csiszar-féle divergencia, 24

209

derivécié, 33

derivalt leképezés, 50

differencidlgeometria, 37
lapos, 38
torzidmentes, 37

differencialhaté
fliggvény, 33
sokasag, 32

diszkrét
eloszlas, 32

diszkrét eloszlas, 77

divergencia, 25
a-~, 23
altalanositott, 22
Bhattacharyya-féle, 23, 77
Csiszar-féle, 24
dualis, 25
haromszog, 23
harmonikus, 23
Hellinger-féle, 22
Jeffreys-féle, 23
Kullback—Liebler-féle, 22
Lin-Wong-féle, 23
példak, 22
sorfejtése, 24

dualis divergencia, 25

Einstein-féle irasmaod, 36
elégséges statisztika, 11
elfogadhato
monoton metrika, 164
eloszlas
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