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1. Bevezetés

A telekommunikaciés hélézatok tervezési és tizemeltetési kérdései napjaink egyik
dinamikusan fejlodé kutatasi tertiletét jelentik. Ezen problémak matematikai mo-
dellezése gyakran a grafelmélet eszkozeivel torténik megnovelve ezzel a hatékony
grafalgoritmusok jelentGsségét. A legtobb esetben azonban a kapott matematikai
modell tul komplex ahhoz, hogy optimélis megoldast remélhessiink, sokszor inkabb
egy szuboptimalis kozelité megoldas gyors megtalalasa a cél. A disszertdacidoban egy,
az optikai halézatok vilagabdl vett problémat tekintiink. Megalkotunk egy olyan
modellt, amely kiilonboz6 feszitéfa optimalizalasi problémakhoz vezet. F6 célunk,
hogy ezen probléméakra hatékony kozelité algoritmusokat adjunk, tovabba, hogy
megmutassuk, algoritmusaink mind elméleti mind gyakorlati szempontbdl vizsgalva
elegendden jé megoldasokat szolgaltatnak.

Matematikai modelljeink vizsgalata direkt kapcsolatot teremt a Hamilton utak
elméletével. Ezért a bemutatasra keriilo 11j eredmények az algoritmikus kérdéseken
tul elméleti jelentosséggel is birnak.

Forgalomiranyitas DWDM halézatokban

Az tgynevezett DWDM (Dense Wavelength Division Multiplezing) [26] technoldgidt
optikai halézatok savszélesség-novelésére hasznaljak. Lényege, hogy egyazon optikai
szalra kiillonbozé hullamhosszt optikai jeleket multiplexdlnak ezaltal téve lehetévé
tobb kapcsolat egyideju felépitését a szalon keresztill. A DWDM halézatokban
hasznalt kapcsold és forgalomiranyité eszkozoknek tudniuk kell kezelni ezt a faj-
ta multiplexaldast.

Tekintstink két alkalmazast, amelyek egy DWDM hélézaton keresztiil kommu-
nikalnak egymassal. Mindezt anélkiil teszik, hogy teljes egészében ismernék a ha-
l6zatban hasznélt protokollokat és atviteli technolégiakat. Kizardlag az alkalmazdsi
réteg segitségével kommunikdlnak. Fz a réteg kozvetleniil hasznalja a logikar halozats
réteg szolgaltatasait. Ez utébbi felel a kapcsolat logikai felépitéséért és kezeléséért,
illetve biztositja a hozzaférést az (elektronikus) fizikai réteghez ahol a jel tényleges
atvitele torténik. Ennek a rétegnek mar semmilyen informéciéja nincs arrdl, hogy az
atvitt elektronikus jel mely alkalmazasokhoz tartozik. A DWDM hélézatokban az
atvitel optikai jelek hasznalataval torténik az elektronikus fizikai réteg alatt taldlhato
optikai fizikai rétegben. Az elektronikus jelet a halézatba belépéskor optikai jellé,
majd a halézatbdl kilépéskor vissza kell konvertalni. A felvazolt modszer elonye,
hogy minden rétegnek kiilon felelossége van és ezaltal a sajat funkcionalitasat a
tobbi réteg részletes ismerete nélkiil képes elvégezni.

A transzparens DWDM halozatokban az optikai jelek tovabbitasat és forgalom-
iranyitasat csak az optikai réteget hasznalo eszkozok, optikai jelismétlok és optikai
forgalomiranyitok (OXC-k) végzik. A jelismétlék csupan tovabbitjdk a jelet annak
megvaltoztatasa nélkill. Az OXC-k ezzel szemben képesek kezelni a hullamhossz
konverzidkat és a multiplexalast, amelyek a forgalomiranyitashoz elengedhetetle-



nek. Sajnos azonban az alkalmazott technolégia bonyolultsaga és magas koltsége
egyelére nem teszi lehetévé az OXC-k tomeges alkalmazédsat. Egy olecsébb megoldas
lehet a forgalomiranyitast az eggyel feljebbi, elektronikus fizikai rétegben elvégezni
ugynevezett elektronikus forgalomirdnyitok (EXC-k) segitségével. Ekkor minden
egyes belsé csomépontban ahol forgalomiranyitast végziink, az optikai jelet elektro-
nikus jellé majd vissza kell alakitani. Ez késleltetést hoz a rendszerbe és a transz-
parencia elvesztésével jar.

Az EXC-ket is tartalmazé DWDM halézatokat opaque DWDM halézatoknak
nevezzilk jelezve, hogy az elektronikus konverzié miatt nem transzparensek. Ezek-
ben a halézatokban tehat a jelek tovabbitdsat optikai jelismétlok végzik (az optikai
rétegben), a forgalomiranyitds viszont EXC-k segitségével az elektronikus réteghen
torténik. A célunk olyan opaque DWDM hélézatot épiteni, ahol az alkalmazott
EXC-k szama minimalis.

Az altalunk tekintett halézattervezési probléma a kovetkezd. Adott egy ge-
rinchalozati infrastruktira, amely csomopontokbdl és az 6ket Osszekotd optikai sza-
lakbol all. Néhany csomépontot terminalként kezeliink, ezek kozott mertilnek fel
a halézatban az atviteli igények, melyek varhaté mennyiségét egy adott forga-
lommatrix irja le. A feladat annak meghatarozdsa, hogy mely csomépontokban
van sziikség forgalomirdnyitasra (és ezaltal egy-egy EXC-re) annak érdekében, hogy
az adott forgalmat le tudjuk bonyolitani. A kapott megoldas jésagat kilonbozo
koltségfiiggvények (vagy azok kombindcidja) alapjan értékelhetjiik. Ilyenek lehetnek
példaul a hasznalt eszkozok vagy linkek koltsége, a késleltetés, vagy akér a transzpa-
rencia elvesztése. Amennyiben Gsszetett koltségfiiggvénnyel van dolgunk egzakt ma-
tematikai megoldasok keresése helyett tipikusan valamilyen lagy szamitasi modszert
érdemes hasznalni. A szerzé tarsaival egy genetikus algoritmus alapu megkozelitést
mutat be példaként [C1].

A disszertacidoban egy egyszertibb megkozelitést kovetiink, nevezetesen a minima-
lizalandé koltségfiiggvény a felhasznalt EXC-k szdma. A modelliink szerint minden
csomopontnak kommunikélnia kell tudnia minden masikkal és nincs sziikség védelmi
utak kialakitasara. Ennek megfeleléen barmely pontpar kozott egy 1t 1étezését kove-
teljik meg.

A matematikai modelltiink grafokon alapul. A halézat csomépontjait egy G graf
csucsal reprezentaljak. A meglévé optikai szdlaknak a graf élei felelnek meg. A
kommunikécios utak kialakitasa a fentiek értelmében G egy T' feszitéfdjanak megke-
resését jelenti. Feltételezziik, hogy hullamhossz konverziéra és forgalomiranyitdsra
(tehat EXC-re) pontosan azokban a csomépontokban van sziikség, amelyek legalabb
harom maésik csomoéponttal dllnak kozvetlen kapcsolatban. A modelliinkben ez azt
jelenti, hogy minimalizalni szeretnénk a T feszitofa legalabb harmadfoku csticsainak
szamat [C4, C7]. Az 1. dbra arra mutat példat, hogy miként csokkenthet6 a hélézat
attervezésével a szitkséges EXC-k szdma.



1. dbra. Az EXC-k szamanak csokkentése a halézat tjratervezésével

Matematikai modell
Eloszor definialjuk az optimalizaldsi probléma fogalmat.

Definicié. [2] FEgy P optimalizalasi problémét egy (Ip,SOLp,mp,goaly) négyes
ir le, ahol

1. Ip jeloli P bemeneti példanyainak halmazdit;

2. SOLp egy olyan figgvény, amely minden x € Ip bemeneti példinyhoz annak
érvényes megoldasait rendeli;

3. mp a célfiggvény amely minden olyan (x,y) parra definidlt, melyre x € Ip és
y € SOLp(x). Minden ilyen parra mp(x,y) adja meg az y érvényes megoldds
értékét. Ezt az m-et minimalizdldsi problémdk esetén koltségfliggvénynek, ma-
ximalizdlasi problémak esetén pedig hasznossagfiiggvénynek is nevezzik;

4. goalp € {MIN,MAX} 7rja le, hogy P minimalizdldsi vagy mazimalizdldsi
probléma.

A feszitéfa optimalizaldsi problémdk esetében a feladat egy G Osszefiiggd graf
egy olyan T feszit6fajat megtalalni, amely minimalizdl vagy maximalizal egy adott
m(.) célfiggvényt. Altaldnos esetben megengedjiik, hogy G cstcsaihoz stlyok le-
gyenek rendelve, és hogy ezen stlyokat figyelembe vegyiik m(7T') kiszdmitésakor.
Példaként emlitjiik a MINIMALIS SULYU FESzITOFA [6, 19, 24], és a MINIMALIS
ATMERGIG FESZITOFA [14, 15] problémékat. A feszitéfa optimalizaldsi problémak
egy jo attekintését adja [27].

Egy feszitofa optimalizéldsi probléma fokszam alapi, ha m(T) kizardlag T fok-
szamaitdl fligg. Amennyiben G cstcsai stlyozottak, m(T) fligghet ezen siilyoktdl
is. Formalisan, ha dp(v) jeloli a v csics T-beli fokét, c(v) pedig a silyét, akkor
m(T) a (dr(v);c(v)) alaka paroktdl fiigghet. A disszertdciéban az olyan specialis
célfiiggvényeket vizsgaljuk, melyek a kovetkezé alakban allnak elo:

(@)=Y LY Helw)  dr) =1}, )
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valamely f;-re, ahol ¢(v) = 1 felel meg a stlyozatlan esetnek.

Jelolések és definiciok

A dolgozatban egy G = (V, E) graf alatt egy iranyitatlan egyszerii grafot értiink
V(G) = V cstcshalmazzal és F(G) = F élhalmazzal. A cstcsok szamat n = |V (G)|,
az élek szamét pedig m = |E(G)| jeloli. Amennyiben masként nem emlitjiik, a
dolgozatban szereplo grafokrol feltessziik, hogy Osszefiiggbek. Legyen X és Y két
részhalmaza V (G)-nek. Ekkor G[X| az X részhalmaz altal feszitett részgrafja G-nek,
compg(X) vagy comp(X) pedig G[X] komponenseinek szama.

A G graf egy T feszitéfaja G egy olyan kormentes Osszefiiggd részgrafja, amely
G minden csucsat tartalmazza. G éleit G-éleknek, T éleit T-éleknek vagy faéleknek,
E(G)\E(T) elemeit pedig nemfa-éleknek hivjuk. Egy u és egy v cstcs G-szomszédos,
ha fut koztitk G-él, illetve T'-szomszédos, ha fut koztiik T-él. Egy v cstics G-foka (T -
foka) a G-szomszédjainak (T-szomszédjainak) szama és dg(v)-vel (dr(v)-vel) jelolt.
Amikor az érthetéséget nem rontja, a G-t esetlegesen elhagyjuk ezen fogalmakbol és
jelolésekbol. A v cstcs szomszédainak halmazat N(v) jeloli. Amennyiben dg(v) =1
a v csucsot lelogd csticsnak nevezziik. A G grafban el6forduld legnagyobb fokszamot
A(G) vagy A jeloli. A G graf r-reguldris ha minden csticsanak foka r. Egy v
csucs levél, tovabbito csics, illetve eldgazds, ha fokszama 1, 2, illetve 3. A tovabbito
csucsok és elagazasok alkotjak a belsd csiucsok halmazat. T leveleinek halmazat
L(T), belsé cstucsainak halmazat pedig I(T) jeloli. Jelolje ml(G) azt a minimalis
szamot ahany levele G egy feszitéfajanak lehet. Egy X C V(@) cstcshalmaz G-
fiiggetlen (vagy fiiggetlen) ha nem feszit G-élet, és T'-fiiggetlen ha nem feszit T-élet.
Ez utébbi esetben természetesen X még feszithet G-élet. G legnagyobb fliggetlen
csticshalmazanak mérete o(G). Egy T feszitéfa levélfiiggetlen fa amennyiben leve-
lei G-fiiggetlenek. A levélfiiggetlen fak fontos szerepet kapnak a disszertacioban a
kozelité algoritmusok elemzésekor.

A graf egy olyan egyszerti utjat amely minden csticson pontosan egyszer megy
at Hamilton utnak nevezzilk. Egy ugyanezen tulajdonsaggal bird kor neve Hamil-
ton kor. A G graf felfiizheté amennyiben létezik benne Hamilton ut. K, jeloli
az n csucsu teljes gréfot, C), az n csicsu kort, K, ,, pedig az n; és ny méretii
osztalyokkal rendelkezd teljes paros gréfot. Specidlisan, a K3 graf neve karom.
Egy graf karommentes ha nem tartalmaz K 3-t feszitett részgrafként.

2. Kutatasi célok

A disszertaciéban bemutatott kutatast egyarant motivaljak a telekommunikéaciés
halozatok tervezési kérdései és kombinatorikai alkalmazasok. Célunk olyan ered-
mények elérése, amelyek mindkét teriileten felhasznalhatéak. Egyszerti 1épésekbol
felépiil6 hatékony kozelito algoritmusokat kerestink és bizonyitjuk a kozelitések josa-
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gat. Végiil néhany algoritmust a gyakorlatban is megvizsgalunk, véletlen grafokon
vett futasukat kielemezziik.

Kutatasunk egy része a grafok igynevezett vulnerabilitasi paramétereinek vizsga-
latara iranyul. Kapcsolatot mutatunk ezen paraméterek és a feszitofdk levélszama
tovabba a Hamilton utak elmélete kozott. A vulnerabilitdasi paraméterek fontos
szerepet kapnak a kozelité algoritmusaink elemzése soran is.

El6szor formalisan definialjuk a dolgozatban targyalt fokszam alapu feszitofa
optimalizalasi problémdakat melyek célfiiggvénye (1) alaku.

Probléma: MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA

Bemenet: Egy G Osszefiiggo iranyitatlan graf.

Cél: Talaljuk meg G egy olyan T feszitofajat amely minimalizalja a leg-
aldbb harmadfoku csticsok (eldgazasok) szamét, azaz a kovetkezo célfiiggvényt:
m(T) = [{v: dr(v) > 3}|.

Probléma: MINIMALIS LEVELSZAMU FESZITOFA

Bemenet: Egy G osszefiiggd iranyitatlan graf.

Cél: Talaljuk meg G egy olyan T feszitofajat amely minimalizédlja az
els6foki cstucsok (levelek) szamat, azaz a kovetkezd célfiiggvényt: m(7T) =

{v:dr(v) =1}

Probléma: MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA

Bemenet: Egy G Osszefiiggo iranyitatlan graf.

Cél: Taldljuk meg G egy olyan T feszitéfajat amely maximalizélja a leg-
aldbb masodfok csticsok (belsé csticsok) szamét, azaz a kovetkezo célfiiggvényt:
m(T) = [{v: dp(v) > 2}|.

Probléma: MAXIMALIS BELSOCSUCS-SULYU FESZITOFA

Bemenet: Egy G osszefiiggd irdnyitatlan graf cstcsain egy ¢ @ V(G) - Q
sulyfiiggvénnyel.

Cél: Taldljuk meg G egy olyan T feszit6fajat amely maximalizalja a legaldbb
masodfoki csticsok (bels6 csticsok) Osszsilyat, azaz a kovetkezd célfiggvényt:

m(T) = > {e(v) : dr(v) = 2}.

Vegyiik észre, hogy ezen problémdak a HAMILTON UT probléma dltaldnositott ese-
teinek tekinthetok és ezért NP-nehezek. fgy célunk a kozelithet6ségi tulajdonsagaik
felderitése. A disszertacidban hatékony kozelité algoritmusokat mutatunk be, illetve
néhany negativ approximélhatésagi eredményt is adunk.

A MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA probléma esetében megmutatjuk,
hogy nem létezik dltalanos grafokra is alkalmazhat6 hatékony approximacié. Ezutéan
egy specialis grafosztalyra, az egyenletesen slirii grafokra mutatunk egy kozelito
algoritmust, amely persze tetszoleges grafra is alkalmazhaté heurisztikusan. Egy
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méasik, a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA problémat megoldé heuriszti-
ka alapja lehet az a megfigyelés, hogy az elséfokt cstiicsok szaméanak csokkentése a
legtobb esetben csokkenti az eldagazdsok szamat is. Ez indokolja egyéb fokszam alapu
feszitéfa optimalizéldsi problémdk vizsgdlatdt is. Elséként tekintjik a MINIMALIS
LEVELSZAMU FESZITOFA problémét. Lu és Ravi [20] beldttdk, hogy a P#£NP fel-
tevés mellett erre a problémara nem létezik konstans approximacié. Azonban a
célfiiggvény komplementalasaval, amikor tehat a nem-levelek (bels6 csticsok) szamat
szeretnénk maximalizalni és nem a levelek szamat minimalizélni, jél kozelitheto
problémét kapunk: a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA probléméra
tobb hatékony kozelité algoritmust is bemutatunk. Ezek az algoritmusok heuriszti-
kaként alkalmazhatéak a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA és a MINIMALIS
LEVELSZAMU FESZITOFA problémdkra is.

Tovabbi célunk a grafok vulnerabilitasi paramétereivel kapcsolatos eredmények
bemutatasa. FEzek a paraméterek azt mérik, mennyi kart tudunk okozni egy graf
szerkezetében néhany , fontos” részének eltavolitasaval. Kapcsolatban allnak a Ha-
milton utak elméletével és, amint a dolgozatban megmutatjuk, a feszitofak levélsza-
maval is.

3. A kutatasi moédszerek és eredmények attekintése

A dolgozatban tobb fokszam alapu feszitofa optimalizaldsi problémat is megvizsga-
lunk, melyek valamennyien a HAMILTON UT probléma &ltaldnositdsai. Eredménye-
inket négy téziscsoportba rendeztiik.

1. téziscsoport: A 3. fejezet a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESzZITOFA
problémat targyalja. Ismertetiink mind pozitiv mind negativ approximécios ered-
ményeket. Egyrészt bemutatjuk a MinBST algoritmust, amely minden egyenlete-
sen stirti grafban (igy hivunk egy gréafot, ha minden fokszama legaldbb cn vala-

mely ¢ konstansra) taldl egy legfeljebb 3 {log% n—‘ + 1 darab elagazast tartalmazo

feszitofat, lasd 3.3.1 tétel. Masrészt adunk egy approximéacios faktor megérzo re-
dukciét a MINIMALIS HALMAZFEDES problémérdl a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU
FESZITOFA problémdra és ezaltal beldtjuk, hogy ez utébbira nem adhaté Q(logn)-
nél jobb kozelités ha P#£NP. A 3. fejezetben bemutatott eredményeket eredetileg a
[C4] publikacié tartalmazza.

2. téziscsoport: A 4. fejezet bemutatja azon eredményeinket, melyek a
feszitofak levélszamanak és két vulnerabilitasi paraméternek, a scattering szamnak
[17, 28] és a vagds-aszimmetridnak (4.3.1 definicid) a kapcsolatardl szélnak. Ezen
eredmények egy részét felhaszndljuk az 5. fejezetben a MAXIMALIS BELSOCSUCS-
SZAMU FESZITOFA problémdra adott kozelité algoritmusok elemzésekor. A 4.1.
szakaszban altalanositjuk a Hamilton utak létezésére vonatkozoé jél ismert sziikséges
feltételt és belatjuk, hogy egy G graf minden feszitofajanak legalabb eggyel tobb
levele van, mint a graf sc(G) scattering szama (4.1.5 tétel). Amennyiben a graf
maga is egy fa, a scattering szamanak segitségével felsé korlatot is adhatunk a leve-



leinek szdmara (4.1.7 tétel). A 4.3. szakaszban elészor bemutatjuk a G graf ca(G)
vagas-aszimmetridjanak néhany alapveto tulajdonsagat. Nevezetesen belatjuk, hogy
ca(G) = 0 pontosan akkor ha G teljes graf vagy kor (4.3.2 tétel), illetve, hogy
a ca(G) < 1 elégséges feltétele egy G-beli Hamilton ut létezésének (4.3.6 tétel).
Sajnalatos moédon egy Hamilton uttal rendelkezo graf vagés-aszimmetridja ennél
joval nagyobb is lehet (4.3.7 tétel). A 4.3. szakaszban definidljuk a G graf 1i(G)
levélfiiggetlenségét is mint az a legnagyobb szam, amekkora fiiggetlen halmazt ta-
lalhatunk G egy feszitofajanak levelei kozott. Ez tulajdonképpen egy alternativ
definiciéja lehet a vagds-aszimmetridnak, hiszen minden G gréfra igaz, hogy li(G) =
ca(G) + 1 (4.3.10 tétel). A 4.3.13 kovetkezmény megmutatja, hogy a levélfiigget-
lenség és a minimalis 0sszefiiggd lefogd csticshalmaz méretének Gsszege éppen n, ez-
zel bizonyitva, hogy mind a vagas-aszimmetria, mind a levélfiiggetlenség kiszamitasa
NP-nehéz probléma (4.3.14 tétel). A 4. fejezetben bemutatott eredményeket erede-
tileg a [J3], a [J4], és a [C5] publikacidk tartalmazzak.

3. téziscsoport: Az 5. fejezet a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA
problémat targyalja. El6szor bemutatjuk az ILST algoritmust, amely egy olyan
feszitofat szolgdltat, melynek levelei fiiggetlenek. Ezutan belatjuk, hogy egy ilyen
tulajdonsiggal rendelkezd feszitéfa mindig 2-approximdciot jelent a MAXIMALIS
BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA probléméra (5.2.2 tétel). Az 5.2. szakaszban hdrom
kiilonb6zo bizonyitasat is megadjuk ennek az allitasnak: az elsé egy direkt bi-
zonyitas, a masodik a 4. fejezet eredményeit hasznalja, a harmadik pedig a linearis
programozas egy primal-dual maédszerén alapul. Az ILST algoritmust tovabb fi-
nomitva kapjuk az RDFS algoritmust, amely 3/2-kozelitést ad karommentes grafokra
(5.4.2 tétel) és 6/5-kozelitést ad 3-reguldris grafokra (5.4.4 tétel). Az 5.5. sza-
kaszban bemutatjuk a LOST algoritmust, és a fent emlitett primal-dual modszer
tovabbfejlesztésével beldtjuk, hogy 7/4-kozelitést ad a MAXIMALIS BELSOCSUCS-
SZAMU FESZITOFA probléméra lelégd csiicsot nem tartalmazé grafokban (5.5.2 tétel).
Az 5.6 szakaszban a sulyozott cstcsok esetét, a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SULYU
FESZITOFA probléméat tekintjik 4t. Ismertetjik a WLOST algoritmust, amely
lelégd cstcsokkal nem rendelkezé grafokban (2A — 3)-kozelitést ad (5.6.2 tétel).
Ennek az algoritmusnak a tovabbfejlesztésével nyerjik az RWLOST algoritmust,
amely 2-kozelitést ad lelogd csicsokkal nem rendelkez6 karommentes grafokban
(5.6.6 tétel). Az 5.7. szakaszban az eddigiektdl eltéré nézépontbdl vizsgaljuk a
MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problémét: ahelyett, hogy egy kevés
levelii feszitofat keresnénk, egy fix ¢ szamhoz kerestink egy olyan legfeljebb ¢ leveli
részfat, amely az input graf lehet6 legtobb cstucsat tartalmazza. Ez a megkozelités
a LEGHOSSZABB UT probléma éltalanositdsénak tekinthetd (5.7.4 tétel). Az 5.8.
szakaszban belatjuk, hogy ha egy n csicsi karommentes graf minden (g 4 1)-elemf
fliggetlen csucshalmazanak fokszamosszege legalabb n — ¢, akkor a grafnak van leg-
feljebb ¢ leveli feszitéfaja (5.8.1 tétel). Az 5. fejezetben bemutatott eredményeket
eredetileg a [C4], a [C6], a [J3], a [J4], és a [J5] publikicidk tartalmazzak.

4. téziscsoport: Az 5.9. szakasz bemutatja a dolgozatban targyalt néhany
algoritmus gyakorlati vizsgalatat. Véletlen grafokon vett futdsok eredményeit vizs-
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galva hasonlitjuk 6ssze a kiillonboz6 bejaro algoritmusok altal adott feszitéfakat.

4. Ijj kutatasi eredmények

1. téziscsoport: Minimalis Elagazasszamu Feszitofa probléma

A 3. fejezetben a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESzZITOFA problémaét vizsgaljuk,
amely arrdl szol, hogy egy G input grafnak keressiik azt a T feszitéfdjat, amely-
ben az elagazasok szama minimalis G Osszes feszitéfdja koziill. Az eldgazas nélkiili
feszitofak (ha léteznek ilyenek) éppen G Hamilton utjai, ezért a probléméara nem
remélhetiink egzakt polinom idejii megoldast. fgy kutatdsainkat a kozelithetoségi
tulajdonsigok feltérképezésére osszpontositjuk. A MINIMALIS ELAGAZASSZAMU
FESZITOFA problémét elszor Gargano és tdrsai vizsgaltdk [11]. Beldttdk, hogy
NP-teljes annak eldontése, hogy valamely fix k-ra 1étezik-e legfeljebb k elagazast
tartalmazo feszit6fdja az adott grafnak. Késébb egy algoritmust is adtak [10] amely
megtaldl egy egyetlen eldgazdassal rendelkezd feszitéfat (tgynevezett feszitépdkot)
amennyiben a G input graf minden 3-elemi fiiggetlen csticshalmazaban a fokszam-
Osszeg legalabb |V (G)| — 1. A péaros input grafok esetét [9] targyalja. Flandrin és
tarsai olyan feszitopok létezését vizsgdltak, melynek egyetlen elagazasa a G graf egy
elére rogzitett csicsa [8]. Megmutatték, hogy ilyen mindig taldlhatd, amennyiben
G-ben a minimalis és a maximalis fokszam Gsszege legalabb |V (G)].

A bemutatott negativ kozelithetségi eredmény a MINIMALIS HALMAZFEDES
probléman és annak approximéciés faktor megérzé visszavezetésén alapul. Idézziik
fel a kovetkez6 definiciét [16]:

Probléma: MINIMALIS HALMAZFEDES
Bemenet: Egy S alaphalmaz és részhalmazainak egy ¥ = {Sj}jzl halmaza.

Cél: Megtalalni ¥ részhalmazainak minimalis szamu olyan részhalmazat, me-
lyek unidja lefedi a teljes S alaphalmazt.

Alon és térsai belattdk [1], hogy a MINIMALIS HALMAZFEDES probléma nem
approximalhaté jobban (ha P#NP) mint a kovetkezé multiplikativ faktor: 2 (log|S]).
Azaz a MINIMALIS HALMAZFEDES probléma nem APX-beli. (Az APX a konstans
faktorral approximélhaté problémék osztélya.) Ezen eredmények alapjan a dolgo-
zatban bemutatott visszavezetés kovetkezménye az alabbi tézis:

1.1. Tézis. [C4] A MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA probléma
nem APX-beli. Tovabbd a P#NP feltevés mellett nem approzimdalhato
jobban mint a kévetkezd multiplikativ faktor: Q (log |V (G)]).

A dolgozatban bemutatunk egy, a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU FESZITOFA
problémara vonatkozd pozitiv kozelithetéségi eredményt. Bevezetjiik a MinBST
algoritmust, amely els6ként eléri a O(logn) kozelité faktort minden olyan n cstcsu
nem felfizhet6 grafra melynek fokszamai 2(n) nagysagrendiiek.
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1.2. Tézis. [C4] Legyen G egy n csiucsim €li dsszefiiggd grdaf. Amennyi-
ben G minden csicsdnak foka legalabb cn (valamilyen ¢ konstansra),
akkor a MinBST algoritmus O (m + nlogn) idé alatt taldl eqy olyan

feszitofat G-ben melynek legfeljebb 3 [log% nw + 1 elagazdsa van.

A MinBST algoritmus alapdtlete a kovetkez6. Adott egy G = (V, E) input
graf. Az algoritmus eldszor tekint egy tires H = (V, () gréfot (feszité erddt), majd
addig adja G néhéany élét egyesével H-hoz, amig ez utobbi egy izolalt csucsokat nem
tartalmazé feszitoerdé nem lesz. Ehhez minden egyes iteraciéban azt a v csicsot
valasztja ki, melynek a legtobb G-szomszédja van H akkor még izolalt cstcsai kozt.
Az iteracié részeként H-hoz hozzavesszik v minden olyan G-élét, amely H izoldlt
csucsaba vezet. Amikor H mar nem tartalmaz izoldlt csicsokat, néhdany tovabbi
G-¢él hozzavételével osszefiiggdvé, azaz feszitofava alakitjuk. Az igy kapott feszitofa
az algoritmus kimenete.

2. téziscsoport: Feszitofa levelek és vulnerabilitas

A 4. fejezetben graf-vulnerabilitasi paraméterekkel foglalkozunk. Ezek a paraméterek
arra hasznalatosak, hogy lemérjék mennyi strukturalis kart tud okozni néhéany , fon-
tos” rész eltdvolitasa [3, 4, 12, 13, 28]. Mind a Hamilton utak elmélete mind a
kommunikécids halézatok tervezése gyakran hasznélja ezen paramétereket grafok
strukturajanak leirasara. A dolgozat mindkét témakorbe illeszkedik, els6ként elméleti
eredményeket mutatunk be a vulnerabilitasi paraméterek és a feszitéfak levélszama-
nak kapcsolatarol, majd az 5. fejezetben felhasznaljuk ezen eredményeket a MA-
XIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA probléméra adott approximdcids algo-
ritmusok elemzésére. Mindezek mellett elméleti eredményeinkbdl egy 1j 2-kozelito
algoritmus adédik a MINIMALIS Osszeriicad CSUCSFEDES problémara is.

A Hamilton utak elmélete és a graf-vulnerabilitasi paraméterek kozti kapcsolatot
az elemi grafelmélet jol ismert tétele teremtette meg. Eszerint egy Hamilton uttal
rendelkezd grafbdl k csicsot elvéve a graf legfeljebb k& + 1 komponensre eshet szét.
Ez a sziikséges feltétel a graf egy vulnerabilitasi tulajdonsiagatdl fiigg. Egy ilyen
kapcsolat 1étezése indokolja a két teriilet Osszefiiggéseinek vizsgdlatat és a vulnera-
bilitas alapu elégséges feltételek keresését. Nem meglepd tehat, hogy ez a kutatasi
teriilet mindig is jelentds figyelmet kapott [4].

A disszertacioban két szorosan kapcsolédd vulnerabilitasi paramétert, a scat-
tering szdmot és a vagds-aszimmetriat vizsgaljuk meg. A scattering szam [17,
18, 28] azt mutatja meg, hany komponensre esik szét a graf néhdny csicsanak
eltavolitasaval. A vagas-aszimmetria is hasonléan mikodik, azonban esetében néhdny
Osszefiiggd részgrafot és nem kiilonallé csicsokat tavolitunk el a grafbol [J3, J4]. A
dolgozatban a scattering szam segitségével also korlatot adunk egy graf feszitofdinak
levélszamara, mig a vagas-aszimmetria segitségével felso korlatot adunk a graf feszi-
tofainak fliggetlen leveleinek szamara.
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A scattering szamot Jung az alabbi médon definialta:
Definicié. [17] Egy nem teljes G = (V, E) grdf scattering szama

(@) =  max, {eomp(G[V \ X]) = |X] : comp(GV'\ X]) = 2}

Definicio szerint a teljes grdf scattering szama sc(K,) = —oo.

Ennek analégidjara definidltuk a végas-aszimmetriat. A definiciéban szereplo
maximum itt G minden nem-trividlis vagasan vétetik. A vagds-aszimmetria tehat
azt mutatja, hogy egy ilyen vagas két oldala mennyire térhet el a komponensek
szamanak tekintetében.

Definicié. [J3] A G = (V, E) grdf vdigds-aszimmetridja

ca(G) = X?\lffi)ééﬂ) {comp(G[V \ X]) — comp(G[X])}.

A fenti tételt ujrafogalmazhatjuk a scattering szam segitségével: minden felfiiz-
het6 (azaz Hamilton tttal rendelkezd) graf scattering szdma legfeljebb egy, azaz a
scattering szam segitségével egy sziikséges feltételét kaphatjuk meg a Hamilton utak
létezésének. A vagas-aszimmetria tulajdonsagait vizsgalva megéllapitjuk, hogy ez
a paraméter elégséges feltételt nyujt a felflizhetGségre, nevezetesen ha a graf vagés-
aszimmetridja legfeljebb egy, akkor a graf tartalmaz Hamilton utat. Sajnos egy
felflizheto graf vagas-aszimmetridja is sokkal nagyobb lehet egynél. Ezek a Hamilton
utak elméletébe illeszked6 f6bb eredményeink.

2.1. Tézis. [J3, J4, C5] A wvdgds-aszimmetria alaptulajdonsdgai:

e ca(GG) = 0 akkor és csak akkor ha G teljes grdf vagy kor;
o ca(G) <1 esetén G felfiizhetd, azaz tartalmaz Hamilton utat;

e ha G egy n csicsu felflizhetd graf, akkor ca(G) < L”T_IJ,

o ha k egy tetszbleges olyan egész szam, melyre 0 < k < |25*| akkor
létezik olyan n csicsi felfizhetd G grdf, melyre ca(G) = k;

e ha Z eqy olyan mazimdlis méreti figgetlen csiucshalmaza G-nek
melyre G|V \ Z] dsszefiiggd, akkor |Z| = ca(G) + 1;

o a ca(G) mennyiség kiszdmitisa NP-nehéz.

A 4. fejezet tartalmazza azon eredményeinket, melyek egy graf vulnerabilitasi
paramétereinek és feszitofai levélszamanak kapcsolatara vonatkoznak.

Megmutatjuk, hogy egy legalabb 3 cstcsu ¢ levelil fa scattering szama ¢/2 és
q — 1 kozé esik, azaz ez a vulnerabilitasi paraméter egy kettes szorzo erejéig leirja
egy fa leveleinek szamat. Beldtjuk azt is, hogy egy fa vagds-aszimmetridja még
ennél is tobbet mond a levelek szamardl, nevezetesen pontosan megadja azt. Egy
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Wiener Gaborral kozos eredményiink szerint egy ¢ levelli fa vagas-aszimmetriaja
mindig ¢ — 1.

A disszertacioban bebizonyitjuk, hogy egy nem felfiizhet6 G graf minden mi-
nimalis levélszamu feszitofajanak levelei G-fiiggetlenek. Ez a tény motivalja annak
vizsgalatat, hogy hany G-fiiggetlen levele lehet G egy feszitofajanak. A graf ezen
tulajdonsiagat ragadja meg a kovetkezoképpen definidlt levélfiiggetlensége.

Definicié. [J3] Legyen G egy dsszefiiggd graf és T a G grdf egy feszitéfaja. A T
fa G-beli levélfiiggetlensége, melyet lig(T') jeldl, az L(T)-beli mazimalis G-fiiggetlen
csucshalmaz mérete. A G graf levélfiggetlensége lig(T) mazimuma G dsszes T
feszitofajat tekintve.

Egy graf levélfiiggetlensége szoros kapcsolatban all a vagas-aszimmetriajaval, il-
letve a minimélis 6sszefiiggd lefogd csuicshalmazanak méretével. Az alabbi tézis ezen
kapcsolatokat irja le, illetve nyilatkozik a levélfiiggetlenség kiszamitasanak bonyo-
lultsagardl. Jelolje cve(G) a G graf minimalis méretii olyan Osszefliggd részgréafot
feszit6 csticshalmazanak méretét, amely lefogja G minden élét.

2.2. Tézis. [J3, J4, C5] Egy n csucsi osszefiiggd G grdf levélfigget-
lenségére teljesiilnek az alabbiak:

i(G) = ca(G) + 1;

ha G nem teljes és nem eqy kor, akkor 1i(G) > ml(G);

i(G) =n — cve(G);

i(G) kiszdmitasa NP-nehéz.

A 4. fejezet eredményeit a kovetkezo egyenlotlenség sorozatban Osszegezhetjiik.
Az egyenl6tlenségek direkt bizonyitast adnak arra, hogy minden fiiggetlen leve-
lekkel rendelkezd feszit6éfa 2-kozelitést jelent a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU
FESzITOFA problémadra, illetve arra, hogy egy ilyen feszitéfa belsd csicsai 2-kozelitést
adnak a MINIMALIS OsszEFUGGH CSUCSFEDES probléméra. Ez utébbi allitdst ere-
detileg Savage latta be [25].

2.3. Tézis. [J3, J4, C5] Legyen G egy n csicsiu dsszefliggd graf amely
nem teljes és nem eqy kor. Ekkor

n—sc(G)—1>n—ml(G) >n—-1i(G) = cve(G)

1
=n—ca(G)—1>n—aG) > i(n —sc(@)).
Ez kozvetlen bizonyitja, hogy egy tetszoleges levélfiiggetlenség fa 2-kozelitést
ad a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problémdra, illetve,
hogy eqy ilyen fa belsé csiicsai 2-kozelitést adnak a MINIMALIS OSSZEFUGGO
CSUCSFEDES problémdra.
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3. téziscsoport: Maximalis Bels6csiics-szamu Feszitofa
probléma

Az 5. fejezet azt a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problémét targyal-
ja, amelyet az irodalomban mar tobb mddszerrel is megvizsgaltak. Fernau és tarsai
egy pontos, de exponencidlis futdsi idejl algoritmust adtak [7]. Prieto és Sloper
belattak, hogy a probléma fix paraméteresen kezelhet6 [22, 23|, azaz egy legalébb k
belsé cstcesal rendelkezé feszité megtalalhaté f(k)O(n¢) idében. A dolgozatban mi
a kozelito algoritmusok tekintetében vizsgaljuk meg a problémat, polinom idében
szuboptimalis megoldast szolgaltato algoritmusokat keresiink mind altalanos mind
specialis grafokban.

Elsoként bemutatjuk az ILST algoritmust, a mélységi keresés egy tovabbfejlesz-
tett valtozatat, amely adott G grafban talal egy olyan feszitéfat, melynek levelei
G-figgetlenek. Ezutdan beldtjuk, hogy egy ilyen tulajdonsagu feszitofa mindig 2-
kozelitést jelent a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problémdra. Erre
az allitasra harom kiilonboz6 bizonyitast is adunk. Az els6 a grafok vulnerabi-
litdsi paraméterein és azoknak a 4. fejezetben ismertetett tulajdonsagain alapul. A
masodik egy direkt bizonyitas, mig a harmadik a linearis programozas egy primal-
dudl modszerét hasznélja. Ezt a bizonyitast fejlesztjiik tovabb, amikor az 5.5. sza-
kaszban ismertetett kozelité algoritmust elemezziik. Az ILST algoritmus miikodését
kilon is megvizsgaljuk r-regularis grafokra.

3.1. Tézis. [J3, C4] Az ILST algoritmus O(m)-idében a MAXIMALIS
BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problémdra 2-kozelitést ad dltaldnos
r+1

grdfokban, illetve “2=-kozelitést ad r-requldris grdfokban. Specidlisan, a

kézelités faktora S-requldris grdfokra 4/3, 4-regularis grafokra pedig 5/3.

Wiener Gaborral kozos kutatasunk eredménye a disszertaciéban bemutatott RD-
FS algoritmus. Ez az algoritmus a DFS algoritmus finomitésa abban az értelemben,
hogy a bejaras soran kovetkezoként meglatogatandé csucsot specifikaljuk olyan ese-
tekben is, amikor az eredeti DFS algoritmus tobb jelolt koziil nem-determinisztikus
moédon vélasztana. Az RDFS algoritmusban az aktuélis csiicsnak mindig azt a még
meg nem latogatott szomszédjat latogatjuk meg kovetkezoként, amelynek a lehetd
legkevesebb meg nem latogatott szomszédja van. Belatjuk, hogy az RDFS algorit-
mus a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA probléméra 3/2-kozelitést ad
karommentes és 6/5-kozelitést 3-reguldris grafokban.

Az 5. fejezet 6 eredménye a LOST algoritmus, amely egy kezdeti feszitofabol
kiindulva egymds utan alkalmaz lokalis javitélépéseket (bizonyos javité szabélyok
alapjan) egészen addig, amig ez lehetséges. Amikor tobb javité szabdly mar nem
alkalmazhatdé, az algoritmus egy lokalisan optimaélis feszit6fat (LOST) szolgaltat.

Az approximéciés faktor bizonyitdsa a linearis programozas egy primal-dudl
modszerén alapul. Felépitiink egy primal programot ugy, hogy annak minden egész
megoldasa egy feszitéfa és annak belso csicsainak karakterisztikus vektoraibdl te-
v6dik Gssze. gy a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA probléma egy T+
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optimélis megolddsahoz tartozéan a primal feladat egy |I(7™)| értékii megoldasat
kapjuk. Ezutan két kiilonb6z6 dual megoldast is adunk annak érdekében, hogy ezt
a mennyiséget |I(T')| konstansszorosaval feliilrél becsiilhessiik, ahol T" az algoritmu-
sunk altal szolgaltatott LOST. Végiil ezeket a felsé becsléseket hasznéljuk a kozelités
bizonyitasahoz.

3.2. Tézis. [J5, C6] A LOST algoritmus egy O(|V|*)-idejii 7/4-kizelits
algoritmus a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problémdra
olyan grdfokban, melyek nem tartalmaznak lelogo csicsot.

A dolgozatban szintén vizsgdljuk a silyozott esetet, a MAXIMALIS BELSOCSUCS-
SULYU FESzITOFA problémét és lokalis javitdsokon alapuld kozelitd algoritmusokat
adunk megoldasara.

3.3. Tézis. [J5, C6] Létezik olyan O(|V|*)-idejii algoritmus, amely
(2A — 3)-kozelitést ad a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SULYU FESZITOFA
problémdra lelogo csucsot nem tartalmazo grdafokban.

Létezik olyan O(|V|*)-ideji algoritmus, amely 2-kizelitést ad a MA-
XIMALIS BELSOCSUCS-SULYU FESZITOFA problémdra leldgo csiicsot nem
tartalmazo karommentes grdafokban.

Amellett, hogy kevés levéllel rendelkez6 feszitéfakat keresiink, a dolgozatban
megvizsgalunk egy masik megkozelitést is. Rogzitjik a levelek ¢ szamét és azt a
kérdést igyeksziink megvalaszolni, hogy a graf hany cstcsa fedhet6 le egy legfeljebb
q levéllel rendelkezé részfaval. Ez tulajdonképpen a leghosszabb 1t keresésének
altalanositasa.

Legyen G egy n csucsu graf és jelolje o,(G) azt a minimalis fokszdmdsszeget,
mellyel G egy g-elemii cstucshalmaza rendelkezik. Ore tétele [21] szerint ekkor
02(G) > n teljesiilése esetén G rendelkezik Hamilton tdttal. Bermond [5] megmu-
tatta, hogy amennyiben G 2-Gsszefiiggd, akkor rendelkezik min {n, oo(G)} hosszi
uttal. Broersma és Tuinstra pedig belattak, hogy ha valamely 2 < ¢ < n —1 egészre
teljesiil, hogy 09(G) > n — q + 1, akkor G-nek van g-levelii feszit6fdja.

A disszertaciéban bemutatott < g-levelil részfakra vonatkozo eredmények eb-
be a sorba illeszkednek. A kovetkezo tézis kimondasahoz sziikségilink van az alabbi
jelolésre: legyen S, egy g-elemfi fiiggetlen csucshalmaza G-nek és legyen z; illetve o
az S, csticshalmaz két legnagyobb foki csticsa. Ekkor p,o(G) a ming, {d(x1) + d(x2)}
minimumot jel6li, amely minimum G 0sszes ¢g-elem1i fliiggetlen csiicshalmazan vétetik.
A < g-levelti részfakra vonatkozd eredményeinket a kovetkezo tézis foglalja Ossze.

15



3.4. Tézis. [J4, T2]

o Legyen G egy m csucsi 0sszefiiggd grdaf és legyen 2 < q¢ < a(Q)
egy egész szam. Ekkor G-nek van legaldbb min {p,2(G) + ¢ — 1, n}
csucsot tartalmazo legfeljebb q-levell részfaja. Mitobb, létezik eqy
ilyen részfat megtaldlo algoritmus.

Eqgyszerii kovetkezmény, hogy amennyiben ¢ > 2 eqy olyan egész
szam, melyre ¢ > a(G) vagy py 2(G) > n—q' + 1 teljesil, akkor G
rendelkezik legfeljebb ¢'-levell feszitéfaval.

o Legyen G egqy n csucsi 0sszefiiggd karommentes graf. Ekkor tetszd-
leges 2 < q egészre 0441(G) > n — q esetén G rendelkezik legfeljebb
q-leveli feszitofdval.

o Legyen T eqy olyan fa, melynek tobb mint q levele van. Legyen
tovabba T, a T fanak egy maximalis méreti q leveli részfdja. Ekkor
létezik T-nek egy (q + 1)-levell T, 11 részfdja gy, hogy T, részfdja
Tyr1-nak és Typq maximdlis méretd T dsszes (q + 1)-leveld részfdi
kézil. Mitobb, a T,y részfat megkaphatjuk o T, részfabol az E(T)—
E(T),) €élhalmaz egy olyan leghosszabb itjanak hozzdvételével, mely-
nek pontosan egytk végpontja Ty -beli.

4. téziscsoport: Futasi eredmények

Az 5.9. szakasz ismerteti a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA problé-
maval kapcsolatos futtatasi eredményeinket, illetve azok analizisét. Megvizsgaljuk,
hogy miként hat a LOST algoritmus kezdeti feszitofdjanak levélszamara a feszitofa
eloallitasahoz hasznalt bejard algoritmus kivalasztasa. Természetesen azt is megnéz-
zik, miként csokkentik a levélszamot a kiillonbozo esetekben az alkalmazott lokalis
javitolépések. Négy bejard algoritmust tekintiink: az elsé egy véletlen feszit6fabol,
a masodik egy DFS-fabdl, a harmadik egy tigynevezett FIFO-DFS-fabdl (14sd a 2.2.
szakaszt), a negyedik pedig egy ugynevezett RDFS-fabdl (1asd az 5.4. szakaszt)
kiindulva alkalmazza a LOST algoritmus néhany javité szabalyat ameddig csak
lehetséges. A futtatasokhoz két kiilonbozo moddszerrel is generaltunk bemeneti
grafokat. Mindkét modszer egy egyszerii ithoz ad hozza véletlenszeriien valasztott
éleket. Ezaltal az algoritmusaink futasat felftizheté grafokon vizsgalhatjuk, ahol
ismerjiik az optimalis megoldas értékét.

4.1. Tézis. [T2] Tapasztalati iton megvizsgdltunk kilonbozd feszitdfa
épito modszereket abbol a szempontbol, hogy alkalmazdsuk a LOST al-
goritmus kezdeti feszitofajanak megtaldldsdra miként befolydsolja a ka-
pott levelek szamdt. Minden egyes esetben azt is megnéztik, hogy a
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LOST algoritmus lokdlis javitolépéseinek alkalmazisa miként csokken-
ti a levélszamot. Futtatasainkat tobb 100, 300, és 500 csicsi bemeneti
grafra végeztik el. Az eredmények azt mutattik, hogy a LOST algorit-
mus az approxrimdcios faktorban lévd elméleti értéknél sokkal jobban tel-
jesit a gyakorlatban, ezért hatékonyan alkalmazhato heurisztikaként mind
a MAXIMALIS BELSOCSUCS-SZAMU FESZITOFA, mind a MINIMALIS
LEVELSZAMU FESZITOFA, mind pedig a MINIMALIS ELAGAZASSZAMU
FESZITOFA problémdra. Az aldbbi pontokban foglaljuk 6ssze futtatdsi ta-
pasztalatainkat és kovetkeztetéseinket.

Eros kapcsolat van a bemeneti graf atlagos fokszama és az eredményiil ka-
pott feszitofa levélszama kozott. Algoritmusaink stirii grafokon adjak a leg-
jobb eredmény (azaz a legkevesebb levelet), ami nem meglepd, hiszen ekkor
a bejaras soran ritkdbban kell visszalépniink, a lokalis javitasok koziil pedig
tobb lesz alkalmazhato. Masrészt, ha a graf atlagos fokszama kozel van 2-
hoz, akkor nagy valészintiséggel talalunk kevés levelii megoldast, hiszen ekkor
az élek és igy a lehetséges feszitéfak szama is alacsonyabb. A legérdekesebb
esetet akkor kapjuk amikor grafunk atlagos fokszama e két szélsoségtol tavol
esik. Megfigyeltiik, hogy barmilyen tartomanyban legyen is az atlagfokszam,
a két kiillonbozo véletlen bemeneti graf generalé modszer eredményei kozott
nem latszik jelentos kiillonbség.

Az RDFS algoritmuson alapulé algoritmus minden vizsgéalt bemeneti graf cso-
port esetén atlagos értelemben jobban teljesitett mint a masik harom modszer.
Réadasul, figyelmen kiviil hagyva a nagyon ritka grafokat, ez akkor is igaz, ha
az RDF'S algoritmus utan nem futtatunk lokalis javito 1épéseket. Ez arra mu-
tat ra, hogy a kezdeti feszitofa j6 megvalasztasa adott esetben tobbet szamit
a levelek végso szamanak csokkentésében, mint a lokalis javité lépések egy
rossz kezdeti feszitofan torténo alkalmazasa. Az RDFS algoritmus jo kozelité
faktort ad karommentes és 3-regularis grafokra. Amint futtatasi eredményeink
mutatjak, altalanos grafokra is hatékonyan alkalmazhato.

Minden egyes vizsgalt graf csoportra majdnem ugyanazt a sorrendet kaptuk az
egyes algoritmusokat a kapott feszitéfak levélszama alapjan osszehasonlitva.
A lokalis javitasok végrehajtasa utdani allapotot vizsgédlva ez a sorrend a kovet-
kez6: a legjobb az RDFS algoritmus, ezt koveti a véletlen feszitofa, a FIFO-
DFS-fa, majd a DFS-fa. A lokalis javitasok erejét és fontossagat hangsulyozza
az a tény, hogy a javitasok végén jobb eredményt kapunk, ha véletlen fabol in-
dultunk ki, mintha FIFO-DFS vagy DFS algoritmussal hozzuk létre a kezdeti
feszitéfat. Megjegyezziik, hogy a LOST algoritmus 7/4-es kozelité faktoranal
minden esetben jelentosen jobb megoldast kaptunk.

Az RDFS algoritmus alapi mdédszer leggyengébben olyan bemeneti grafokon
teljesit, melyek atlagos fokszama 3,54 koriili. Ugyanez az érték 4-4,5 koriil
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adodott a mésik harom algoritmusra. Az RDFS algoritmus alapti médszer az
optimélishoz nagyon kozeli megoldast szolgaltatott a legtobb olyan esetben,
amikor a bemeneti graf atlagos fokszama legalabb 10 volt. Ebbdl a szem-
pontbdl jelentésen felillmulta a tobbi algoritmust. Ugyanezen érték n/5-nek
adddott a véletlen feszitéfa alapti médszer és n/3-nak a FIFO-DFS és a DFS
alapi modszerek esetében.
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