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1. Bevezetés

A telekommunikációs hálózatok tervezési és üzemeltetési kérdései napjaink egyik
dinamikusan fejlődő kutatási területét jelentik. Ezen problémák matematikai mo-
dellezése gyakran a gráfelmélet eszközeivel történik megnövelve ezzel a hatékony
gráfalgoritmusok jelentősségét. A legtöbb esetben azonban a kapott matematikai
modell túl komplex ahhoz, hogy optimális megoldást remélhessünk, sokszor inkább
egy szuboptimális közeĺıtő megoldás gyors megtalálása a cél. A disszertációban egy,
az optikai hálózatok világából vett problémát tekintünk. Megalkotunk egy olyan
modellt, amely különböző fesźıtőfa optimalizálási problémákhoz vezet. Fő célunk,
hogy ezen problémákra hatékony közeĺıtő algoritmusokat adjunk, továbbá, hogy
megmutassuk, algoritmusaink mind elméleti mind gyakorlati szempontból vizsgálva
elegendően jó megoldásokat szolgáltatnak.

Matematikai modelljeink vizsgálata direkt kapcsolatot teremt a Hamilton utak
elméletével. Ezért a bemutatásra kerülő új eredmények az algoritmikus kérdéseken
túl elméleti jelentősséggel is b́ırnak.

Forgalomiránýıtás DWDM hálózatokban

Az úgynevezett DWDM (Dense Wavelength Division Multiplexing) [26] technológiát
optikai hálózatok sávszélesség-növelésére használják. Lényege, hogy egyazon optikai
szálra különböző hullámhosszú optikai jeleket multiplexálnak ezáltal téve lehetővé
több kapcsolat egyidejű feléṕıtését a szálon keresztül. A DWDM hálózatokban
használt kapcsoló és forgalomiránýıtó eszközöknek tudniuk kell kezelni ezt a faj-
ta multiplexálást.

Tekintsünk két alkalmazást, amelyek egy DWDM hálózaton keresztül kommu-
nikálnak egymással. Mindezt anélkül teszik, hogy teljes egészében ismernék a há-
lózatban használt protokollokat és átviteli technológiákat. Kizárólag az alkalmazási
réteg seǵıtségével kommunikálnak. Ez a réteg közvetlenül használja a logikai hálózati
réteg szolgáltatásait. Ez utóbbi felel a kapcsolat logikai feléṕıtéséért és kezeléséért,
illetve biztośıtja a hozzáférést az (elektronikus) fizikai réteghez ahol a jel tényleges
átvitele történik. Ennek a rétegnek már semmilyen információja nincs arról, hogy az
átvitt elektronikus jel mely alkalmazásokhoz tartozik. A DWDM hálózatokban az
átvitel optikai jelek használatával történik az elektronikus fizikai réteg alatt található
optikai fizikai rétegben. Az elektronikus jelet a hálózatba belépéskor optikai jellé,
majd a hálózatból kilépéskor vissza kell konvertálni. A felvázolt módszer előnye,
hogy minden rétegnek külön felelőssége van és ezáltal a saját funkcionalitását a
többi réteg részletes ismerete nélkül képes elvégezni.

A transzparens DWDM hálózatokban az optikai jelek tovább́ıtását és forgalom-
iránýıtását csak az optikai réteget használó eszközök, optikai jelismétlők és optikai
forgalomiránýıtók (OXC-k) végzik. A jelismétlők csupán tovább́ıtják a jelet annak
megváltoztatása nélkül. Az OXC-k ezzel szemben képesek kezelni a hullámhossz
konverziókat és a multiplexálást, amelyek a forgalomiránýıtáshoz elengedhetetle-

3



nek. Sajnos azonban az alkalmazott technológia bonyolultsága és magas költsége
egyelőre nem teszi lehetővé az OXC-k tömeges alkalmazását. Egy olcsóbb megoldás
lehet a forgalomiránýıtást az eggyel feljebbi, elektronikus fizikai rétegben elvégezni
úgynevezett elektronikus forgalomiránýıtók (EXC-k) seǵıtségével. Ekkor minden
egyes belső csomópontban ahol forgalomiránýıtást végzünk, az optikai jelet elektro-
nikus jellé majd vissza kell alaḱıtani. Ez késleltetést hoz a rendszerbe és a transz-
parencia elvesztésével jár.

Az EXC-ket is tartalmazó DWDM hálózatokat opaque DWDM hálózatoknak
nevezzük jelezve, hogy az elektronikus konverzió miatt nem transzparensek. Ezek-
ben a hálózatokban tehát a jelek tovább́ıtását optikai jelismétlők végzik (az optikai
rétegben), a forgalomiránýıtás viszont EXC-k seǵıtségével az elektronikus rétegben
történik. A célunk olyan opaque DWDM hálózatot éṕıteni, ahol az alkalmazott
EXC-k száma minimális.

Az általunk tekintett hálózattervezési probléma a következő. Adott egy ge-
rinchálózati infrastruktúra, amely csomópontokból és az őket összekötő optikai szá-
lakból áll. Néhány csomópontot terminálként kezelünk, ezek között merülnek fel
a hálózatban az átviteli igények, melyek várható mennyiségét egy adott forga-
lommátrix ı́rja le. A feladat annak meghatározása, hogy mely csomópontokban
van szükség forgalomiránýıtásra (és ezáltal egy-egy EXC-re) annak érdekében, hogy
az adott forgalmat le tudjuk bonyoĺıtani. A kapott megoldás jóságát különböző
költségfüggvények (vagy azok kombinációja) alapján értékelhetjük. Ilyenek lehetnek
például a használt eszközök vagy linkek költsége, a késleltetés, vagy akár a transzpa-
rencia elvesztése. Amennyiben összetett költségfüggvénnyel van dolgunk egzakt ma-
tematikai megoldások keresése helyett tipikusan valamilyen lágy számı́tási módszert
érdemes használni. A szerző társaival egy genetikus algoritmus alapú megközeĺıtést
mutat be példaként [C1].

A disszertációban egy egyszerűbb megközeĺıtést követünk, nevezetesen a minima-
lizálandó költségfüggvény a felhasznált EXC-k száma. A modellünk szerint minden
csomópontnak kommunikálnia kell tudnia minden másikkal és nincs szükség védelmi
utak kialaḱıtására. Ennek megfelelően bármely pontpár között egy út létezését köve-
teljük meg.

A matematikai modellünk gráfokon alapul. A hálózat csomópontjait egy G gráf
csúcsai reprezentálják. A meglévő optikai szálaknak a gráf élei felelnek meg. A
kommunikációs utak kialaḱıtása a fentiek értelmében G egy T fesźıtőfájának megke-
resését jelenti. Feltételezzük, hogy hullámhossz konverzióra és forgalomiránýıtásra
(tehát EXC-re) pontosan azokban a csomópontokban van szükség, amelyek legalább
három másik csomóponttal állnak közvetlen kapcsolatban. A modellünkben ez azt
jelenti, hogy minimalizálni szeretnénk a T fesźıtőfa legalább harmadfokú csúcsainak
számát [C4, C7]. Az 1. ábra arra mutat példát, hogy miként csökkenthető a hálózat
áttervezésével a szükséges EXC-k száma.
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(a) (b) (c)

1. ábra. Az EXC-k számának csökkentése a hálózat újratervezésével

Matematikai modell

Először definiáljuk az optimalizálási probléma fogalmát.

Defińıció. [2] Egy P optimalizálási problémát egy (IP , SOLP , mP , goalP) négyes
ı́r le, ahol

1. IP jelöli P bemeneti példányainak halmazát;

2. SOLP egy olyan függvény, amely minden x ∈ IP bemeneti példányhoz annak
érvényes megoldásait rendeli;

3. mP a célfüggvény amely minden olyan (x, y) párra definiált, melyre x ∈ IP és
y ∈ SOLP(x). Minden ilyen párra mP(x, y) adja meg az y érvényes megoldás
értékét. Ezt az m-et minimalizálási problémák esetén költségfüggvénynek, ma-
ximalizálási problémák esetén pedig hasznosságfüggvénynek is nevezzük;

4. goalP ∈ {MIN, MAX} ı́rja le, hogy P minimalizálási vagy maximalizálási
probléma.

A fesźıtőfa optimalizálási problémák esetében a feladat egy G összefüggő gráf
egy olyan T fesźıtőfáját megtalálni, amely minimalizál vagy maximalizál egy adott
m(.) célfüggvényt. Általános esetben megengedjük, hogy G csúcsaihoz súlyok le-
gyenek rendelve, és hogy ezen súlyokat figyelembe vegyük m(T ) kiszámı́tásakor.
Példaként emĺıtjük a Minimális Súlyú Fesźıtőfa [6, 19, 24], és a Minimális

Átmérőjű Fesźıtőfa [14, 15] problémákat. A fesźıtőfa optimalizálási problémák
egy jó áttekintését adja [27].

Egy fesźıtőfa optimalizálási probléma fokszám alapú, ha m(T ) kizárólag T fok-
számaitól függ. Amennyiben G csúcsai súlyozottak, m(T ) függhet ezen súlyoktól
is. Formálisan, ha dT (v) jelöli a v csúcs T -beli fokát, c(v) pedig a súlyát, akkor
m(T ) a (dT (v); c(v)) alakú pároktól függhet. A disszertációban az olyan speciális
célfüggvényeket vizsgáljuk, melyek a következő alakban állnak elő:

m(T ) =

n−1
∑

i=1

fi

∑

{c(v) : dT (v) = i} , (1)
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valamely fi-re, ahol c(v) ≡ 1 felel meg a súlyozatlan esetnek.

Jelölések és defińıciók

A dolgozatban egy G = (V, E) gráf alatt egy iránýıtatlan egyszerű gráfot értünk
V (G) = V csúcshalmazzal és E(G) = E élhalmazzal. A csúcsok számát n = |V (G)|,
az élek számát pedig m = |E(G)| jelöli. Amennyiben másként nem emĺıtjük, a
dolgozatban szereplő gráfokról feltesszük, hogy összefüggőek. Legyen X és Y két
részhalmaza V (G)-nek. Ekkor G[X] az X részhalmaz által fesźıtett részgráfja G-nek,
compG(X) vagy comp(X) pedig G[X] komponenseinek száma.

A G gráf egy T fesźıtőfája G egy olyan körmentes összefüggő részgráfja, amely
G minden csúcsát tartalmazza. G éleit G-éleknek, T éleit T -éleknek vagy faéleknek,
E(G)\E(T ) elemeit pedig nemfa-éleknek h́ıvjuk. Egy u és egy v csúcs G-szomszédos,
ha fut köztük G-él, illetve T -szomszédos, ha fut köztük T -él. Egy v csúcs G-foka (T -
foka) a G-szomszédjainak (T -szomszédjainak) száma és dG(v)-vel (dT (v)-vel) jelölt.
Amikor az érthetőséget nem rontja, a G-t esetlegesen elhagyjuk ezen fogalmakból és
jelölésekből. A v csúcs szomszédainak halmazát N(v) jelöli. Amennyiben dG(v) = 1
a v csúcsot lelógó csúcsnak nevezzük. A G gráfban előforduló legnagyobb fokszámot
∆(G) vagy ∆ jelöli. A G gráf r-reguláris ha minden csúcsának foka r. Egy v
csúcs levél, tovább́ıtó csúcs, illetve elágazás, ha fokszáma 1, 2, illetve 3. A tovább́ıtó
csúcsok és elágazások alkotják a belső csúcsok halmazát. T leveleinek halmazát
L(T ), belső csúcsainak halmazát pedig I(T ) jelöli. Jelölje ml(G) azt a minimális
számot ahány levele G egy fesźıtőfájának lehet. Egy X ⊆ V (G) csúcshalmaz G-
független (vagy független) ha nem fesźıt G-élet, és T -független ha nem fesźıt T -élet.
Ez utóbbi esetben természetesen X még fesźıthet G-élet. G legnagyobb független
csúcshalmazának mérete α(G). Egy T fesźıtőfa levélfüggetlen fa amennyiben leve-
lei G-függetlenek. A levélfüggetlen fák fontos szerepet kapnak a disszertációban a
közeĺıtő algoritmusok elemzésekor.

A gráf egy olyan egyszerű útját amely minden csúcson pontosan egyszer megy
át Hamilton útnak nevezzük. Egy ugyanezen tulajdonsággal b́ıró kör neve Hamil-
ton kör. A G gráf felfűzhető amennyiben létezik benne Hamilton út. Kn jelöli
az n csúcsú teljes gráfot, Cn az n csúcsú kört, Kn1,n2

pedig az n1 és n2 méretű
osztályokkal rendelkező teljes páros gráfot. Speciálisan, a K1,3 gráf neve karom.
Egy gráf karommentes ha nem tartalmaz K1,3-t fesźıtett részgráfként.

2. Kutatási célok

A disszertációban bemutatott kutatást egyaránt motiválják a telekommunikációs
hálózatok tervezési kérdései és kombinatorikai alkalmazások. Célunk olyan ered-
mények elérése, amelyek mindkét területen felhasználhatóak. Egyszerű lépésekből
felépülő hatékony közeĺıtő algoritmusokat keresünk és bizonýıtjuk a közeĺıtések jósá-

6



gát. Végül néhány algoritmust a gyakorlatban is megvizsgálunk, véletlen gráfokon
vett futásukat kielemezzük.

Kutatásunk egy része a gráfok úgynevezett vulnerabilitási paramétereinek vizsgá-
latára irányul. Kapcsolatot mutatunk ezen paraméterek és a fesźıtőfák levélszáma
továbbá a Hamilton utak elmélete között. A vulnerabilitási paraméterek fontos
szerepet kapnak a közeĺıtő algoritmusaink elemzése során is.

Először formálisan definiáljuk a dolgozatban tárgyalt fokszám alapú fesźıtőfa
optimalizálási problémákat melyek célfüggvénye (1) alakú.

Probléma: Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa

Bemenet: Egy G összefüggő iránýıtatlan gráf.

Cél: Találjuk meg G egy olyan T fesźıtőfáját amely minimalizálja a leg-
alább harmadfokú csúcsok (elágazások) számát, azaz a következő célfüggvényt:
m(T ) = |{v : dT (v) ≥ 3}|.

Probléma: Minimális Levélszámú Fesźıtőfa

Bemenet: Egy G összefüggő iránýıtatlan gráf.

Cél: Találjuk meg G egy olyan T fesźıtőfáját amely minimalizálja az
elsőfokú csúcsok (levelek) számát, azaz a következő célfüggvényt: m(T ) =
|{v : dT (v) = 1}|.

Probléma: Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa

Bemenet: Egy G összefüggő iránýıtatlan gráf.

Cél: Találjuk meg G egy olyan T fesźıtőfáját amely maximalizálja a leg-
alább másodfokú csúcsok (belső csúcsok) számát, azaz a következő célfüggvényt:
m(T ) = |{v : dT (v) ≥ 2}|.

Probléma: Maximális Belsőcsúcs-súlyú Fesźıtőfa

Bemenet: Egy G összefüggő iránýıtatlan gráf csúcsain egy c : V (G) � Q

súlyfüggvénnyel.
Cél: Találjuk meg G egy olyan T fesźıtőfáját amely maximalizálja a legalább
másodfokú csúcsok (belső csúcsok) összsúlyát, azaz a következő célfüggvényt:
m(T ) =

∑

{c(v) : dT (v) ≥ 2}.

Vegyük észre, hogy ezen problémák a Hamilton út probléma általánośıtott ese-
teinek tekinthetők és ezért NP-nehezek. Így célunk a közeĺıthetőségi tulajdonságaik
feldeŕıtése. A disszertációban hatékony közeĺıtő algoritmusokat mutatunk be, illetve
néhány negat́ıv approximálhatósági eredményt is adunk.

A Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa probléma esetében megmutatjuk,
hogy nem létezik általános gráfokra is alkalmazható hatékony approximáció. Ezután
egy speciális gráfosztályra, az egyenletesen sűrű gráfokra mutatunk egy közeĺıtő
algoritmust, amely persze tetszőleges gráfra is alkalmazható heurisztikusan. Egy
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másik, a Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa problémát megoldó heuriszti-
ka alapja lehet az a megfigyelés, hogy az elsőfokú csúcsok számának csökkentése a
legtöbb esetben csökkenti az elágazások számát is. Ez indokolja egyéb fokszám alapú
fesźıtőfa optimalizálási problémák vizsgálatát is. Elsőként tekintjük a Minimális

Levélszámú Fesźıtőfa problémát. Lu és Ravi [20] belátták, hogy a P6=NP fel-
tevés mellett erre a problémára nem létezik konstans approximáció. Azonban a
célfüggvény komplementálásával, amikor tehát a nem-levelek (belső csúcsok) számát
szeretnénk maximalizálni és nem a levelek számát minimalizálni, jól közeĺıthető
problémát kapunk: a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára
több hatékony közeĺıtő algoritmust is bemutatunk. Ezek az algoritmusok heuriszti-
kaként alkalmazhatóak a Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa és a Minimális

Levélszámú Fesźıtőfa problémákra is.
További célunk a gráfok vulnerabilitási paramétereivel kapcsolatos eredmények

bemutatása. Ezek a paraméterek azt mérik, mennyi kárt tudunk okozni egy gráf
szerkezetében néhány

”
fontos” részének eltávoĺıtásával. Kapcsolatban állnak a Ha-

milton utak elméletével és, amint a dolgozatban megmutatjuk, a fesźıtőfák levélszá-
mával is.

3. A kutatási módszerek és eredmények áttekintése

A dolgozatban több fokszám alapú fesźıtőfa optimalizálási problémát is megvizsgá-
lunk, melyek valamennyien a Hamilton út probléma általánośıtásai. Eredménye-
inket négy téziscsoportba rendeztük.

1. téziscsoport: A 3. fejezet a Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa

problémát tárgyalja. Ismertetünk mind pozit́ıv mind negat́ıv approximációs ered-
ményeket. Egyrészt bemutatjuk a MinBST algoritmust, amely minden egyenlete-
sen sűrű gráfban (́ıgy h́ıvunk egy gráfot, ha minden fokszáma legalább cn vala-

mely c konstansra) talál egy legfeljebb 3
⌈

log 1

1−c

n
⌉

+ 1 darab elágazást tartalmazó

fesźıtőfát, lásd 3.3.1 tétel. Másrészt adunk egy approximációs faktor megőrző re-
dukciót a Minimális Halmazfedés problémáról a Minimális Elágazásszámú

Fesźıtőfa problémára és ezáltal belátjuk, hogy ez utóbbira nem adható Ω(log n)-
nél jobb közeĺıtés ha P6=NP. A 3. fejezetben bemutatott eredményeket eredetileg a
[C4] publikáció tartalmazza.

2. téziscsoport: A 4. fejezet bemutatja azon eredményeinket, melyek a
fesźıtőfák levélszámának és két vulnerabilitási paraméternek, a scattering számnak
[17, 28] és a vágás-aszimmetriának (4.3.1 defińıció) a kapcsolatáról szólnak. Ezen
eredmények egy részét felhasználjuk az 5. fejezetben a Maximális Belsőcsúcs-

számú Fesźıtőfa problémára adott közeĺıtő algoritmusok elemzésekor. A 4.1.
szakaszban általánośıtjuk a Hamilton utak létezésére vonatkozó jól ismert szükséges
feltételt és belátjuk, hogy egy G gráf minden fesźıtőfájának legalább eggyel több
levele van, mint a gráf sc(G) scattering száma (4.1.5 tétel). Amennyiben a gráf
maga is egy fa, a scattering számának seǵıtségével felső korlátot is adhatunk a leve-
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leinek számára (4.1.7 tétel). A 4.3. szakaszban először bemutatjuk a G gráf ca(G)
vágás-aszimmetriájának néhány alapvető tulajdonságát. Nevezetesen belátjuk, hogy
ca(G) = 0 pontosan akkor ha G teljes gráf vagy kör (4.3.2 tétel), illetve, hogy
a ca(G) ≤ 1 elégséges feltétele egy G-beli Hamilton út létezésének (4.3.6 tétel).
Sajnálatos módon egy Hamilton úttal rendelkező gráf vágás-aszimmetriája ennél
jóval nagyobb is lehet (4.3.7 tétel). A 4.3. szakaszban definiáljuk a G gráf li(G)
levélfüggetlenségét is mint az a legnagyobb szám, amekkora független halmazt ta-
lálhatunk G egy fesźıtőfájának levelei között. Ez tulajdonképpen egy alternat́ıv
defińıciója lehet a vágás-aszimmetriának, hiszen minden G gráfra igaz, hogy li(G) =
ca(G) + 1 (4.3.10 tétel). A 4.3.13 következmény megmutatja, hogy a levélfügget-
lenség és a minimális összefüggő lefogó csúcshalmaz méretének összege éppen n, ez-
zel bizonýıtva, hogy mind a vágás-aszimmetria, mind a levélfüggetlenség kiszámı́tása
NP-nehéz probléma (4.3.14 tétel). A 4. fejezetben bemutatott eredményeket erede-
tileg a [J3], a [J4], és a [C5] publikációk tartalmazzák.

3. téziscsoport: Az 5. fejezet a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa

problémát tárgyalja. Először bemutatjuk az ILST algoritmust, amely egy olyan
fesźıtőfát szolgáltat, melynek levelei függetlenek. Ezután belátjuk, hogy egy ilyen
tulajdonsággal rendelkező fesźıtőfa mindig 2-approximációt jelent a Maximális

Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára (5.2.2 tétel). Az 5.2. szakaszban három
különböző bizonýıtását is megadjuk ennek az álĺıtásnak: az első egy direkt bi-
zonýıtás, a második a 4. fejezet eredményeit használja, a harmadik pedig a lineáris
programozás egy primál-duál módszerén alapul. Az ILST algoritmust tovább fi-
nomı́tva kapjuk az RDFS algoritmust, amely 3/2-közeĺıtést ad karommentes gráfokra
(5.4.2 tétel) és 6/5-közeĺıtést ad 3-reguláris gráfokra (5.4.4 tétel). Az 5.5. sza-
kaszban bemutatjuk a LOST algoritmust, és a fent emĺıtett primál-duál módszer
továbbfejlesztésével belátjuk, hogy 7/4-közeĺıtést ad a Maximális Belsőcsúcs-

számú Fesźıtőfa problémára lelógó csúcsot nem tartalmazó gráfokban (5.5.2 tétel).
Az 5.6 szakaszban a súlyozott csúcsok esetét, a Maximális Belsőcsúcs-súlyú

Fesźıtőfa problémát tekintjük át. Ismertetjük a WLOST algoritmust, amely
lelógó csúcsokkal nem rendelkező gráfokban (2∆ − 3)-közeĺıtést ad (5.6.2 tétel).
Ennek az algoritmusnak a továbbfejlesztésével nyerjük az RWLOST algoritmust,
amely 2-közeĺıtést ad lelógó csúcsokkal nem rendelkező karommentes gráfokban
(5.6.6 tétel). Az 5.7. szakaszban az eddigiektől eltérő nézőpontból vizsgáljuk a
Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémát: ahelyett, hogy egy kevés
levelű fesźıtőfát keresnénk, egy fix q számhoz keresünk egy olyan legfeljebb q levelű
részfát, amely az input gráf lehető legtöbb csúcsát tartalmazza. Ez a megközeĺıtés
a Leghosszabb Út probléma általánośıtásának tekinthető (5.7.4 tétel). Az 5.8.
szakaszban belátjuk, hogy ha egy n csúcsú karommentes gráf minden (q + 1)-elemű
független csúcshalmazának fokszámösszege legalább n− q, akkor a gráfnak van leg-
feljebb q levelű fesźıtőfája (5.8.1 tétel). Az 5. fejezetben bemutatott eredményeket
eredetileg a [C4], a [C6], a [J3], a [J4], és a [J5] publikációk tartalmazzák.

4. téziscsoport: Az 5.9. szakasz bemutatja a dolgozatban tárgyalt néhány
algoritmus gyakorlati vizsgálatát. Véletlen gráfokon vett futások eredményeit vizs-
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gálva hasonĺıtjuk össze a különböző bejáró algoritmusok által adott fesźıtőfákat.

4. Új kutatási eredmények

1. téziscsoport: Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa probléma

A 3. fejezetben a Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa problémát vizsgáljuk,
amely arról szól, hogy egy G input gráfnak keressük azt a T fesźıtőfáját, amely-
ben az elágazások száma minimális G összes fesźıtőfája közül. Az elágazás nélküli
fesźıtőfák (ha léteznek ilyenek) éppen G Hamilton útjai, ezért a problémára nem
remélhetünk egzakt polinom idejű megoldást. Így kutatásainkat a közeĺıthetőségi
tulajdonságok feltérképezésére összpontośıtjuk. A Minimális Elágazásszámú

Fesźıtőfa problémát először Gargano és társai vizsgálták [11]. Belátták, hogy
NP-teljes annak eldöntése, hogy valamely fix k-ra létezik-e legfeljebb k elágazást
tartalmazó fesźıtőfája az adott gráfnak. Később egy algoritmust is adtak [10] amely
megtalál egy egyetlen elágazással rendelkező fesźıtőfát (úgynevezett fesźıtőpókot)
amennyiben a G input gráf minden 3-elemű független csúcshalmazában a fokszám-
összeg legalább |V (G)| − 1. A páros input gráfok esetét [9] tárgyalja. Flandrin és
társai olyan fesźıtőpók létezését vizsgálták, melynek egyetlen elágazása a G gráf egy
előre rögźıtett csúcsa [8]. Megmutatták, hogy ilyen mindig található, amennyiben
G-ben a minimális és a maximális fokszám összege legalább |V (G)|.

A bemutatott negat́ıv közeĺıthetőségi eredmény a Minimális Halmazfedés

problémán és annak approximációs faktor megőrző visszavezetésén alapul. Idézzük
fel a következő defińıciót [16]:

Probléma: Minimális Halmazfedés

Bemenet: Egy S alaphalmaz és részhalmazainak egy Σ = {Sj}
s

j=1
halmaza.

Cél: Megtalálni Σ részhalmazainak minimális számú olyan részhalmazát, me-
lyek uniója lefedi a teljes S alaphalmazt.

Alon és társai belátták [1], hogy a Minimális Halmazfedés probléma nem
approximálható jobban (ha P6=NP) mint a következő multiplikat́ıv faktor: Ω (log |S|).
Azaz a Minimális Halmazfedés probléma nem APX-beli. (Az APX a konstans
faktorral approximálható problémák osztálya.) Ezen eredmények alapján a dolgo-
zatban bemutatott visszavezetés következménye az alábbi tézis:

1.1. Tézis. [C4] A Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa probléma
nem APX-beli. Továbbá a P6=NP feltevés mellett nem approximálható
jobban mint a következő multiplikat́ıv faktor: Ω (log |V (G)|).

A dolgozatban bemutatunk egy, a Minimális Elágazásszámú Fesźıtőfa

problémára vonatkozó pozit́ıv közeĺıthetőségi eredményt. Bevezetjük a MinBST
algoritmust, amely elsőként eléri a O(log n) közeĺıtő faktort minden olyan n csúcsú
nem felfűzhető gráfra melynek fokszámai Ω(n) nagyságrendűek.
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1.2. Tézis. [C4] Legyen G egy n csúcsú m élű összefüggő gráf. Amennyi-
ben G minden csúcsának foka legalább cn (valamilyen c konstansra),
akkor a MinBST algoritmus O (m + n log n) idő alatt talál egy olyan

fesźıtőfát G-ben melynek legfeljebb 3
⌈

log 1

1−c

n
⌉

+ 1 elágazása van.

A MinBST algoritmus alapötlete a következő. Adott egy G = (V, E) input
gráf. Az algoritmus először tekint egy üres H = (V, ∅) gráfot (fesźıtő erdőt), majd
addig adja G néhány élét egyesével H-hoz, amı́g ez utóbbi egy izolált csúcsokat nem
tartalmazó fesźıtőerdő nem lesz. Ehhez minden egyes iterációban azt a v csúcsot
választja ki, melynek a legtöbb G-szomszédja van H akkor még izolált csúcsai közt.
Az iteráció részeként H-hoz hozzávesszük v minden olyan G-élét, amely H izolált
csúcsába vezet. Amikor H már nem tartalmaz izolált csúcsokat, néhány további
G-él hozzávételével összefüggővé, azaz fesźıtőfává alaḱıtjuk. Az ı́gy kapott fesźıtőfa
az algoritmus kimenete.

2. téziscsoport: Fesźıtőfa levelek és vulnerabilitás

A 4. fejezetben gráf-vulnerabilitási paraméterekkel foglalkozunk. Ezek a paraméterek
arra használatosak, hogy lemérjék mennyi strukturális kárt tud okozni néhány

”
fon-

tos” rész eltávoĺıtása [3, 4, 12, 13, 28]. Mind a Hamilton utak elmélete mind a
kommunikációs hálózatok tervezése gyakran használja ezen paramétereket gráfok
struktúrájának léırására. A dolgozat mindkét témakörbe illeszkedik, elsőként elméleti
eredményeket mutatunk be a vulnerabilitási paraméterek és a fesźıtőfák levélszámá-
nak kapcsolatáról, majd az 5. fejezetben felhasználjuk ezen eredményeket a Ma-

ximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára adott approximációs algo-
ritmusok elemzésére. Mindezek mellett elméleti eredményeinkből egy új 2-közeĺıtő
algoritmus adódik a Minimális Összefüggő Csúcsfedés problémára is.

A Hamilton utak elmélete és a gráf-vulnerabilitási paraméterek közti kapcsolatot
az elemi gráfelmélet jól ismert tétele teremtette meg. Eszerint egy Hamilton úttal
rendelkező gráfból k csúcsot elvéve a gráf legfeljebb k + 1 komponensre eshet szét.
Ez a szükséges feltétel a gráf egy vulnerabilitási tulajdonságától függ. Egy ilyen
kapcsolat létezése indokolja a két terület összefüggéseinek vizsgálatát és a vulnera-
bilitás alapú elégséges feltételek keresését. Nem meglepő tehát, hogy ez a kutatási
terület mindig is jelentős figyelmet kapott [4].

A disszertációban két szorosan kapcsolódó vulnerabilitási paramétert, a scat-
tering számot és a vágás-aszimmetriát vizsgáljuk meg. A scattering szám [17,
18, 28] azt mutatja meg, hány komponensre esik szét a gráf néhány csúcsának
eltávoĺıtásával. A vágás-aszimmetria is hasonlóan működik, azonban esetében néhány
összefüggő részgráfot és nem különálló csúcsokat távoĺıtunk el a gráfból [J3, J4]. A
dolgozatban a scattering szám seǵıtségével alsó korlátot adunk egy gráf fesźıtőfáinak
levélszámára, mı́g a vágás-aszimmetria seǵıtségével felső korlátot adunk a gráf fesźı-
tőfáinak független leveleinek számára.
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A scattering számot Jung az alábbi módon definiálta:

Defińıció. [17] Egy nem teljes G = (V, E) gráf scattering száma

sc(G) = max
X⊂V,X 6=∅

{comp(G[V \ X]) − |X| : comp(G[V \ X]) ≥ 2} .

Defińıció szerint a teljes gráf scattering száma sc(Kn) = −∞.

Ennek analógiájára definiáltuk a vágás-aszimmetriát. A defińıcióban szereplő
maximum itt G minden nem-triviális vágásán vétetik. A vágás-aszimmetria tehát
azt mutatja, hogy egy ilyen vágás két oldala mennyire térhet el a komponensek
számának tekintetében.

Defińıció. [J3] A G = (V, E) gráf vágás-aszimmetriája

ca(G) = max
X⊂V,X 6=∅

{comp(G[V \ X]) − comp(G[X])} .

A fenti tételt újrafogalmazhatjuk a scattering szám seǵıtségével: minden felfűz-
hető (azaz Hamilton úttal rendelkező) gráf scattering száma legfeljebb egy, azaz a
scattering szám seǵıtségével egy szükséges feltételét kaphatjuk meg a Hamilton utak
létezésének. A vágás-aszimmetria tulajdonságait vizsgálva megállaṕıtjuk, hogy ez
a paraméter elégséges feltételt nyújt a felfűzhetőségre, nevezetesen ha a gráf vágás-
aszimmetriája legfeljebb egy, akkor a gráf tartalmaz Hamilton utat. Sajnos egy
felfűzhető gráf vágás-aszimmetriája is sokkal nagyobb lehet egynél. Ezek a Hamilton
utak elméletébe illeszkedő főbb eredményeink.

2.1. Tézis. [J3, J4, C5] A vágás-aszimmetria alaptulajdonságai:

• ca(G) = 0 akkor és csak akkor ha G teljes gráf vagy kör;

• ca(G) ≤ 1 esetén G felfűzhető, azaz tartalmaz Hamilton utat;

• ha G egy n csúcsú felfűzhető gráf, akkor ca(G) ≤ ⌊n−1

2
⌋;

• ha k egy tetszőleges olyan egész szám, melyre 0 ≤ k ≤ ⌊n−1

2
⌋ akkor

létezik olyan n csúcsú felfűzhető G gráf, melyre ca(G) = k;

• ha Z egy olyan maximális méretű független csúcshalmaza G-nek
melyre G[V \ Z] összefüggő, akkor |Z| = ca(G) + 1;

• a ca(G) mennyiség kiszámı́tása NP-nehéz.

A 4. fejezet tartalmazza azon eredményeinket, melyek egy gráf vulnerabilitási
paramétereinek és fesźıtőfái levélszámának kapcsolatára vonatkoznak.

Megmutatjuk, hogy egy legalább 3 csúcsú q levelű fa scattering száma q/2 és
q − 1 közé esik, azaz ez a vulnerabilitási paraméter egy kettes szorzó erejéig léırja
egy fa leveleinek számát. Belátjuk azt is, hogy egy fa vágás-aszimmetriája még
ennél is többet mond a levelek számáról, nevezetesen pontosan megadja azt. Egy
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Wiener Gáborral közös eredményünk szerint egy q levelű fa vágás-aszimmetriája
mindig q − 1.

A disszertációban bebizonýıtjuk, hogy egy nem felfűzhető G gráf minden mi-
nimális levélszámú fesźıtőfájának levelei G-függetlenek. Ez a tény motiválja annak
vizsgálatát, hogy hány G-független levele lehet G egy fesźıtőfájának. A gráf ezen
tulajdonságát ragadja meg a következőképpen definiált levélfüggetlensége.

Defińıció. [J3] Legyen G egy összefüggő gráf és T a G gráf egy fesźıtőfája. A T
fa G-beli levélfüggetlensége, melyet liG(T ) jelöl, az L(T )-beli maximális G-független
csúcshalmaz mérete. A G gráf levélfüggetlensége liG(T ) maximuma G összes T
fesźıtőfáját tekintve.

Egy gráf levélfüggetlensége szoros kapcsolatban áll a vágás-aszimmetriájával, il-
letve a minimális összefüggő lefogó csúcshalmazának méretével. Az alábbi tézis ezen
kapcsolatokat ı́rja le, illetve nyilatkozik a levélfüggetlenség kiszámı́tásának bonyo-
lultságáról. Jelölje cvc(G) a G gráf minimális méretű olyan összefüggő részgráfot
fesźıtő csúcshalmazának méretét, amely lefogja G minden élét.

2.2. Tézis. [J3, J4, C5] Egy n csúcsú összefüggő G gráf levélfügget-
lenségére teljesülnek az alábbiak:

• li(G) = ca(G) + 1;

• ha G nem teljes és nem egy kör, akkor li(G) ≥ ml(G);

• li(G) = n − cvc(G);

• li(G) kiszámı́tása NP-nehéz.

A 4. fejezet eredményeit a következő egyenlőtlenség sorozatban összegezhetjük.
Az egyenlőtlenségek direkt bizonýıtást adnak arra, hogy minden független leve-
lekkel rendelkező fesźıtőfa 2-közeĺıtést jelent a Maximális Belsőcsúcs-számú

Fesźıtőfa problémára, illetve arra, hogy egy ilyen fesźıtőfa belső csúcsai 2-közeĺıtést
adnak a Minimális Összefüggő Csúcsfedés problémára. Ez utóbbi álĺıtást ere-
detileg Savage látta be [25].

2.3. Tézis. [J3, J4, C5] Legyen G egy n csúcsú összefüggő gráf amely
nem teljes és nem egy kör. Ekkor

n − sc(G) − 1 ≥ n − ml(G) ≥ n − li(G) = cvc(G)

= n − ca(G) − 1 ≥ n − α(G) ≥
1

2
(n − sc(G)).

Ez közvetlen bizonýıtja, hogy egy tetszőleges levélfüggetlenség fa 2-közeĺıtést
ad a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára, illetve,
hogy egy ilyen fa belső csúcsai 2-közeĺıtést adnak a Minimális Összefüggő

Csúcsfedés problémára.
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3. téziscsoport: Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa

probléma

Az 5. fejezet azt a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémát tárgyal-
ja, amelyet az irodalomban már több módszerrel is megvizsgáltak. Fernau és társai
egy pontos, de exponenciális futási idejű algoritmust adtak [7]. Prieto és Sloper
belátták, hogy a probléma fix paraméteresen kezelhető [22, 23], azaz egy legalább k
belső csúccsal rendelkező fesźıtő megtalálható f(k)O(nc) időben. A dolgozatban mi
a közeĺıtő algoritmusok tekintetében vizsgáljuk meg a problémát, polinom időben
szuboptimális megoldást szolgáltató algoritmusokat keresünk mind általános mind
speciális gráfokban.

Elsőként bemutatjuk az ILST algoritmust, a mélységi keresés egy továbbfejlesz-
tett változatát, amely adott G gráfban talál egy olyan fesźıtőfát, melynek levelei
G-függetlenek. Ezután belátjuk, hogy egy ilyen tulajdonságú fesźıtőfa mindig 2-
közeĺıtést jelent a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára. Erre
az álĺıtásra három különböző bizonýıtást is adunk. Az első a gráfok vulnerabi-
litási paraméterein és azoknak a 4. fejezetben ismertetett tulajdonságain alapul. A
második egy direkt bizonýıtás, mı́g a harmadik a lineáris programozás egy primál-
duál módszerét használja. Ezt a bizonýıtást fejlesztjük tovább, amikor az 5.5. sza-
kaszban ismertetett közeĺıtő algoritmust elemezzük. Az ILST algoritmus működését
külön is megvizsgáljuk r-reguláris gráfokra.

3.1. Tézis. [J3, C4] Az ILST algoritmus O(m)-időben a Maximális

Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára 2-közeĺıtést ad általános
gráfokban, illetve r+1

3
-közeĺıtést ad r-reguláris gráfokban. Speciálisan, a

közeĺıtés faktora 3-reguláris gráfokra 4/3, 4-reguláris gráfokra pedig 5/3.

Wiener Gáborral közös kutatásunk eredménye a disszertációban bemutatott RD-
FS algoritmus. Ez az algoritmus a DFS algoritmus finomı́tása abban az értelemben,
hogy a bejárás során következőként meglátogatandó csúcsot specifikáljuk olyan ese-
tekben is, amikor az eredeti DFS algoritmus több jelölt közül nem-determinisztikus
módon választana. Az RDFS algoritmusban az aktuális csúcsnak mindig azt a még
meg nem látogatott szomszédját látogatjuk meg következőként, amelynek a lehető
legkevesebb meg nem látogatott szomszédja van. Belátjuk, hogy az RDFS algorit-
mus a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára 3/2-közeĺıtést ad
karommentes és 6/5-közeĺıtést 3-reguláris gráfokban.

Az 5. fejezet fő eredménye a LOST algoritmus, amely egy kezdeti fesźıtőfából
kiindulva egymás után alkalmaz lokális jav́ıtólépéseket (bizonyos jav́ıtó szabályok
alapján) egészen addig, amı́g ez lehetséges. Amikor több jav́ıtó szabály már nem
alkalmazható, az algoritmus egy lokálisan optimális fesźıtőfát (LOST) szolgáltat.

Az approximációs faktor bizonýıtása a lineáris programozás egy primál-duál
módszerén alapul. Feléṕıtünk egy primál programot úgy, hogy annak minden egész
megoldása egy fesźıtőfa és annak belső csúcsainak karakterisztikus vektoraiból te-
vődik össze. Így a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa probléma egy T ∗
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optimális megoldásához tartozóan a primál feladat egy |I(T ∗)| értékű megoldását
kapjuk. Ezután két különböző duál megoldást is adunk annak érdekében, hogy ezt
a mennyiséget |I(T )| konstansszorosával felülről becsülhessük, ahol T az algoritmu-
sunk által szolgáltatott LOST. Végül ezeket a felső becsléseket használjuk a közeĺıtés
bizonýıtásához.

3.2. Tézis. [J5, C6] A LOST algoritmus egy O(|V |4)-idejű 7/4-közeĺıtő
algoritmus a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problémára
olyan gráfokban, melyek nem tartalmaznak lelógó csúcsot.

A dolgozatban szintén vizsgáljuk a súlyozott esetet, a Maximális Belsőcsúcs-

súlyú Fesźıtőfa problémát és lokális jav́ıtásokon alapuló közeĺıtő algoritmusokat
adunk megoldására.

3.3. Tézis. [J5, C6] Létezik olyan O(|V |4)-idejű algoritmus, amely
(2∆ − 3)-közeĺıtést ad a Maximális Belsőcsúcs-súlyú Fesźıtőfa

problémára lelógó csúcsot nem tartalmazó gráfokban.

Létezik olyan O(|V |4)-idejű algoritmus, amely 2-közeĺıtést ad a Ma-

ximális Belsőcsúcs-súlyú Fesźıtőfa problémára lelógó csúcsot nem
tartalmazó karommentes gráfokban.

Amellett, hogy kevés levéllel rendelkező fesźıtőfákat keresünk, a dolgozatban
megvizsgálunk egy másik megközeĺıtést is. Rögźıtjük a levelek q számát és azt a
kérdést igyekszünk megválaszolni, hogy a gráf hány csúcsa fedhető le egy legfeljebb
q levéllel rendelkező részfával. Ez tulajdonképpen a leghosszabb út keresésének
általánośıtása.

Legyen G egy n csúcsú gráf és jelölje σq(G) azt a minimális fokszámösszeget,
mellyel G egy q-elemű csúcshalmaza rendelkezik. Ore tétele [21] szerint ekkor
σ2(G) ≥ n teljesülése esetén G rendelkezik Hamilton úttal. Bermond [5] megmu-
tatta, hogy amennyiben G 2-összefüggő, akkor rendelkezik min {n, σ2(G)} hosszú
úttal. Broersma és Tuinstra pedig belátták, hogy ha valamely 2 ≤ q ≤ n−1 egészre
teljesül, hogy σ2(G) ≥ n − q + 1, akkor G-nek van q-levelű fesźıtőfája.

A disszertációban bemutatott ≤ q-levelű részfákra vonatkozó eredmények eb-
be a sorba illeszkednek. A következő tézis kimondásához szükségünk van az alábbi
jelölésre: legyen Sq egy q-elemű független csúcshalmaza G-nek és legyen x1 illetve x2

az Sq csúcshalmaz két legnagyobb fokú csúcsa. Ekkor ρq,2(G) a minSq
{d(x1) + d(x2)}

minimumot jelöli, amely minimum G összes q-elemű független csúcshalmazán vétetik.
A ≤ q-levelű részfákra vonatkozó eredményeinket a következő tézis foglalja össze.
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3.4. Tézis. [J4, T2]

• Legyen G egy n csúcsú összefüggő gráf és legyen 2 ≤ q < α(G)
egy egész szám. Ekkor G-nek van legalább min {ρq,2(G) + q − 1, n}
csúcsot tartalmazó legfeljebb q-levelű részfája. Mitöbb, létezik egy
ilyen részfát megtaláló algoritmus.

Egyszerű következmény, hogy amennyiben q′ ≥ 2 egy olyan egész
szám, melyre q′ ≥ α(G) vagy ρq′,2(G) ≥ n− q′ + 1 teljesül, akkor G
rendelkezik legfeljebb q′-levelű fesźıtőfával.

• Legyen G egy n csúcsú összefüggő karommentes gráf. Ekkor tetsző-
leges 2 ≤ q egészre σq+1(G) ≥ n − q esetén G rendelkezik legfeljebb
q-levelű fesźıtőfával.

• Legyen T egy olyan fa, melynek több mint q levele van. Legyen
továbbá Tq a T fának egy maximális méretű q levelű részfája. Ekkor
létezik T -nek egy (q + 1)-levelű Tq+1 részfája úgy, hogy Tq részfája
Tq+1-nak és Tq+1 maximális méretű T összes (q + 1)-levelű részfái
közül. Mitöbb, a Tq+1 részfát megkaphatjuk a Tq részfából az E(T )−
E(Tq) élhalmaz egy olyan leghosszabb útjának hozzávételével, mely-
nek pontosan egyik végpontja Tq-beli.

4. téziscsoport: Futási eredmények

Az 5.9. szakasz ismerteti a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa problé-
mával kapcsolatos futtatási eredményeinket, illetve azok anaĺızisét. Megvizsgáljuk,
hogy miként hat a LOST algoritmus kezdeti fesźıtőfájának levélszámára a fesźıtőfa
előálĺıtásához használt bejáró algoritmus kiválasztása. Természetesen azt is megnéz-
zük, miként csökkentik a levélszámot a különböző esetekben az alkalmazott lokális
jav́ıtólépések. Négy bejáró algoritmust tekintünk: az első egy véletlen fesźıtőfából,
a második egy DFS-fából, a harmadik egy úgynevezett FIFO-DFS-fából (lásd a 2.2.
szakaszt), a negyedik pedig egy úgynevezett RDFS-fából (lásd az 5.4. szakaszt)
kiindulva alkalmazza a LOST algoritmus néhány jav́ıtó szabályát ameddig csak
lehetséges. A futtatásokhoz két különböző módszerrel is generáltunk bemeneti
gráfokat. Mindkét módszer egy egyszerű úthoz ad hozzá véletlenszerűen választott
éleket. Ezáltal az algoritmusaink futását felfűzhető gráfokon vizsgálhatjuk, ahol
ismerjük az optimális megoldás értékét.

4.1. Tézis. [T2] Tapasztalati úton megvizsgáltunk különböző fesźıtőfa
éṕıtő módszereket abból a szempontból, hogy alkalmazásuk a LOST al-
goritmus kezdeti fesźıtőfájának megtalálására miként befolyásolja a ka-
pott levelek számát. Minden egyes esetben azt is megnéztük, hogy a
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LOST algoritmus lokális jav́ıtólépéseinek alkalmazása miként csökken-
ti a levélszámot. Futtatásainkat több 100, 300, és 500 csúcsú bemeneti
gráfra végeztük el. Az eredmények azt mutatták, hogy a LOST algorit-
mus az approximációs faktorban lévő elméleti értéknél sokkal jobban tel-
jeśıt a gyakorlatban, ezért hatékonyan alkalmazható heurisztikaként mind
a Maximális Belsőcsúcs-számú Fesźıtőfa, mind a Minimális

Levélszámú Fesźıtőfa, mind pedig a Minimális Elágazásszámú

Fesźıtőfa problémára. Az alábbi pontokban foglaljuk össze futtatási ta-
pasztalatainkat és következtetéseinket.

• Erős kapcsolat van a bemeneti gráf átlagos fokszáma és az eredményül ka-
pott fesźıtőfa levélszáma között. Algoritmusaink sűrű gráfokon adják a leg-
jobb eredmény (azaz a legkevesebb levelet), ami nem meglepő, hiszen ekkor
a bejárás során ritkábban kell visszalépnünk, a lokális jav́ıtások közül pedig
több lesz alkalmazható. Másrészt, ha a gráf átlagos fokszáma közel van 2-
höz, akkor nagy valósźınűséggel találunk kevés levelű megoldást, hiszen ekkor
az élek és ı́gy a lehetséges fesźıtőfák száma is alacsonyabb. A legérdekesebb
esetet akkor kapjuk amikor gráfunk átlagos fokszáma e két szélsőségtől távol
esik. Megfigyeltük, hogy bármilyen tartományban legyen is az átlagfokszám,
a két különböző véletlen bemeneti gráf generáló módszer eredményei között
nem látszik jelentős különbség.

• Az RDFS algoritmuson alapuló algoritmus minden vizsgált bemeneti gráf cso-
port esetén átlagos értelemben jobban teljeśıtett mint a másik három módszer.
Ráadásul, figyelmen ḱıvül hagyva a nagyon ritka gráfokat, ez akkor is igaz, ha
az RDFS algoritmus után nem futtatunk lokális jav́ıtó lépéseket. Ez arra mu-
tat rá, hogy a kezdeti fesźıtőfa jó megválasztása adott esetben többet számı́t
a levelek végső számának csökkentésében, mint a lokális jav́ıtó lépések egy
rossz kezdeti fesźıtőfán történő alkalmazása. Az RDFS algoritmus jó közeĺıtő
faktort ad karommentes és 3-reguláris gráfokra. Amint futtatási eredményeink
mutatják, általános gráfokra is hatékonyan alkalmazható.

• Minden egyes vizsgált gráf csoportra majdnem ugyanazt a sorrendet kaptuk az
egyes algoritmusokat a kapott fesźıtőfák levélszáma alapján összehasonĺıtva.
A lokális jav́ıtások végrehajtása utáni állapotot vizsgálva ez a sorrend a követ-
kező: a legjobb az RDFS algoritmus, ezt követi a véletlen fesźıtőfa, a FIFO-
DFS-fa, majd a DFS-fa. A lokális jav́ıtások erejét és fontosságát hangsúlyozza
az a tény, hogy a jav́ıtások végén jobb eredményt kapunk, ha véletlen fából in-
dultunk ki, mintha FIFO-DFS vagy DFS algoritmussal hozzuk létre a kezdeti
fesźıtőfát. Megjegyezzük, hogy a LOST algoritmus 7/4-es közeĺıtő faktoránál
minden esetben jelentősen jobb megoldást kaptunk.

• Az RDFS algoritmus alapú módszer leggyengébben olyan bemeneti gráfokon
teljeśıt, melyek átlagos fokszáma 3,5–4 körüli. Ugyanez az érték 4–4,5 körül
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adódott a másik három algoritmusra. Az RDFS algoritmus alapú módszer az
optimálishoz nagyon közeli megoldást szolgáltatott a legtöbb olyan esetben,
amikor a bemeneti gráf átlagos fokszáma legalább 10 volt. Ebből a szem-
pontból jelentősen felülmúlta a többi algoritmust. Ugyanezen érték n/5-nek
adódott a véletlen fesźıtőfa alapú módszer és n/3-nak a FIFO-DFS és a DFS
alapú módszerek esetében.
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Kı́vánom, hogy a jövőben sokkal jobban tudjon Carcassonne-t játszani :) . Köszöne-
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Andrásnak, hogy gráfelméleti és lineáris programozás kurzusain kutatásaimat meg-
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általánośıtására, (Spanning tree optimization problems for generalizing Hamil-
tonian paths, in Hungarian). In XIII. Fiatal Műszakiak Tudományos Ülésszaka,
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Független hivatkozások a publikációkra
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