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1. Bevezetés

Alapkérdésiink: Hogyan lehet és érdemes a formalis reakcidkinetika determinisztikus és sztochasztikus mo-
delljeit transzformalni, hogy ezzel hozzajaruljunk bizonyos, gyakorlati szempontbdl fontos és elméletileg érde-
kes feladatok megolddsahoz? El6szor a véltozok szamdanak csokkentésével foglalkozunk, mégpedig az dssze-
vonds moédszerét alkalmazva. Ezutdn ratériink egy némileg forditott feladat targyaldsara: megmutatjuk, hogy
hogyan lehet egy brutté reakciét elemi lépésekre felbontani. A kovetkez6kben néhany egzotikusnak nevezett
jelenséggel foglalkozunk, amilyen példdul az oszcillaci6 és a multistabilités. Itt targyalunk egy olyan jelenséget
is, amely a dolgozat f6 vizsgal6ddsi tertiletén, a homogén reakciokinetikan kiviil esik, ez a Turing-instabilitas,
ami a reakciodiffizié-rendszerekben végbemens mintazatképz6dés egy lehetséges mechanizmusa.

Sztochasztikus kinetikai modellekkel kapcsolatban bemutatunk egy otletet a valtozok szamanak csokken-
tésére.

Egy farmakokinetikai példan megmutatjuk, hogy a kiilonb6z6 szintti (biokémiai, élettani és pszicholégiai)
modelleket miként lehet egységes keretben 6sszefogni.

Végiil pedig arrél szolunk, hogy a matematikai kutatas, az oktatas és az alkalmazdsok egyéb teriiletein oly
jol bevalt Mathematica program hogyan segitheti a reakcidkinetika feladatainak megoldéasat.

A matematikai allitasok, illetve Gjonnan bevezetett definiciék minden esetben gyakorlati alkalmazasokhoz
kapcsolédnak.

A rovid szakaszcimek csak utalnak a megfelel6 tézis tartalméra, nem jelentik azt, hogy a tézis lefedné az
adott tudomanyteriiletet.

A matematikai értelemben vett formadlis tételek mellett igen gyakran heurisztikus eljarasok, kozelitések,
sejtések, problémdk, algoritmusok, programok szerepelnek. Ennek az az oka, hogy a szerepl6 objektumok
meglehetdsen bonyolultak, a szerepl6 fliggvények altaldban nemlinedrisak. A jelen tézisek gerincét 10 kiemelt
publikécié alkotja, de szdmos esetben sziikségesnek és hasznosnak tfint tovabbi sajat kozleményekre (és ter-
mészetesen masokéra) is hivatkoznom.

2. Determinisztikus kinetikai modellek

A (homogén) formalis reakcidkinetika determinisztikus modelljeit az dltaldnossag kiilonb6zd szintjein vizs-
galjuk. A legéltaldnosabb esetben autoném egyenletekkel foglalkozunk, azaz ilyenkor

M e N;f e C'(RM, RM); 0 € RM,
és tekintjiik a
¢=foc ¢(0)=co (1)
Cauchy-feladatot. Itt még az is kérdés lehet, hogy mikor van a teljes megoldds értelmezve az egész szam-
egyenesen, azaz hogyan lehet kizdrni a folrobbandst [Péta, Nagy, Toth, 2009, Csikja és Toth, 2007]. Sokszor
(példaul érzékenységvizsgélat esetén) érdekelhet benntinket a megoldasok fliggése bizonyos paraméterektdl.
Ehhez legyen M, P € N; f € C' (RM*P RM); ¢y € RM, és tekintsiik a

é(t)P) = f(C(taP)»P) C(O)p) = Co (2)

Cauchy-feladatot. Ezt néha abban a — éppen a kémiai és bioldgiai alkalmazasok szempontjabél fontos — speci-
alis esetben vizsgdljuk, amikor a jobb oldal linedris a paraméterekben [Kovacs és Téth, 2008].

A reakcidkinetikai hattér sokkal nyilvanvalébb a kovetkezd megfogalmazas esetén. Legyen M,R € N; &, B €
N)*R | és tekintsiik az aldbbi osszetett kémiai reakciét:

M M
Z oc(m,r)X(m) — Z B(m,r)X(m) (T = 1)2)-~->R)» (3)
m=1 m=1

ahol & = (&(m,1))m=1,2,....M=1,2,....,_y B = (B(M,T))m=1,2,..,Msr=1,2,...,k bizonyos természetes feltételeknek
(lasd pl. [Dedk és mtsai, 1992, 2.1 szakasz]) megfelel6 matrixok, komponenseik a sztochiometriai egyiitthatdék.
Tegyiik fel, hogy a fenti, r-edik reakciélépéshez tartozik a w, € C'(RM, R) kinetika — amelyre nézve szintén
szokdas bizonyos természetes megkotéseket tenni [Volpert és Hugyajev, 1975, 12. fejezet] és [Szili és Téth, 1997,
41-42. oldal]. Ezekkel az adatokkal a (3) reakci6 altal indukalt kinetikai differencidlegyenletnek a

R
Em(t) = fn(e(t) == D (B(m, 1) — a(m,T))wr(c(t)) (m=1,2,...,M), (4)

r=1



—roviden a ¢ = (f — a)w o ¢ — egyenletet szokds nevezni, illetve az erre vonatkozé Cauchy-feladatot szo-
kés vizsgalni (koordinatdnként nemnegativ kezdeti feltétellel). Kiilonosen fontos specidlis eset a tomeghatas
tipustu kinetika esete, azaz az az eset, amelynél

M
we(@ =k [ [ =k (w(e) = diag(k)e® =k ® %) (5)
p=1

valamilyen k, pozitiv szdmokkal, r = 1,2, ..., R; amelyeket reakciésebeségi egyiitthatéknak szokds hivni. (A
® miiveleti jel a koordindtankénti szorzast jeloli.)

Megjegyezziik, hogy a reakcidkinetika szokdsos tomeghatds kinetikaju modellje dltaldban nem &ltaldnosi-
tott Volterra-egyenlet, nem Kolmogorov-tipusti, és nem monoton egyenlet, bar ezekkel az osztdlyokkal sok
specidlis eleme kozos.

2.1. Polinomiilis és kinetikai differencidlegyenletek

Szibirszkij eredményeinek folhasznalasaval [Téth, Hérs, 1986] utan tjabb bizonyitdst adtunk arra a tényre,
hogy a Lorenz-egyenlet ortogonalis transzformaciéval nem transzformalhato kinetikaiva. Megmutattuk, hogy
az ismert allitdson tilmenden, amely szerint barmely polinomiélis egyenlet mdsodfoktd homogén jobboldallal
biré egyenletté transzformalhatd, tobb is igaz [Halmschlager és mtsai, 2004].

1. tétel. Ha a kiindulasi egyenlet kinetikai volt, akkor a transzformalt egyenlet kinetikainak valaszthato.

Ennek az igéretes irdnynak, amely a differencidlegyenletek vizsgalatdt a nemasszociativ algebrdk elméletével
kapcsolnd ossze, stlyos hidnyossdga, hogy az egyszertibb alakil egyenletekben nagyon sok valtozé van, és
egyel6re nem tudunk hasznos médszereket megadni arra, hogy mit haszndljunk a transzformacié nyilvan
nem létezd inverze helyett.

2.2. Determinisztikus kinetikai modellek 0sszevonésa

A reakci6kinetika modelljei a gyakorlati alkalmazasok (égés, anyagcsere, stb.) esetén dllhatnak néhédny tucat,
vagy esetenként akar néhany ezer egyenletb6l. Ilyenkor az eredeti modell helyett torekedhetiink egy olyannak
a vizsgélatdra, amelyben kevesebb valtoz6 van, hogy szdmitastechnikai szempontbdl konnyebben kezelhet6
modellt kapjunk, amely rdaddsul a folyamat 1ényegét jobban kiemeli. A véltozok szamanak csokkentésére sok
moédszer ismert, a mult szdzad hatvanas évei 6ta egyre jobban kidolgozott egyik ilyen eljards az Aris, Wei és
Kuo 4ltal kezdeményezett linedris és nemlinedris dsszevonas.

Az 0sszevonassal kapcsolatban a kovetkez feladatokat fogalmaztuk meg:

e az Osszevonas (linedris és nemlinedris, kozelitd és pontos) definicidja,

o sziikséges és elégséges feltételek az Osszevonhatésagra,

e az Osszevond fliggvény konstrukcidja pontosan, kozelitSleg, mellékfeltételek figyelembevételével,
e az Osszevonds hatdsai a megoldasok kvalitativ tulajdonségaira.

A linearis 6sszevonast az (1) egyenlet példdjan mutatjuk be. Vélasztunk egy M < M természetes szdmot, és

azt kérdezziik, hogy van-e olyan M € RM*M mjtrix, amellyel a ¢ := Mc fiiggvényre autoném differencidl-

egyenlet all fenn. (A linedris 0sszevondssal egytttal azt is modellezziik, hogy sok esetben — példaul spektrosz-
kopiai médszerekkel — bizonyos anyagok koncentracidjanak csak 0sszegét vagy linearis kombindcidjat tudjuk
mérni, kiilon-kiilon az egyes koncentraciékat nem.)

A (pontos) linedris 9sszevondst Li és Rabitz kordbban meglehet6s részletességgel targyalta, a kvalitativ
kozvetkezményekre valo kitekintés nélkiil; alabb majd ez utébbi szempontra fogunk alaposabban kitérni. A li-
nedris 0sszevonds kézenfekvo altalanositdsa a nemlinearis (helyesebben: nem feltétlentil linearis) 6sszevonas,
amelynél olyan h € C' (RM, RM) fuggvényt kerestink, amellyel a ¢ := h o ¢ fliggvényre autoném differencial-
egyenlet all fenn valamilyen f jobb oldallal. Ilyen h fiiggvény létezésére tobb sziikséges és elégséges feltételt
adtunk meg [Li és mtsai., 1994a]. Az aldbbiakban az egyszert(iség kedvéért foltessziik, hogy a szerepld fiigg-
vények elegendben sokszor differencidlhatéak, az egész téren értelmezve vannak; f(0) = 0,h(0) = 0, a h fiigg-
vény nem degenerdlt, azaz koordinatafiiggvényei fiiggetlenek, tovdbba a szerepl6 kezdetiérték-problémak
teljes megoldésai az egész szdmegyenesen értelmezve vannak (ami biztosan teljesiil példdul tomegmeg6rzé
reakciok esetén).



2.2.1. Az 6sszevonhatésag feltételei

2. tétel. ([T6th és mtsai., 1997]) Az (1) egyenletet a h € C'(RM,RM) fiiggvénnyel a ¢ = f o € egyenletté akkor
és csak akkor lehet 6sszevonni, ha
h'f=foh 6)

teljesiil. Fennall tovabba az
f=(h'floh 7)

el6allitas, ahol h a h fiiggvény barmelyik 4ltaldnositott (jobb)inverze (azaz h o h = Idy ).

Megadhat6 olyan feltétel is, amelyben az 6sszevont egyenlet jobb oldala nem szerepel.

3. tétel. ([T6th és mtsai., 1997]) Az (1) egyenletet a h € C'(RM,RM) fiiggvénnyel ¢ = £ o @ alaku egyenletté
akkor és csak akkor lehet dsszevonni, ha

h'f=h’ochoh-fohoh 8)
teljestil.

Megemlitiink egy sziikséges feltételt is.

4. tétel. ([T6th és mtsai., 1997]) Ha az (1) egyenletet a h € C'(RM, RM) fiiggvénnyel ¢ = f o ¢ alakti egyenletté
pontosan 6ssze lehet vonni, akkor a h='{0} := {c € RM;h(c) = 0} halmaz az (1) egyenlet invaridns halmaza.

Most olyan feltétel kovetkezik, amely nem tartalmazza h dltalanositott inverzét sem.

5. tétel. ([T6th és mtsai., 1997]) Az (1) egyenletet a h € C'(RM,RM) fiiggvénnyel ¢ = o ¢ alakt egyenletté
pontosan akkor lehet sszevonni, ha létezik olyan X : RM — RM*L matrixértéki fuggvény (L > M — €),
amelynek értéke minden pontban M — K rang, és amellyel

h'(@X(c) =0, (h'f)(c)X(c) =0 ©)
teljestil.

A pontos nemlinedris 6sszevono fliggvények meghatarozasdhoz ezek utan elegend meghatdrozni az (1) egyen-
let invarians halmazait definial6 h fiiggvényeket, majd ezek koziil kivdlogatni azokat, amelyek teljesitik a (6),
(8), (9) sziikséges és elégséges feltételek valamelyikét.
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2.2.2. Pontos nemlinedris dsszevono fiiggvény eldallitisara hasznilhaté6 médszerek

Az alabbiakban az 0sszevono fiiggvények konstrukcidjara szolgalé médszereket ismertetiink.

Pontos nemlinedris 6sszevonds az dsszevoné fiiggvény el6re megadott részével Az alabbiakbdl kidertil,
hogy a (9) feltétel jol hasznalhaté a cimben Kkit(izott feladat megolddsara. Legyen K < M, és tegyiik fel,
hogy adott a hy : RM — RK fiiggvény, amit ki akarunk egésziteni egy h dsszevoné fiigvénnyé. Legyen
Xy : RM — RMXIM=K) glyan fiiggvény, amelyre h{(¢)X;(c) = 0 teljesiil. Ha még az is fennall, hogy
(hq£)'(c)X;(c) = 0, akkor maga h; alkalmas dsszevon¢ fiiggvény. Ha nem, akkor 4lljon h, a hif fiiggvény
olyan koordinétaftiggvényeibdl, amelyek ftiggetlenek h; koordinatafiiggvényeitél. Legyen az 4j transzfor-
h,
h,
fennall, hogy (h'f)’(c)X;(c) = 0, akkor h mar alkalmas 6sszevon¢ fliggvény, ha nem, akkor alljon h3 a h;f
fiiggvény olyan koordinatafiiggvényeibdl, amelyek fiiggetlenek h; és h; koordinatafiiggvényeitdl. Legyen az

maécié h = , és konstrualjunk egy olyan X, matrixot, amellyel h’(¢)X;(c) = 0 teljesiil. Ha még az is

h;
4j transzformécié h := | h, |, és folytassuk az eljdrdst mindaddig, amig olyan h fliggvényt nem kapunk,
h3

amely teljesiti az (9) sziikséges és elégséges feltételt. Rdadasul az igy kapott transzforméacié a h; fliggvényt
tartalmazok koziil olyan, amely a lehet6 legkevesebb szamu véaltoz6va transzformalja az eredetieket.



Kapcsolat az 6sszevonés és az elss integralok kozott Az aldbbiakbol kideriil, hogy minden M-dimenziés
pontos dsszevono6 fiiggvény az eredeti rendszer M szdmdu fiiggetlen altalanositott sajatfiiggvényének M sza-
mu fliggvényeként 4ll el6. Mds szavakkal ez azt jelenti, hogy a pontos dsszevoné fiiggvények el6allitdsanak
feladata azonos az 4ltaldnositott sajatfiiggvények el6allitdsanak feladatdval, ez utébbi viszont globalis els6é
integralok meghatarozasat igényli.

1. definicié. Az (1) egyenlet dltaldnositott sajatfiiggvényének nevezzitkka :RM — R fiiggvényt, ha létezik
olyan Q : R — R fiiggvény, amellyel 'f=0Qo

Az elnevezés érthetdbbé valik, haaz A = 'f dsszefliggéssel bevezetjiik az A linearis parcidlis differencial-
operatort (amellyel nyilvan Aidgm = f). Ha Q) nem a nulla fiiggvény, akkor a  fliggvényhez taldlhat6 olyan
¥ fiiggvény (tudniillik & barmelyik primitiv fiiggvénye), amellyel

AVo =1 (10)

teljesiil. Ekkor a ¥ fiiggvényt az A operator (vagy az (1) egyenlet) normalt altaldnositott sajatfiiggvényének
hivjuk. Az ilyeneket el6allitandé a AY = 1 kvazilinearis parcidlis differencidlegyenlet M szamu fliggetlen
megoldasat megkapjuk, ha meghatarozzuk az

AY=1 A0, =0 (m=1,2,....M—1) (11)
parcialis differencidlegyenletrendszer olyan nemtrividlis megoldasat, ahol a ®,, fliggvények fiiggetlenek.

6. tétel. ([Li és mtsai., 1994a])

1. Az (1) egyenlet minden h : RM — RM 6sszevon6 fiiggvénye el6éll a fenti A operator M szamu fiigget-
len 4ltalénositott normalt sajatfiiggvénye M szamu fiiggvényeként.

2. A fenti A operator barmely M szdmu fiiggetlen 4ltaldnositott normalt sajatfiiggvényének M szamd fiigg-
vénye az (1) egyenlet 6sszevono fliggvényét definidlja.

Ha az (1) egyenlet a h € C'(RM, RM) fiiggvénnyel a ¢ = o ¢ alakui egyenletté vonhat6 dssze, akkor nyilvan
Ah = fo h. Ezt az dsszefiiggést fogjuk h meghatérozasahoz felhasznalni: az altalanositott sajatfiiggvények
ugyanis ezek szerint skaldris 6sszevono fiiggvényeknek tekinthetk, a megfelel Q fiiggvény pedig az 6ssze-
vont jobb oldalt adja. Az igazi nehézség pedig abban all, hogy M szamu fiiggetlen normalt sajatfiiggvény
ismerete egyenértékii egy normalt sajatfliggvény és M — 1 szdmu fiiggetlen globdlis elsd integral ismereté-
vel, s az utébbiak meghatdrozasdra édltaldnos médszer nem ismeretes. Kereshetjiik azonban az altalanositott
normalt sajatfliggvényeket (vagyis az 0sszevoné fliggvényeket) specidlis fliggvényosztalyokon beliil. Ha a li-
nedris fliggvények osztalyat valasztjuk, akkor éppen visszakapjuk a linedris 6sszevondsra vonatkozé alapvetd
Osszefiiggést, illetve az egyenletet is linedrisnak véve megkapjuk a linedris egyenletek linedris 6sszevonasara
vonatkoz6 allitast.

Néhany éltaldnositott normalt sajatfiiggvény meghatarozasa Egy otlet: megtehetjiik, hogy linedris ossze-
vondssal kapunk egy kevesebb véltozos rendszert, majd ahhoz keresiink altalanositott sajatfliggvényeket.

Nemlinearis szuperpozicié
2. definicié. Legyen M € N; Q € RM+! tartomany (:= dsszefiigg nyilt halmaz), f € C' (Q,RM). Ha az

y'(x) = f(x, y(x)) (12)

egyenlet dltalanos megolddsa x — F(y1(x),y2(x),...,yi(x),C) alakd, ahol y1,y2,...,yr a (12) egyenlet (parti-
kuldris) megoldésai, C € RM pedig paraméterek, akkor azt mondjuk, hogy a (12) egyenlet (nemlinedris, nem
feltétlentil linedris) szuperpozicids elvnek tesz eleget, vagy: megoldasai szuperpoziciéval éllithatok el6.

(Nemlineédris szuperpoziciéra példa a Bernoulli- és a Riccati-egyenlet megoldédsainak el6allitdsa az oszt6vi-
szony, illetve a kettésviszony allanddsdga alapjan. Megjegyzend6, hogy a skaldrértékii fliggvényekre vonat-
koz6 egyenletek koziil a Riccati-egyenlet a legbonyolultabb, amelyre nemlinedris szuperpozicios elv all fenn.)



7. tétel. (Stephani) Az (12) egyenlet megoldasai pontosan akkor dllnak el szuperpoziciéval, ha létezik olyan

vl,v2 ... vR skalarértékd, és olyan 1,15, ..., Ny vektorértéki fiiggvény (R < ML), amellyel

R
f(p,q) =) v'(pn.(a) ((p,q) €Q),
r=1

tovabba amelyekkel az X, := Z’:; 1y 04 operatorok R-dimenziés Lie-algebrat alkotnak.

1. példa. Vizsgaljuk meg azt az egyenletet, amelynek jobb oldala egyvaltozds polinom:

R
y'(x) =) kyx)*, (13)
r=1

ahol R € N;k, € R*; a(r) € Np. Stephani idézett tétele szerint ennek a megolddasai pontosan akkor allnak el
szuperpoziciéval, ha az X, := y*"'D operatorok R dimenziés Lie-algebrat alkotnak, ez pedig pontosan akkor
teljestil, ha a jobb oldal masodfokd polinom. Itt az a tény, hogy az egyenlet kinetikai-e vagy sem, nem jatszott
szerepet.

Amikor a megoldadsok szuperpozicioval allnak eld, konstrualhaté egy, az eredeti (12) egyenlettel egyen-
érték linedris egyenlet, amelynek azutan altaldnositott sajatfiiggvényei meghatarozhatok, és amibdl vissza-
transzformaldssal kaphatjuk az eredeti egyenlet dltaldnositott sajatfiiggvényeit.

Linearis rész

8. tétel. Legyen f(c) = Ac + g(c), ahol a g fliggvényre fenndll, hogy: g(0) =0, g’(0) = 0. Akkor (1) pontos
Osszevondsai a ¢ = Ac linedris egyenletnek és a ¢ = g o ¢ egyenletnek is pontos 6sszevondasai.

fgy tehét elegend meghataroznunk a lineéris egyenlet pontos dsszevonasait, majd megallapitanunk, hogy
azok pontos dsszevondsai-e a nemlinedris résszel folirt egyenletnek is.

Pontos 0sszevonas és sajatfiiggvények A fentiek alapjan tehat ha ismert M szamu fuiggetlen altaldno-
sitott sajatfiiggvény, akkor az A operdtor diagondlis alakra transzformalhat6, és minden pontos dsszevond
fliggvény az altalanositott sajatfliggvények fliggvényeként adédik. Ha ismeriink M szadmu 4ltaldnositott nor-
malt sajatfliggvényt, akkor az eredeti egyenlet diagonalis alakra transzformaélhato.

Ha az altaldnositott sajatfiiggvények egyesével nem szepardlhatdk, akkor még szerepelhetnek 6sszevo-
nésban. Ilyenkor az operétor Jordan-alakra hozhat6, ami a kovetkezdket jelenti (és ami elvezethet néhany
Osszevont alakhoz).

3. definici6. Ha nem a nulla fiiggvény, (A )(c) =A(c) (<), és
(AN)(e) =0, (14)

akkor az A operétor sajatfiiggvénye, A pedig az A operator sajatértéke. A (14) egyenletnek (kiilon) eleget
tevd A fliggvény neve: invaridns.

9.tétel. AzA = 'foperatorhoz mindig léteznek sajatértékek és M szamu fliggetlen sajatfiiggvény.

4. definicié. Ha a A1, A;, ..., A sajatértékekhez létezik q)} G=1,2,...,ky;i=1,2,..., 1;2}11 ki = M) sajat-
fuggvényrendszer ugy, hogy

AQT = Aigj
Ag; = No;+ o]
AgL, = Noi, +op 1,

akkor azt mondjuk, hogy az A operéator a (p} koordinatdkban Jordan-alakd.

10. tétel. Az A operétorhoz léteznek olyan ¢} koordindtak, amelyekben A Jordan-alakd.



2.2.3. Kozelit6 nemlinedris 6sszevoné fiiggvény eldallitasdra hasznilhaté médszerek

Amikor az dsszevono fliggvény létezésére vonatkozo feltétel nem teljesiil, akkor még mindig kitlizhet6 az a
cél, hogy kozelitéleg vonjunk 6ssze egy modellt. Ilyenkor megkovetelhet6 az is, hogy bizonyos anyagfajtak
mennyisége valtozatlanul maradjon: ezek azok az anyagfajtdk, amelyek kozvetlentil mérhet6ek.

Szinguldris perturbacié Specidlis alakd egyenletek esetére kozelitd dsszevoné fliggvényeket konstrualha-
tunk a szinguldris perturbdcié médszerével [Li és mtsai., 1993]. Tegyiik fel, hogy az egyenletiink a kovetkezé
alaku:
¢=aoc+(Aoc)z ez=boc+ (Boc)z, (15)
ahol K € NyR, ¢ RM/R, C R¥, az ¢ € (R")**X diagonalis métrix komponensei pedig a kicsi pozitiv
ex szamok. Tegyiik fel, hogy a B(c) matrix sajatértékei minden ¢ € RM mellett negativak, és hogy inverzét
szimbolikusan ki tudjuk szdmolni. Olyan 0sszevont rendszert kerestink, amely csak a c fliggvényt tartalmazza.
Vezessiink be egy ¢ tisztan gyors valtozot, levalasztva z lassd részét: ¢ = z + h o c. Feltéve ezek utan,
hogy a h fiiggvény megoldésa az eh’(a — Ah) — Bh + b = 0 egyenletnek, rekurzi6val viszonylag konnyen
meghatarozhat6k h(c) = Z;fg €'h; () € szerinti hatvanysordnak tagjai:
hy = B7'b
i1
hi = B '(hija—) hiAhi ;) (i=1,2,...). (16)
j=0

Ezek utdn a ¢ fliggvényre vonatkoz() e@ = (B + eh’A)@ egyenletet a szinguldris perturbdcié médszerével
megoldva, a @(T,¢) = Z;OS e'@i(T) sorban szerepl @; fliggvényekre kapjuk, hogy
t
@i(t) = exp(e~ " B(c(0))et)hi(c(0)) + J exp(e "B(c(0))(t—s))e a1 (s, £)ds,
0
t/er
ahol T := : és a_1(t) = 0. Az eredményeket visszairva az dsszevonand6 (15) rendszerbe a kovetkez6
t/ex
Osszevont rendszer adodik:

¢(t) = a(c(t)) — Ale(t))h(c(t)) + Alc(t)) @(t, &).

Bogajevszkij és Povzner médszere [Li és mtsai., 1994b] és [Tomlin és mtsai., 1994] alapjan kozelité nemline-
aris 6sszevono fliggvényt konstrualhatunk kiegészit6 feltételekkel és azok nélkiil. A moédszer a szingularis
perturbacié Bogajevszkij—Povzner-féle altalanositdsat haszndlja. A sajatfliggvényeket vagy az altalanositott
sajatfligggvényeket hasznalva bazisként az A operator valamelyik kanonikus alakra hozhaté. A kanonikus
alakbol adédnak 6sszevont rendszerek. Ha tehat az A operatort kanonikus (,,szép") alakra transzformadljuk,
akkor osszevont rendszereket kaphatunk anélkiil, hogy meg kellene hatdroznunk az sszevoné fiiggvény élta-
lanositott inverzét. Arra dltaldnos médszer nem ismeretes, hogy hogyan kaphaté meg egy operator kanonikus
alakja, de kozelit6 kanonikus alakok létrehozdsara Bogajevszkij és Povzner adott meg eljarast. A késdbbiekben
ezt fogjuk alkalmazni.
Az aldbbiakban el&szor is definidljuk operatorok néhany kanonikus alakjat.

5. definici6. Tegytik fel, hogy az A operdtorhoz létezik olyan bazis, amely a @i(i = 1,2,...,k) sajatfiiggvé-
nyekbdl és az w;(j = 1,2,...,p) invaridnsokbol 4ll, ahol a ¢; sajatfiiggvény A; sajatfiiggvénye nem azonosan
nulla, és el6all A; = A; o w alakban. Ebben a bazisban A = diag()A; o w)[d,], amire tigy utalunk, hogy az A
operéator diagonalis alakt.

6. definici6. Tegyiik fel, hogy az A operédtorhoz léteznek nem azonosan nulla A;(i = 1,2,...,1) sajatfligg-
vények, amelyek el6allnak A; = A; o w alakban, és minden A; esetére létezik k; szamu (p]?(j =T1,2,...,ki)
fiiggvény, hogy

Al = Aoj

A9y = M@yt @)

Aep. = Mop, + ok 1,



vagyis tigynevezett Jordan-bazis. Ebben a bazisban A =< J ¢, 0, >, ahol J a sajatértékekhez tartozo, Jordan-
blokkokbél 4116 matrix. Ekkor azt mondjuk, hogy az operétor Jordan-alakd.

A diagondlis alak nyilvan specidlis esete a Jordan-alaknak.

7. definicié. Tegyiik fel, hogy létezik olyan bazis, amelyik az x{,x},..., X} ,X,...,xk, fliggvényekbdl és az

w1, W3,..., Wy, invaridnsokbdl all (ZL1 ki +m = M;m = 0 nincs kizdrva). Ebben a bazisban az A operator
. e . 1 Ki i i

blokkdiagonalis alakd: A =3 ;_; 3 %, fj(x") ai;'

Ez az alak | = 1 valasztéssal nyilvan minden operatorra teljestil; akkor hasznaljuk, ha 1l > 1.

8. definicié. Ha van olyan bdazis, amely a z1,2»,..., zx fliggvényekbdl és az w1, wy,..., wy invaridnsokbol
all (k+m=M) 4gy, hogy A =< Dz,9, >, ahol a D k X k tipust matrix komponensei A invaridnsai, akkor A
kvazilinearis alakd.

Ezek utén 4llitsuk el6 az A operétort
A=Ap+eA] +eAr+...
alakban, ahol Ay kanonikus alakt (e nem feltétlentil kicsi). Ezek utan keressiink egy olyan
S=eSi+e’Sa+...

operéatort, amellyel
M:=e SAe®

blokkdiagonalis alakt, azonos blokkokkal, mint Ay Jordan-blokkjai. Nyilvan

A =eSMe™ S

S 12 2 [P

e :I+s+fs +:I+ES]+€ (Sz‘f'ES])‘i‘...

€S —T—S4 4§24 1S —e%(S —lsz)+

- 2! - ! IR
tovabba
M =M+ eM; + My + ...,

ahol

My = Ao

Mi = [Ao,S1l+ Ay

1
M, = [Ao,Sz]+A2+[A1,S1]+§[[Ao,51},51]+...,

tovabba (X, Y] ;= XY — YX az X és Y operdtor kommutatora. Ha tehdt alkalmasan vélasztjuk meg az S; operd-
torokat, akkor M és Ay kanonikus alakja hasonl6 lesz.

A fenti eljérast alkalmaztuk az irreverzibilis Michaelis-Menten-modellre, a szdimszer{i adatokat specidlisan
a benzoil-L-arginin etilészter tripszin katalizdlta hidrolizisének esetébdl vettiik. Ez mellékfeltételek nékiili
Osszevondst jelentett.

Kiterjesztettiik a modszert arra az esetre is, amikor bizonyos anyagok mennyiségét nem akarjuk 6sszevon-
ni, vagyis amikor mellékfeltételekkel akarunk 6sszevonni egy rendszert. Ezt az eljarast egy égési folyamat
(hidrogén nemizoterm égése zart edényben) egyszerf{isitésére haszndltuk.

Az dsszevondssal kapcsolatos rész zarasaul megemlitjiik, hogy igen sok nyilt problémét is megfogalmaz-
tunk, ezek egyikét Farkas Gyula [Farkas Gy., 1999] oldotta meg. Végiil pedig utalunk Farkas Gyula és Horvath
Zsofia ([Farkas Gy., 1998a, Farkas Gy., 1998b] és [Horvath Zs., 2009]) lokdlis és globdlis megfigyelhet6ségre és
vezérelhet6ségre vonatkozé eredményeire, és megemlitjiik az sszevonds alkalmazasat egy konkrét farmako-
kinetikai modell esetére [Brochot és mtsai, 2005].



2.2.4. Az 6sszevonds hatisa a megoldasok kvalitativ tulajdonsagaira

Most megvizsgdljuk, milyen hatdssal van az 6sszevonds a kvalitativ tulajdonsagokra.
Alapvet6 fontossagu a kovetkezd linedris algebrai allitas.

1.lemma. Legyen M, M € N;M > N, és legyen A € RM*M B € RM*M s tegyiik fel, hogy az M € RM*M
matrix teljes rangi. Ha AM = MB, akkor az A matrix minden sajatértéke sajatértéke egytttal a B matrixnak
is.

[Toth és mtsai., 1997] alapjan néhany kézenfekvé kijelentést tesziink.

11. tétel. Ha f teljesiti a Lipschitz-feltételt és h nemdegenerdlt [T6th és mtsai., 1997, 1534. oldal] 6sszevoné
fuggvény, akkor a (7) képlettel értelmezett jobb oldal is teljesiti a Lipschitz-feltételt.

12. tétel. Polinomidlis jobb oldal esetén linedris 6sszevonds nem noveli a jobb oldal fokszamat.

13. tétel. (Pozitiv) invaridns halmazok képe 0sszevondsndl pozitiv invaridns halmaz, staciondrius pont képe
staciondrius pont, periodikus pélya képe periodikus pélya.

Ellenpélddk mutatjdk, hogy azért a kép nem annyira rézsds: AzX+Y —2Y, Y+Z-—27Z, Z+X—
2X  (oszcillalo) Ivanova-reakciébol az anyagfajtak koncentracijanak osszeadasaval konstans megoldasok-
kal bir6é egyenletet kapunk, ésa X — 2X, Y — X +2Y, X — X+2Z, Z — Y + Z reakci6 indu-
kélt kinetikai differencidlegyenlete ugyan koordindtdnként monoton megoldasokkal bir, mégis tsszevonhato
a h(p,q,7) == (p — q,p — 1) figgvénnyel a harmonikus oszcilldtor (nemkinetikai!) egyenletévé, amelyiknek
minden megoldésa periodikus.

A 1. lemma egyszer(i kovetkezménye, hogy staciondrius pont 6sszevondsaval kapott stacionarius pontban
a Jacobi-métrix Osszes sajatértéke az eredeti Jacobi-mdtrix sajatértékei koziil kertil ki. (Linedris 0sszevonds
esetén az 4llitds nemstacionarius pontokra is igaz, nemlinedris dsszevondsndl mar nem.) fgy tehat:

14. tétel. Nyeld és forrds képe nyel6 és forrds. Ha az eredeti rendszer stacionarius pontja valamely paraméter
fuggvényében mindig hiperbolikus, akkor az 6sszevont rendszerben nem léphet f61 Hopf-bifurkacié. Ha az
Osszevont rendszerben valamely paraméter valtozdsdnal Hopf-bifurkacio 1ép fel, akkor a megfelel paraméte-
reknél az eredetiben is ugyanez a helyzet.

Ellenpélda mutatja, hogy aszimptotikusan stabilis stacionarius pont 6sszevonhaté instabilissa.

A legfontosabb éllitdsok azok, amelyek az dsszevont rendszer tulajdonsagaibdl engednek kovetkeztetni az
eredeti tulajdonsagaira, hiszen tipikusan a kisebb rendszert szeretnénk vizsgdalni, de a nagyobb rendszer az
igazi modell. Egy ilyen eredmény:

15. tétel. Ha az Osszevont rendszerben egy staciondrius pont (aszimptotikusan) stabilis, akkor a megfelel6
staciondrius pont az eredeti rendszerben relative (aszimptotikusan) stabilis.

Staciondrius pont képének kezdeti feltételek szerint érzékenysége egyszerti explicit képlettel szdmolhaté
[T6th és mtsai., 1997, 1549. oldal].
Mit mondhatunk a tranziens megoldasokrol?

16. tétel. Fol nem robband megoldds képe nem robban {61, az 6sszevont rendszer folrobbané megoldésa csak
f6lrobbané megoldés képe lehet.
2.2.5. Kiterjesztések

Az dsszevonadst kiterjesztettiik reakciédifftizio-rendszerekre [R6zsa és Téth, 2004], illetve diszkrét idejti deter-
minisztikus és sztochasztikus modellekre is [T6th és mtsai., 1995]. (A sztochasztikus modellek dsszevonasa
nyilvédn rokon a dinamikus faktoranalizissel.)
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2.3. Brutté reakcidk felbontasa
A sztochiometria tipikus feladata a kovetkezé [Kovacs és mtsai., 2004]: Adott példaul a
2MnO); + 6H" +5H,C,04 = 2Mn*" + 8H,O + 10CO; (17)

ugynevezett brutté reakcio, és keressiik azokat a reakcidlépéseket, amelyek nemnegativ egész egyiitthatos li-
nedris kombindcidjaként a fenti brutt6 reakci6 el6éll. A reakcidlépésekre megszoritdsokat szokds tenni, ezek
kozil a legfontosabb, hogy elemiek legyenek abban az értelemben, hogy reaktdns komplexeik hossza ne le-
gyen kett6nél nagyobb.

Tovébbi részletek sziikségesek a feladat pontos megfogalmazasahoz. Altalaban a brutté reakcidban sze-
replé anyagfajtakon kiviil tovdbbiak is szerepelnek a felbontds reakcidiban. Els6 lépésként eldallithatunk
az eléfordulé atomokbdl ,sok” anyagfajtat, majd a vegyésszel kozosen ezek koziil kivalogathatjuk a redli-
san tényleg el6forduldkat. A kovetkezd 1épésben folirjuk az dsszes olyan elemi reakciét, amelynek bal ol-
dalédn és jobb oldaldn is csak az Osszegytijtott anyagfajtdk szerepelnek, és teljesitik az atomszdmmegmara-
das torvényét. Esetleg kikothetjiik, hogy a termékkomplexek hossza se legyen tobb mint kettd. A létrejott
elemi reakcidkat ismeretlen egyiitthatokkal szorozva és dsszeadva meg kell kapnunk a brutté reakciét. Ez
nyilvan egy linedris diophantoszi egyenletrendszert jelent. Az ilyenek elmélete a XIX. szdzad kozepén in-
dult fejlédésnek, hatékony algoritmusok nagy rendszerek esetére viszont csak tjabban allnak rendelkezésre
[Vizvari B. és Téth J., 2000, Papp és Vizvari, 2006]. Altaldban a feladat megolddsa nagyon nem egyértelmd,
ezért a (példaul egészértékii linedris programozas alkalmazasaval) generalt eléallitasok koziil tovabbi kri-
tériumok segitségével sztirtink. Ezek egyike lehet, hogy Volpert eredményeit felhaszndlva megvizsgaljuk,
végbemehetnek-e egyaltaldn a reakciok adott kezdeti anyagfajtdk mellett. Mads esetekben termodinamikai
megfontoldsok segithetnek, a leggyakrabban azonban az eredményeket a vegyésszel kbzosen elemezve tud-
juk eldénteni, melyek az elfogadhat6 felbontdsok. A fenti esetben példaul egy tipikus felbontas:

| reaktdns termék  suly |
H2C204+MI‘IOZ — [MHOZ,H2CZO4] 4
H>C,04+[MnO, H,C,04] — CO§+COZ+2HZO+[Mn(C204)]+ 1
C,0%™ +Mn3* = [Mn(C,04)]* 3
C,03™ +[Mn(C,04)]* = [Mn(C,04)2]- 2
[Mn(C,04)]"+MnO, — 2CO2+2Mn0O, 2
2CO; - C,07~ 2
2[Mn(C204)2]~ — 3C,035 +2C0O,+2Mn?* 1
H++[MHOZ,H2CZO4] — [H+,MHOZ,H2CZO4]+ 3
H++[H+,MHOZ,H2CZO4]+ — COE+C02+2H20+MH3+ 3

A médszert mds reakcidkra (hemoglobin telitédése oxigénnel) is alkalmaztuk [Vizvari B. és T6th J., 2000]
és alkalmazzuk (bizonyos brémvegyiiletek savas kozegben végbemend reakciéi).

2.4. Egzotikus jelenségek

A hagyomaényos felfogds szerint a reakcidk tipikus viselkedése szabdlyos abban az értelemben, hogy az anyag-
fajtdk Osszedntése utadn valamilyen (esetleg a kezdeti mennyiségektdl fiiggd) egyértelmiien meghatarozott
egyenstlyi allapot 4ll be, matematikai terminusokkal: 1étezik egyetlen globdlisan stabilis egyenstlyi helyzet. A
XX. szdzadban szamos kisérleti tény bizonyitotta, hogy a formadlis reakcidkinetikdban van létjogosultsaguk az
egzotikus viselkedés — amilyen példaul a multistabilitas, oszcillacié, mintdzatképz6dés, kdosz — modelljeinek
is.

2.4.1. Részletes kiegyenstlyozottsag ioncsatorna-modellekben

Az idegsejtek ioncsatorndinak modellezése kapcsan f6lvet6dott [Colquhoun és mtsai, 2004], hogy amennyiben
a folyamatokat leiré formalis kémiai reakcidk részletesen kiegyenstilyozottak, a sebességi egytitthatok kozott
fennall6 reldcidk lehet6vé teszik a mérések szamanak csokkentését. A részletes egyenstily fennalldsa egyszer(i-
en ellendrizhetd (bar nem oly egyszerfien, ahogyan az széles korben elterjedt, és ahogyan az idézett szerz6k is
alkalmazzak), j6l kezelhetd sziikséges és elégséges feltételt adott erre [Feinberg, 1989]. Colquhounék nyilvan-
valéan hibés eljardsat elemezve megallapitottuk, hogy az ioncsatorna-modellek specidlis alakja miatt kapnak
6k mégis helyes eredményeket. A specidlis alak meghatdrozo jellemz6it sikertilt el6zetesen koriilhatarolnunk
[Nagy és mtsai, 2009].

11



2.4.2. Oszcillacié és multistabilitds

A reakciokinetika elmélete tele van hagyoményokkal, hiedelmekkel, sejtésekkel és cafolatokkal [T6th, 1999].
Részletesen elemeztiik ezt az [Erdi és Toth, 1989, Section 4.2] konyvben, itt most csak néhany példat emlitiink.
Megfordithaté reakcioknak van pozitiv staciondrius pontjuk (igaz), csak egy van (hamis). A zart rendszerek
egyenstilyhoz tartanak — ha ez azt jelenti, hogy megfordithaté részletesen kiegyenstlyozott reakci6knak léte-
zik egyetlen, lokdlisan relative aszimpotikusan stabilis egyenstilyi helyzete, akkor igaz, s6t az allitds komplex
kiegyenstlyozott reakcidkra is kiterjeszthetd. Oszcillacié csak akkor jelenik meg, ha autokatalitikus, auto-
inhibitorikus vagy enzimatikus reakcidlépés is jelen van (hamis). Visszacsatolds sziikséges az oszcillaci6hoz
(hamis), s6t autokatalizis nélkiil, els6- és masodrend{i reakciokkal sikertilt (numerikusan) kdoszt generalni.

Itt arrdl az allitdsrél szélunk részletesebben, amely szerint a multistacionaritds sziikséges vagy elégséges
feltétele lenne az oszcilladciénak. A téveszme pontosabb megfogalmazdasa szerint ahhoz, hogy valamilyen pa-
raméterek mellett 1étezzék oszcillacié egy Osszetett kémiai reakcié determinisztikus modelljében, sziikséges,
hogy a paraméterek valamilyen értéke mellett tébb egyenstlyi helyzet 1étezzék. Ez a tulajdonsdg szamos mo-
dellnél (autokatalator, Ivanova-reakci6, Lotka—Volterra-reakcid, oregonétor), és szdmos val6sagos reakcional is
teljestil, s6t ezt az Osszefliggést sikeresen hasznéltdk oszcillalé reakcidk tervezesére is. Mdsrészt a Farkas H.—
Kertész-Noszticzius-féle explodator modellel szembeni kritika azon alapult, hogy mintha az a modell nem
teljesitené ezt az elvet, mig a kritika kritkdja azon, hogy de igen, bizonyos paramétereknél a modellnek tobb
egyenstlyi helyzete van.

A [Téth, 1999] cikkben megmutattuk, hogy a fenti allitds tovabbi kiegészitések nélkiil hamis, és a feltétel
nem is sziikséges. A Li és Wu éltal dontd érvként felhozott példa viszont valéban rendelkezik periodikus
megoldassal, amint az a Poincaré-Bendixson-féle elmélet egyszerti kovetkezményeként adddik.

A tanulsag az esetb&l nem az, hogy a vegyészek egy nemlétez6 tételre alapozzak tevékenységiiket, hanem
az, hogy a nemlétezd tétel és a modellek és a mérések viselkedése kozotti szoros kapcsolat arra kell, hogy
0sztokéljen benniinket, hogy megkeressiik a tovabbi hallgatélagos feltételeket, amelyekkel egy igaz és hasznos
allitast lehet megfogalmazni.

A témadhoz csatlakozik még a Bendixson-tétel egy tobbdimenziés éltaldnositdsa [Téth, 1987], tovébba a
Pé6ta-Tyson-Light-tétel (lényegében: két bels6 anyagfajta és legfeljebb masodrend(i reakcidk esetén a Lotka—
Volterra reakci6 az egyediili oszcilldl6 reakcid) egy djabb bizonyitdsa, amely reményt ad a tétel esetleges al-
taldnositasaira [Schuman és T6th, 2003], s amely a homogén masodfokud polinommal perturbalt vektormezk
Bautyin-Dulac-Loud-Zotadek-féle osztalyozasan alapul.

2.5. Turing-féle instabilitas

Ebben a részben kivételesen nem a homogén reakcidkinetika valamely problémdjaval foglalkozunk, hanem
reakciédiffazié-rendszerekre vonatkozé allitasokat foglalunk ossze. Ezek legfontosabbjaként megmutattuk
elemi [Szili és T6th, 1997] és haladottabb [Szili és T6th, 1993] médszerekkel, hogy a Turing-féle instabilitas
sziikséges feltétele a keresztgatlas jelenléte. Ezek a vizsgalatok felfoghatok tigy, hogy azt tanulményoztuk,
milyen hatéssal van difflizi6 hozzavétele egy homogén reakcidkinetikai rendszer viselkedésére stabilitds szem-
pontjabol.

A vizsgélt rendszer ismét a (3) reakci6, de mivel a diffiziét is figyelembe akarjuk venni, ezért modelltink
most az alabbi parcidlis differencidlegyenlet-rendszer:

dcm (t,x) 0%cm(t,x)

ot ox?
ami az anyagfajtdk c (t, ) stirliségfiiggvényére vonatkozik, és ahol a D,,, € R" szdmok a diffaziés egyiitt-
hatdk, az f., fiiggvények pedig ugyanazok, mint a (4) egyenletnél. Az egyenlet az Q C RN nyilt halmazon

van értelmezve, amelynek sima hatdra a 0Q halmaz. Ahhoz, hogy a feladat megoldésa egyértelmfi legyen,
egyrészt kezdeti feltételeket szokds kikotni:

c(0,x) =c’(x) (x€Q), (19)
a peremfeltételek koziil pedig vagy rogzitett, azaz Dirichlet-féle feltételt kotiink ki:
c(t,x) =c*(x) (xe€0Q), (20)

:fm(c(t)x))+Dm (m:1)2)-‘-»M)> (18)

azaz minden id6pontban el6irjuk a(z idében véltozatlan) koncentraciét, vagy azt mondjuk, hogy a hatdron
keresztiil nem aramlik anyag, azaz zér6 fluxust vagy Neumann-féle peremfeltételt irunk el6:
oc

a(t, x)=0 (x€09Q). (21)
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Erdekes és matematikai szempontbdl meglepd lehet az a — kisérletekb&l és numerikus szamitasokbol ismert —
tény, hogy elegend6en nagy edény esetén a két eset kozott nincs lényeges kiilonbség.

A szokasosnak megfelel6en [Cavani és Farkas, 1994, 378. old.] Turing-instabilitasrol akkor beszéliink,
ha a kovetkezék teljestilnek. A homogén, difftizié nélkiili esetre vonatkozé (4) egyenletnek létezik olyan c*
nemnegativ stacionarius megolddsa, amelyre teljesiil, hogy ennél a megolddsndl az egyenlet jobb oldalanak
f'(c*) Jacobi-madtrixa csak negativ valds részi sajatértékekkel bir. Ha a tetsz6leges A matrix spektrumét o(A),
spektrilis abszcisszdjat pedig s(A) := max{fR(A);A € o(A)}jeloli, akkor a feltevés:

s(f'(c*)) < 0. (22)

Kiemelend§, hogy ez a feltétel azt (is) maga utan vonja, hogy a reakciédifftizié-rendszer kicsiny, térben homo-
gén perturbdcidja elenyészik.

Ismeretes, hogy a Laplace-operator ko, k1, ... sajatértékei mindkét peremfeltétel esetén negativak. Alapve-
t6 fontossagt szdmunkra Martin tétele, amely szerint, ha minden kj mellett

s(f'(¢*) + kD) < 0, (23)

ahol D := diag(D1,Da2,..., D), akkor ¢* globélisan egyenletesen aszimptotikusan stabilis megoldasa a (18)
egyenletnek. Akkor beszéliink Turing-féle instabilitdsr6l, ha van olyan ki, amelyre (23) nem teljestil, (22)
viszont igen. Ez az eset azért érdekes, mert ilyenkor stabilis inhomogén staciondrius allapotok (Ggynevezett
Turing-mintdzatok) johetnek létre. A kémiailag hasznos és értelmes allitdsok alapja a kovetkez6 tétel:

17. tétel. Ha az A € RM*M lényegében nemnegativ métrix esetén s(A) < 0, akkor tetsz6leges nemnegativ C
diagonalis matrix esetén s(A — C) < 0.

F6 eredménytinkbdl specidlisan kovetkezik, hogy els6rendti reakciéban nem kaphatunk Turing-féle istabi-
litast. Ez az allitds annal érdekesebb, mert Epstein cikkében [Epstein, 1991] az 4ll, hogy

Turing ...showed that a sufficiently nonlinear set of reaction kinetics coupled to diffusion could
give rise to pattern formation

Ezzel szemben viszont Turing példéja x = 5x+ 1, Y =6x—7y+1éppenhogy linedris, de nemkinetikai,

ugyanis a bekeretezett tag negativ kereszthatast fejez ki [Hars, T6th, 1979, Téth, Hérs, 1986].

A multisacionaritdssal kapcsolatos hiedelmek [T6th, 1999] kiegészithet6k azzal a szintén nem bizonyitott,
szigort értelemben pedig nyilvan hamis allitdssal, amely szerint homogén koriilmények kozott két staciondri-
us allapottal biré reakcié diffizié jelenlétében térbeli struktira kialakuldsahoz vezethet.

Megjegyzendd, hogy a [Szili és T6th, 1997] dolgozatban a kinetikai differencidlegyenletek jellemzésének a
tomeghatas tipust kinetika esetén [Hars, Téth, 1979, T6th, Hars, 1986] messze ttilmend altaldnositasat is meg-
adtuk.

3. Sztochasztikus kinetikai modellek: Egy moédszer a valtozék szamanak
csokkentésére

A sztochasztikus kinetikai modellek mar két véltozé esetén is meglehetSsen nehezen kezelheték néhany alap-
vet6 allitdsban megfogalmazott eredményen ([Erdi és Téth, 1989, 109. oldal] és [Téth és Erdi, 1992, 125-134.
oldal] talmenden. (Megjegyzendd, hogy a sztochasztikus kinetikai modell altaldban nem Poisson-folyamat,
nem eldgaz6 folyamat és nem sziiletési-haldlozasi folyamat, bar ezekkel az osztalyokkal sok kzos eleme van;
tovébbd dltaldban vektorértéki folyamat.) Ennélfogva érdemes bevezetni kozelits eljarasokat a valtozok sza-
maénak csokkentésére. Az dltalunk javasolt egyszerti eljards rokon a szingularis perturbdcié médszerével, tehat
lényege az, hogy kikoszoboljiik a gyors valtozot a kvézistaciondrius feltevés alapjan.

Kiilonosen fontos ilyen médszerek tanulmdnyozasa azért, mert egy egyszerfisitett reakcié sztochasztikus
modellje és egy ,nagy" reakcié sztochasztikus modelljének egyszerfisitett valtozata altalaban nem azonos.

Tekintsiik az

aX+bY — Py, cX+dY — P (24)

reakciét, ahol a P; és P, termékek kiils6 anyagfajték, a, b, ¢, d € Ny sztochiometriai egytitthaték. Ha a szokadsos
moédon bevezetjiikk a Py o (t) := P(X(t) = m,Y(t) = n) abszolut valészintiségeket, akkor ezekre a fentiek
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alapjan a kovetkez6 egyenlet all fenn:

Pm,n (t) = wi(m—a,n-— b)mea,nfb (t) —wy (m»n)Pm,n(t)
+ W2 (m —Gn— d)Pm—c,n—d(t) - WZ(mv n)Pm,n (t)) (25)
ahol wy, (r = 1,2) az egyes reakcidlépések sebessége. Tegyiik fel, hogy az Y anyagfajta sokkal gyorsabban

véltozik, mint az X anyagfajta, és vezessiink le egyenletet a Q(t) := ) Pm n(t) valdszintiségekre. A (25)
egyenleteket 6sszegezve kapjuk:

Qum(t) = Ewi(m—a,n)m—aQm-—a(t) —Ews (m,n)imQu(t)
+ Ewa(m—c,njim—c]Qmc(t) — Elwz(m,n)mlQun (t), (26)
ahol b
P (1) i= ] Effim] = 3, )P [1) (7= wr,w2) @)

A Pm (1) feltételes valoszintiségekre pedig azt a feltevést tessziik, hogy azt az egyenletet elégitik ki, amelyet
a (25) egyenletb6l m értékének rogzitése mellett kapunk:

Pn\m(t) = wi(mn— b)Pm,nfb (t) — Wi (m» n)Pm,n (t)
+ wy(m,n— d)Pm,n—d(t) —wz(m, n)Pm,n(t)> (28)

A (26) és (28) egyenletbdl all6 rendszer a (27) definicidk figyelembevételével mar megoldhato.
Az eljarast két konkrét példara alkalmaztuk: a P. Grayt6l ered6 reakcidcsalad egy tagjara, az

X=Y, X+Y—=-3X, X—>0
kobos autokatalatorra, és a dinitrogén-pentoxid (N20Os)
2N205 — 4NOZ + OZ

brutté reakci6 szerint végbemend bomldsanak Oggtol eredd

| reaktans termék  suly |
N,Os = NO,;+NO3 2
NO,NO; — NO,+NO+O; 1
NO;+NO NO, 1

klasszikus mechanizmusara. A vdrhat6 értékre és a szérdsnégyzetre vonatkozé egyenletek levezethetSk, de
még mindig igen bonyolultak, ezért kozelité6 megolddsukra a van Kampen-féle Q-sorfejtést alkalmaztuk. A
varhat6 értékre ily médon kapott egyenlet mar pontosan megegyezik a determinisztikus kinetikai differen-
cialegyenlettel. Az eredményeket 6sszevetettiik a Degn-féle (lasd pl. [Erdi, Sipos és Téth, 1973, Hars, 1976])
szimulaci6 eredményével. A vizsgalt példdkban a kozelitéleg szamolt szérds nagyobb a szimuldldssal kapott

szérasnal, mig az egyszerfisitett reakciok sztochasztikus modelljében a szérds altaldban kisebb, amit az ma-
gyarazhat, hogy az egyszerfisitett modell a fluktudciok forrasai koziil néhanyat figyelmen kiviil hagy.

4. Kiilonb6z6 szintti modellek integraldsa

Kiilonféle szobajovs potencialis hatéanyagok elektrofiziol6giai és magatartdsra gyakorolt hatdséat tigy vizsgdl-
tuk szdmitogépes szimulaciéval, hogy a transzmitter-receptor kolcsonhatés farmakoldgiai médositasa részle-
tes kinetikai modelljét és a neurobiolégiai rekeszmodelleket (amelyek a Hodgkin-Huxley-egyenlet egyszertisi-
tett valtozatai) egyesitettiik. Ezen tdlmen&en egy inverz mddszert is javasoltunk, amely alapjan kidolgozhaté
az idegrendszer olyan befolyasoldsa, amely valamilyen elére megadott id6beli mintdzathoz vezet. Elemeztiik
a szorongdssal kapcsolatban all6 9-hullamok keletkezését és farmakoldgiai moédositdsukat. A kiilonb6z6 szin-
tti modellek egyesitése itt abban segithet, hogy megtaldljuk a GABA-receptorok «;-alegységének olyan pozitiv
allosztérikus! modulétorait, amelyek szelektiv szorongédsoldék lehetnek [Erdi és To6th, 2005, Erdi és mtsai, 2006].

1 Az allosztérikus szabalyozds azt jelenti, hogy az enzimnek az aktiv centrumon kiviil mésik kotShelye is van, és az ehhez k6t6dé anyag
megvaltoztatja az enzim térszerkezetét, s igy aktivitasat is.
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5. A Mathematica program alkalmazdsai a kémiai reakcidkinetika felada-
tainak megoldasara

Egy 0Osszetett feladat, a szagldssal kapcsolatos jelek sejtbéli transzdukciéja kapcsan olyan programokat készi-
tettiink [T6th és Rospars, 2005], amelyek automatikusan folirjak és megoldjak az indukalt kinetikai differenci-
alegyenletet. Példdink koziil a ligandum-receptor kolcsonhatés egyszer(i modelljei tomeghatés tipust kineti-
kaval rendelkeztek, mig Meyernek és Stryernek a receptorok indukalta kalciumoszcillaciéra felirt modelljében
a kinetikat a Michaelis-Menten-reakciéra emlékezteté (anndl kissé bonyolultabb) raciondlis fiiggvények ad-
tdk meg. A [T6th, 2002] dolgozatban a megfelel6 sztochasztikus modellt is szimuldljuk, de megmaradtunk a
tomeghatdas tipusu kinetika megfelel6jénél: a Kurtz-féle kinetikanal.

Kisebb részletek vizsgalatdhoz szintén hasznéltuk a Mathematicdt: mintaprogramot [Vardai és Té6th, 2008]
frtunk annak tanulmanyozdsara, hogy hogyan jelenik meg a Hopf-féle bifurkacié a Schlogl-modellben, to-
vabba a varidcids egyenletek elemzésére a sejtciklus oszcilldlé modelljei esetén [Sipos-Szabd, E. és mtsai, 2008,
Pal és mtsai, 2009, Sipos-Szabd, E. és mtsai, 2009].

A reakcidkinetikdn tdl is érdeklédésre tarthat szdmot az a programcsomag, amely polinomok (aszimpto-
tikus) stabilitdsara vonatkoz6 algebrai, komplex fiiggvénytani, szdmelméleti stb. moédszereket foglal 6ssze
[T6th és mtsai., 1998]. A brutt6 reakciék korabbiakban mér emlitett felbontédsa szintén a Mathematica progra-
mot hasznélja [Vizvéri B. és T6th J., 2000, Papp és Vizvari, 2006, Kovacs és mtsai., 2004]. (Lasd még ezeket is:
[Nagy A. L., 2009a, Nagy A. L., 2009b, Nagy A. L., 2009c].)

NMusztracoként mutatunk néhany példat annak igazoldsara, hogy Mathematica program segitségével a ma-
tematikai megfogalmazashoz egészen kozel 4ll6, esetenként annal is tomorebb médon lehet programokat irni
anélkiil, hogy az elavult konstrukcidk (Break, Continue, Do, For, Goto, Label, Return) barmelyikére
sziikségiink volna. (Azt is mondhatjuk, hogy a Mathematica program szerepe hasonlé a funkcionélanalizis
matematikdban betoltott szerepéhez.) A (4) kinetikai differencidlegyenlet jobb oldalat példaul a kovetkez6
,programrészlet” szdmolja: (B — «) - (k Times@@c%). A (2) egyenlet érzékenységi vagy varidcios egyenleté-
nek jobb oldalat pedig ez adja: D[f]c, p], {p}.

6. A tézisek

1. Feltételeket adtam meg nemlinedris 6sszevono fliggvények létezésére (2.-5. tétel, [Li és mtsai., 1994a]).

2. Modszereket adtam meg nemlinedris 6sszevoné fliggvények pontos és kozelité konstrukcidjara mellék-
feltételekkel és mellékfeltételek nélkiil (6., 8., tétel, [Li és mtsai., 1993]).

3. Megvizsgaltam az 6sszevonds hatdsat kinetikai differencdlegyenletek megoldasainak kvalitativ tulajdon-
sdgaira (11.,12.,13., 14., 15., 16. tétel, [T6th és mtsai., 1997]).

4. Brutt6 reakciok felbontédsara szolgalé moédszereket dolgoztam ki és alkalmaztam szervetlen és biokémiai
reakcidkra [Kovécs és mtsai., 2004].

5. Homogén kinetikai modellek egzotikus viselkedésére vonatkozé pontos éllitdsokkal igyekeztem elosz-
latni az irodalomban fellelhet6 kétértelmtiségeket (1. tétel, [Schuman és Té6th, 2003, Téth, 1999]).

6. Megallapitottam (17. tétel, [Szili és Toth, 1993]), hogy a Turing-instabilitas sziikséges feltétele a kereszt-
gétlas jelenléte.

7. Kozelité modszert dolgoztam ki a véltozok szaménak csokkentésére sztochasztikus kinetikai modellek-
ben [Frankowicz és mtsai., 1993].

8. Példat mutattam kiilonb6z6 szint(i farmakolégiai modellek integraldsédra és a reakcidkinetikai vizsgéla-
tok szamitogépes segitésére [Erdi és Toth, 2005, Téth és Rospars, 2005].

A tiz kiemelt hivatkozast | bekereteztem |, masolatuk a honlapomon megtalalhato.
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