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1. Bevezetés

Az értekezés olyan extremalis problémakat taglal, amelyek kodolasi kérdésekhez kapcsolod-
nak. A kodok valamilyen adott tulajdonsaggal (példaul paronkénti nagy Hamming tavolsag)
rendelkezd n hosszt 0 — 1 sorozatok. Ha a sorozatokat egy n elemi alaphalmaz karakterisztikus
vektorainak tekintjiik, akkor egy halmazrendszert (hipergrafot) kapunk, és a kod tulajdonsagai
e halmazrendszer tulajdonsagaiva fogalmazoédnak at. Ilyen médon minden kédolési probléma
atfogalmazhato hipergraf problémava, és hasonlé médon, minden hipergraf probléma atfogal-
mazhatd kodolasi problémava. Akkor mi a kiilonbség az extremalis halmazelmélet és a kodel-
mélet kozott? Mas a motivacio, a szemlélet. Més kérdéseket tartanak fontosnak a kdédkutatok
mint az extremalis halmazok vizsgaloi. Talan a legszembeszoksbb kiilonbség az, hogy az ex-
treméalis halmazelméletben nagyrészt k-uniform (a halmazrendszer mindegyik tagja k elem)
rendszereket vizsgaltak. Példaként felhozhatndm akar Turan P&l egy hires kérdését: hany har-
mas adhaté meg gy, hogy semelyik négy pont ne tartalmazza mind a négy lehetséges harmast.
De ugyanez latszik a Szemerédi Lemma kiilonbo6z6, hipergrafokra vonatkozd verzidiban is: a
k halmazméret fiiggetlen az n alaphalmaz mérettsl. (Ezt a teriiletet Gjabban nagyon sokan
vizsgaljak. A Fields medélos Gowers [30], Tao [52], és sok més kivalo matematikus nagyon
szép és fontos eredményeket értek el.) E fliggetlenség miatt az extremalis halmazelméletben
altalaban n-ben polinomidlis kérdéseket kapnak, hiszen rogzitett k esetén (Z) = O(n*) halmaz
van. Ezzel szemben, a kodkutatok altalaban nem tartjak fontosnak, hogy egy adott sorozatban
pontosan k darab egyes legyen, azaz a halmazok mérete nem konstans. Ezért altalaban, (mi-
vel mind a 2" halmaz szoba johet) a vizsgalt problémék n-ben exponencialis méretiiek. Itt a
fontosabb extremalis kod kérdések szinte kivétel nélkiil megoldatlanok. (Alon, Kérner és Monti
[5] irtak, hogy ,...all of these problems had one thing in common. Not even the exponential
growth rate of the maximum number of n-strings with the required property was known. The
breakthrough occurred with cancellative set families when Shearer disproved the corresponding
conjecture of Erdds and Katona and this led way to Tolhuizein’s beautiful discovery that the
Frankl-Fiiredi bound is tight.” Azaz a kozel negyven éve vizsgalt kancellativ csalddok esetén
a maximalis méret exponense a kozelmultban ismertté valt, de mas kodok esetén még ezt sem
ismerjiik. Ezért a jelenlegi allas szerint az a cél, hogy legalabb egy durva skaldn jo becsléseket
kapjunk, azaz becsiiljiik meg minél élesebben a kitevét.

Persze az is el6fordul, hogy az extremalis halmazok vizsgal6i exponencialis kérdéseket vizsgal-
nak, a kodkutatok pedig konstans stlyu kédokat. Ilyenkor bizony eléfordul, hogy a két kozosség

tjra felfedezi egymas eredményeit. Erre a jelenségre egy jellemzd példa a [48] dolgozatomban



tanulményozott kérdés, amit nagyon sok szemszoghdl vizsgéltak.

A kodok kutatasa soran a két legfontosabb kérdés egyrészt jo tulajdonsagokkal rendelkezd
kodok konstrualéasa, illetve a maximalis méretiitk meghatérozasa. A konstrukciok elsGsorban
linearis algebrai jellegiiek, gyakran hasznélatosak véges testek feletti polinomok, véges geome-
triak, szdmelméleti eredmények. Ezek az eszkozok altaldban jol mitikodnek fix, révid méreti
kodok konstrualasa sordan. Azonban az igy megadott kodok aszimptotikusan nem viselkednek
igazan jol: az ismert konstrukciok szinte kivétel nélkiil polinomialis méretiiek, még azokban
az esetekben is, amikor ismert, hogy létezik exponencidlisan nagy kod. Exponencialisan nagy
also hatar bizonyitasa a fontosabb kédok méretére majdnem mindig valoszintiségi modszerekkel
torténik, ilyen értelemben jo konstrukciok nem ismertek. (Ez aldl kivételt képeznek az algebrai
geometriai kodok, amelyek nagy kod ABC esetén aszimptotikusan jol viselkednek, viszont a leg-
fontosabb binaris esetben nem érik el a véletlen konstrukciok korlatait. Taldn ez az oka, hogy
ennek a kezdetben igéretesnek tiing modszernek a vizsgalata az utoébbi években alabbhagyott.)

A hagyoményosan magyar matematikai szemléletet kovetve, a disszertacio elsGsorban a ko-
dokhoz kapcsolodd aszimptotikus kérdéseket vizsgélja, ezekhez modszereket dolgoz ki.

A vizsgalt teriilet nagyon gazdag, Shannon 6ta sok kivald6 matematikus dolgozott ezeken
a kérdéseken. A téma korszertiségét és nagysagat az olyan kivalo szakfolyoiratok is fémjelzik,
mint az IEEE Transactions on Information Theory, Combinatorica, Journal of Combinatorial
Theory, Combinatorics, Probability and Computing, Random Structures & Algorithms...

Az értekezésbe hét angol nyelvi dolgozatom [11, 16, 27, 29, 31, 48, 49| eredményeit valo-
gattam be: igyekeztem tgy Osszeallitani, hogy megjelenjenek kozottiik az elmés, ardnylag rovid
bizonyitasok, amelyekkel régi, nyitott kérdéseket sikeriilt megvalaszolni [16, 27, 29, 48, 49] és a
hosszabb, bonyolultabb technikékat alkalmazo [11, 31| gondolatmenetek. A mésik szempont az
volt, hogy idében aranylag egyenletesen mutassam be munkassagomat, a véalasztott cikkek meg-
jelenési évei 1994 | 1997, 1999, 2001, 2005, 2006, 2007. Azt is fontosnak éreztem, hogy konkrét
kod korlatok [16, 27, 29, 48, 49| és hasznalhaté modszerek [11, 31] kidolgozéasa egyarant szere-
peljen. Mellékelem tarsszerzGim egy részének nyilatkozatat arrol, hogy a koézos dolgozatokhoz
lényegesen hozzajarultam.

Az els6 rész 6t dolgozata [16, 27, 29, 48, 49] kodok korlataival, illetve konstrukciokkal foglal-
kozik. A méasodik rész (hatodik illetve hetedik cikk, [11, 31]) egy graf fedési (Hajnal-Szemerédi),
illetve Ramsey tipusu probléméat dolgoz fel. Ezeket az eszkozoket kiterjedten hasznaljak a ko-
delméletben. A Hajnal-Szemerédi tételt (és méas particios tételeket, mint példaul a Baranyai

tételt) jol lehet hasznalni olyankor, amikor kodok méretét becsiiljiik. Egy friss (idei) példa



erre, hogy Aspnes, Safra és Yin 7] a Hajnal-Szemerédi tételt hasznaljak, hogy megoldjanak
egy régi, monoton (ranged) hash fiiggvényekre vonatkozo sejtést. A Ramsey elmélet széles kori
hasznalatara is sok példat lehetne felhozni: ismert az anti-haromszégmentes grafok Shannon
kapacitasa és az R(3 : k) (k szin, egyszind haromszog) Ramsey szamok kozotti szoros Ossze-
fiiggés [1], de a csatornak unidjanak a kapacitésara is a becslések Ramsey szamokon keresztiil
adodtak.

2. A fontosabb eredmények ismertetése

Fedés mentes halmazrendszerek ([48] dolgozat)

A szuperponalt kodokat Kautz és Singleton [42] vezették be a hatvanas években. Azota a
kérdést a matematika tobb agaban is vizsgaltak, ugymint extremalis halmazelméletben (Frankl,
Fiiredi [26]; Erdds, Frankl, Fiiredi [20, 21|; Firedi [28]; Coppersmith, Shearer [14]), elméleti
szamitogéptudomanyban (Hwang, T. Sos [37]; Linial [44]; Szegedy, Vishvanathan [51]; Buhr-
man, Miltersen, Radhakrishnan, Venkatesh [13]), kodelméletben (Alon, Asodi |2, 3|; Bassalygo,
Pinsker [10]; Dyachkov, Rykov [18]), génkutatasban (Cstirés, Milosavljevic [15]; Balding, Tor-
ney [8]), és fontos geometriai kovetkezményei is vannak (Griinbaum; Erdds, Frankl, Fiiredi).
A teljesség igénye nélkiil emlitenék egy geometriai kdvetkezményt. Griinbaumnak az a sejtése
évtizedekig nyitott volt, hogy R™-ben legfeljebb 2n — 1 pont adhaté meg tugy, hogy barmely
harom hegyes szogli haromszoget hataroz meg. A szuperponélt kodok segitségével ezt expo-
nencialisan megcafoltak: Erdds, Frankl, Fiiredi belattak [20], hogy legalabb 1,134™ ilyen pont
van. Szamos kapcsolodo cikk sziiletett, és a téma szertedgazasa folytan el6fordult, hogy a ma-
tematika valamely dgédban dolgozd kutatok djra felfedezték egy méasik dgban dolgozo kollégaik

eredményeit. A {6 kérdés igy hangzik:

1. Probléma. Mekkora F halmazrendszer vdlaszthato ki eqy n elem alaphalmazbol oly maodon,
hogyV Ag, Ay,..., A, € F esetén Ag £ A;UAU...UA,?

Sok egymastol fiiggetlen dolgozatban (Hwang, T. Sos; Kautz, Singleton; Erdds, Frankl, Fii-

redi...) a kovetkezd eredmény sziiletett.

2. Tétel. Legyen f(n,r) a fonti tulajdonsdgnak eleget tevd halmazrendszer mazimdalis mérete.

Ekkor alkalmas c1, co abszolit konstansokkal

2™ < fn,r) < 2 (1)



Dyachkov és Rykov [18] 1981-ben orosz nyelven publikaltak a kovetkezs eredményt.

3. Tétel. (Dyachkov, Rykov 1981)
f(n, 7") S QC3nlogr/r2' (2)

Lathato, hogy a (2) egyenl6tlenség nagyon erds javitasa az (1) felss korlatjanak. A cikkben leirt
bizonyitéas viszont meglehetGsen hézagos. (,,Theorem 3 has not been completely proved”, irja a
hivatalos angol verzi6 [18]) A [48] cikkem {6 eredménye az, hogy adtam egy aranylag egyszert,

tisztan kombinatorikai bizonyitast erre a vitatott eredményre.

4. Tétel. (Theorem 3.7., [48])
f(n,r) < 28n10gr/r2. (3)

Emellett konstans halmazméret esetén, a Baranyai tételt [9] alkalmazva megjavitottam
Dyachkov és Rykov ide vonatkozé korlatait. Erre a dolgozatomra eddig 56 fliggetlen hivat-
kozas érkezett, és tobb konyvben is lekozolték. Az eredmény tovabbi kutatéasokat is inspiralt,
példaul Fiiredi adott késébb egy még egyszertibb bizonyitast a tételre, Alon pedig kiterjesztette
nagyobb r értékekre és bevezetésre keriiltek jabb kodok.

Euklideszi szuperpondlt kodok ([29] dolgozat)

Az euklideszi szuperponalt kodokat (ESZK) 1988-ban Ericson és Gyorfi [25] vezette be. Valos
egységvektoroknak egy F halmaza R™-ben ESZK, ha a kiilonb6z6, legfeljebb r-es vektorosszegek
tavolsaga legalabb d, azaz ha F 5 A # B € F és|A| <r, |B| <r, akkor dg(Xveav, Yvenv) >
d, ahol dp az euklideszi tavolsag. (Lathato, hogy az ESZK szorosan kapcsolodik egy klasszikus
geometriai problémahoz, nevezetesen nagy ponthalmazok egyenletes elhelyezése a gombhéjon.)

Egy ESZK f(n,r,d) maximéalis méretére Ericson és Gyorfi belattak, hogy
5. Tétel. (Ericson, Gyorfi 1988)
2nlogr/(4r) < f(’fl,’f’, d) < 2n10gr/r. (4)

A két korlat (4)-ben exponencidlisan téavol van egymastol, és sok probalkozas tortént erds esz-
kozok (példaul Levenstein polinomok) bevetésével, hogy ezeket kozelebb hozzak egymashoz.
Azonban csak polinomiélis javitasok sziilettek és az els6 exponencidlisan jobb korlatra tobb,

mint tiz éven keresztiil varni kellett, amikor is Fiiredi Zoltannal a [29] dolgozatban belattuk,

hogy



6. Tétel. (Theorem 3.2., [29])
f(n,r, d) < 2nlogr/(2r). (5)

A bizonyités egyszert, lényegében megmutatjuk, hogy az r-es vektorosszegek nagy hanyada egy
r1/2 sugart gomb belsejében lesz, és utana térfogati becsléseket adunk. Az eredményeinket Mil-
man [46] egy klasszikus tételét alkalmazva sikeriilt kiterjeszteni tetszéleges n dimenzios normalt

vektorterekre, azaz ha egy d, normaval vizsgaljuk a fenti kérdést, akkor igaz a kovetkezd.

7. Tétel. (Theorem 4.1., [29])

fj\/'(n, r d) _ 2®(nlogr/r). (6)

Eqy felhaszndldt azonosité és diszjunkt szuperpondlt kodok ([16] dolgozat)
A fedés mentes halmazrendszerek (szuperponalt kodok) rendelkeznek azzal a Sidon tipust

tulajdonsaggal, hogy barmely 1 < k, ¢ < r értékekre

(A1, As,..., A} # {B1, Bs,..., B}

esetén

Ezért jol hasznalhatoak azonositésra: a vevs az elkiildott halmazok uniojabol (bitenkénti vagy)
be tudja azonositani magukat az uniéban résztvevé halmazokat. Folmeriilt az a kérdés, hogy
lehetséges-e nagyobb kodot konstruélni, ha nem az 6sszes az uniéban részt vevé halmazt akarjuk
meghatarozni, de legalabb egyet igen. Ezt a tulajdonsagot ragadjak meg az egy felhasznalot

azonosito (single user tracing, SUT) halmazrendszerek.

8. Definicié. Egy F C 2" halmazrendszer r-SUT, ha minden olyan Fi, ..., Fi, C F vdlasztds
esetén, ahol 1 < |F;| <r, abbdl, hogy

JA=UA=..= J 4

AeF AcFo AEFy,

kivetkezik, hogy NF_,Fi # 0. Azaz (ekvivalens mddon) létezik olyan ¢: 2" — F SUT fiigguény,
hogy VF' C F, amelyre 1 < |F'| < r, p(UperA) € F'.

Legyen g(n,r) egy r-SUT halmazrendszer maximaélis mérete.



9. Tétel. (Theorem 3.4, [16]) Léteznek olyan cy,co > 0 konstansok, hogy

log g(n,r) e )

C1 .
— < limsup
T n— oo n T

A felsé korlatot Alon, Fachini és Korner [4] eredményeit felhasznalva bizonyitottuk be. Késsbb
Alon és Asodi [2] belattak, hogy ez éles. Ugyanezt a problémat altalanositottuk Laczay Balint
szerzGtarsammal [43] és erre Alon és Asodi reflektalt egy tjabb dolgozatban |3].

Egy nagyon régi, maig megoldatlan (Sidon tipust) kérdés a kovetkezs. (Weakly union free
families, WUF)

10. Probléma. Mekkora F halmazrendszer vdalaszthato ki eqy n elemi alaphalmazbol oly mo-
don, hogy AU B # C'U D bdrmely négy kilonbézé A, B,C, D € F-re.

A WUF halmazrendszereket altalanositottuk a kovetkezd modon.

11. Definicié. F C 2" diszjunktan r-szuperpondlt, ha

kovetkezik abbol, hogy
{A1, Ay, AN B, By, ..., B} =10

minden 1 Sk,fgr; Al,AQ,...,Ak,BbBQ,...,BgEf.

Legyen h(n,r) egy ilyen halmazrendszer maximalis mérete. Latszolag az ilyen halmazrendszerek

nagyon hasonlitanak a szuperponalt kodokra, azonban aszimptotikus viselkedésiik teljesen mas:

12. Tétel. (Theorem 4.3, [16])

1 _ log h(n,r) 1 lgr
o < lim sup — < (f + 0(1))—. (9)

n—oo 2 T

Az als6 korlatot véletlen modszerrel, a fels6t pedig mésodik momentum és térfogati meggon-

dolasok segitségével lattuk be.

Azonositsé kédok (|27] dolgozat)

Az azonosit6 kodokat Karpovsky, Chakrabarty, Levitin [40] vezették be és az elmilt tiz
évben t6bb, mint széz cikk jelent meg ebben a kérdésben. Egy G = (V, E) grafban legyen



N[v] = N(v) U {v}, a v pont zart szomszédsaga. Egy fix C' C V ponthalmazra és minden
legfeljebb ¢ elemtd X C V' ponthalmazra legyen

I(X,C):= |J N[z]nC.

zeX

Ha minden (X, C) kiilonbozs, akkor azt mondjuk, hogy C szeparalja, és ha mindegyik I(X, C) #
(), akkor C' lefedi a G graf legfeljebb ¢ elemii ponthalmazait. Azt mondjuk, hogy C' egy kod, mely
azonositja a G graf legfeljebb ¢ elemt részhalmazait (¢-ID kod), ha mindkét fenti tulajdonsag
teljesiil. (Az 1-ID kodokat egyszertien ID koédoknak fogjuk nevezni.)

Az ID kodok vizsgalata a szamitogéphalozatok tesztelésébdl ered. Ha a G graf minden
pontja egy processzor, és ezek az F élek mentén vannak Gsszekdtve, akkor egy C' ¢-1D kod a
kovetkez6t teszi lehet6vé. Ha minden C-beli processzor lefuttat egy teszt programot énmagan
és a szomszédain és legfeljebb ¢ helyrél jon hibajelzés, akkor a hibés processzorok X halmazat
meg lehet allapitani.

EredendGen azt a két kérdést vizsgaltak ebben a témaban, hogy milyen gréafoknak van ID
kodjuk, illetve specialis grafokban (példaul racs) mi a legkisebb elemszamu C' ID kod. Ezeket a
kérdéseket az Erdgs-Rényi féle G, ,, véletlen graf modellben vizsgéltuk. Legyen ¢ = p?+(1—p)2.
A kovetkezs tétel a véletlen grafok minimalis ID kodjanak a ¢(G,,) méretét hatarozza meg

majdnem biztosan.

13. Tétel. (Theorem 1, [27]) Legyen p,(1 — p) > 4loglogn/logn. FEkkor G(n,p) majdnem

2logn
nlirrolo Pr ( > e) =0.

log(1/q)’
14. Kovetkezmény. (Corollary 1, [27]) c(Gn,1/2) ~ 2logyn, majdnem biztosan.

minden grdafidra c¢(Gy,p) ~ azaz, barmely e > 0,

2logn -
(Gnp) - (log(l/q)> -

Pontosan meghataroztuk, hogy milyen p = p(n) valészintiségek esetén van (majdnem biztosan)

a Gy, véletlen grafnak ID kodja.
15. Tétel. (Theorem 5, [27]) Bdarmely € > 0 esetén:

e ha p = o(n™?), akkor G(n,p)-ben majdnem minden grdfnak van ID kédja (és majdnem

biztosan ez egyértelmien az egész ponthalmaz),

e ha pn® — 400 és p < 5 (logn + (1 — €)loglogn), akkor G(n,p)-ben majdnem minden
grdafnak nincs ID kodja,



o ha == (logn + (1 +¢€)loglogn) < p <1 — L (logn + eloglogn), akkor G(n,p)-ben majd-
on 108 glog D , (10g g log p ]

nem minden grdafnak van ID kddja,

e hap > 1— X (logn —eloglogn), akkor G(n,p)-ben majdnem minden grifnak nincs ID
kodja.

I »
T »

0 1 1

— L(log n+log log n) l—llogn
2 2n n

1. abra. Az ID kod létezésének a kiiszob valOszintségei. A fliggSleges tengelyen a
Pr(G,, p-nek van ID kodja) valoszintiségek aszimptotikus értékei, a vizszintes tengelyen a p(n) értékek

vannak.

Erdés és Rényi tételeit hasznéalva a Theorem 6,7,8 tételekben (|27]) egészen pontosan leirtuk,
hogyan viselkednek a valdsziniiségek a kiiszoboknél, azaz, amikor p az 1. &abra valamelyik
learnyékolt részében van.

Az (-1ID kodok esetében belattuk a kovetkezdt.

16. Tétel. (Theorem 9, [27]) Legyen € olyan, hogy n® — +oo, p konstans, p # 0,1. FEkkor
G(n, p)-ben majdnem minden grafnak létezik

2(0 4 €)logn
log(1/q)

méretii C (-ID kddja, ahol ¢ = 1 — min{p, 2p(1 — p)}(1 — p)*~L.

Ol <

Eqgy optimdalis kod véletlen hozzdféréshez (|49] dolgozat)

Az ugynevezett tobbszoros felhasznalasu titkozéses csatornak vizsgalata szintén a hatvanas
években kezd&dott: szép eredményeket értek el Pippenger; Abramson; A, Gyorfi, Massey; Tsy-
bakov; Capetanakis, hogy csak néhényat emlitsek. A témakor kérdései szorosan kapcsolodnak
Erdés, Rényi és Lindstrom szamelméleti eredményeihez. A modell a kovetkezs. Korlatlan sok,
egymaéssal nem kommunikal6 felhasznalo ,csomagokat” kiildhet egy kozos csatornan a [t, ¢+ 1)

(t=0,1,2...) idSintervallumokban egy kézpontba. Egy [¢,t+ 1)-ben kiildott csomag pontosan
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akkor jut el a kozpontba, ha [t,t + 1)-ben mas csomagot nem kiildtek. Ha mégis, akkor a cso-
magok litkoznek és mindegyik elvész. Mindegyik felhasznalé még a t + 1-edik idépillanat el6tt
megtudja (visszacsatolas), hogy [t,¢ + 1)-ben hany csomag kiildésével probalkoztak. Ha ez a
szam 0, akkor [t,¢ 4+ 1)-ben senki sem kiild6tt, ha 1, akkor egyvalaki kiildott és a csomag sike-
resen atért, ha k > 2, akkor tobben probalkoztak, és minden kiilldemény elveszett. (A vizsgalt
csatornamodellek abban kiilonboznek egymastol, hogy mi a visszacsatolas. Igy egy masik in-
tenziven tanulményozott eset abban kiilonbozik a fentitsl, hogy ha [¢,¢ + 1)-ben legalabb két
csomagot kiildtek, akkor a visszacsatolas csak egy (iitk6zés) szimbolum.)

A csomagok A\ paraméteres Poisson folyamat szerint generdlédnak. Pontosabban, legyen
x1 < x9 < xg... egy véletlen folyamat, ahol z; az i-edik csomag keletkezésének a (véletlen)
idépontja. Ekkor az (z;41 — x;) kiilonbségek fiiggetlen valoszintiségi valtozok, minden i-re
azonosan

Plzi —2; >a} =

eloszlassal. Egy csomag 0 késésén a keletkezése és a sikeres atkiildése kozotti id6t értjiik. Egy
adott f protokoll késése
D;’\) = limsup E(¢;), (10)

1—00

ahol E() a varhato érték és hatékonysaga (throughput)
Ry =sup{\: D;)‘) < 00} (11)

A legfontosabb kérdés itt az, hogy mi a A\-k A protokollokon vett szuprémuma (csatorna kapa-
citas),
C=sup{R;: fe A}, (12)

amelyre minden generalodott csomag véges varhatd késéssel eljut a kdzponba. Vegyiik észre,
hogy ha A\ = 1+ ¢ > 1, akkor a [0,¢)-ben varhatoan (1 + ¢)t csomag keletkezik, igy még ha
mindegyik idérést sikeresen ki is hasznaljuk, et csomag nem kertl kiildésre. Ezért a varhato
késés t novekedésével minden korlaton tal né, azaz a kapacitas, C' < 1. Tsybakov 1980-ban
[54] belatta, hogy C' > 0.533. Megleps eredménykeént, 1981-ben Pippenger [47] belatta, hogy
ebben a modellben a kapacitds, C' = 1. A bizonyitasaban megad egy protokollt, amely Sidon
tipust matrixok létezésén alapszik. Ilyen métrixok konstrualasara azonban eljards méig sem
ismert. (Ezek a matrixok Erdds és Rényi, illetve Lindstrom ,coin weighing” eredményeinek az
erdsitését foglaljak magukban.) Egy konkrét protokoll megadasahoz a kodkutatok Pippenger

bizonyitasaban az egyetlen véletlen elem, a matrix megkonstuélasaval probalkoztak. Ezek nem



vezettek eredményre, és ez a kdzponti probléma (nevezetesen egy konkrét protokoll megadasa)
tobb mint maéasfél évtizeden keresztiil nyitott volt. A [49] cikkben ezt a probléméat oldjuk meg

Lindstrom szamelméleti eredményeit felhasznalva.

17. Tétel. (Theorem 5.1., [49]) A [49] dolgozatban ismertetett f protokoll hatékonysdga Ry =

1, azaz f optimdlis.

A Hajgnal-Szemerédi tétel véletlen grafokban (|11] dolgozat)

A klasszikus Hajnal-Szemerédi tétel [35] azt mondja ki, hogy ha egy n pontu grafban a
minimélis fok legalabb (1 — 1/t)n, akkor a graf tartalmaz |n/t| pontdiszjunkt K; klikket. (K
faktort, oszthatosagot feltételezve.) Az Erdés-Reényi féle G, (m az élszam) véletlen graf
modellben a K, faktor létezésének a kiiszob élszamat Erdds és Rényi kezdték el vizsgélni és
belattak, hogy t = 2 esetén ez m = nlogn/2 + cn. A t = 3 esetr6l Erdss a kovetkezoket
irta (|6], Appendix B): ,How many edges are needed in a graph of 3n vertices to be able to
cover the vertices by n vertex disjoint triangles? The correct answer will be probably n*/3, but
perhaps a little more ... the lack of analogs of Tutte’s theorem may cause a serious trouble.”
A joslat nagyon pontosnak bizonyult, Joel Spencer néhany éve ezt a kérdést egy, a Carnegie
Mellon egyetemen tartott el6adasaban, a véletlen grafok egyik legnehezebb nyitott kérdésének
nevezte. S6t, aranylag egyszertien belathato, hogy ahhoz, hogy mindegyik pont szerepeljen le-
galabb egy K;-ben, sziikséges (nagysagrendileg) (g) (logn)Y (3) =2/t véletlen él. (A Kj esetre ez
n*3(logn)'/? azaz a ‘perhaps a little more’ elenyészs, (logn)'/3.) A kérdést nagyon sok élenjaré
matematikus vizsgalta, igy Alon, Yuster; Krivelevich; Ruciniski... Alon és Yuster belatték, hogy
K faktor létezéséhez elegends O((n®logn)/?) él. Krivelevich ezt a becslést n™/®-re javitotta,
és altalanosabban bebizonyitotta, hogy a p = O(n=2/¢=D+2)) kiisz6b valoszintiség elegendd
K, faktorhoz. Az altalanosan elfogadott, nagyon régota nyitott sejtés az, hogy a sziikséges
feltétel adja ki az igazsagot, azaz O((;) (logn)"/ () -2/ t) véletlen él elegendd K, faktorhoz. Ezt
a sejtést sikertilt belatni a [11] dolgozatban egy aszimptotikusan elenyészé hibataggal: ha olyan
K, pontfedést néziink, ahol o(n) pontra megengedjiik, hogy legalabb két Kj-ben szerepeljen

(K}, 2)-fedés, majdnem particio!), akkor az allitas igaz.

18. Tétel. (Theorem 1, [11]) Legyen m = (;‘)((t — D)!(logn + cn))l/@nﬂ/t, FEkkor

0 Cp — —00
nlirglo Pr(G,, . tartalmaz (K, 2)-fedést) = e~ ¢ ¢, —c (13)
1 Cp — OO

10



A tételt egy kicsit altalanosabb forméban lattuk be és ebbdl kovetkezik, hogy a kétszer fedett
pontok szama o(n). A t6bb mint 20 oldalas bizonyités sok technikai elemet tartalmaz. A
dolgozat f6 eredményén kiviil még a kovetkezé modon altalanositjuk a Hajnal-Szemerédi tételt.
Egy G = (V, E) graf rendelkezik a Cp j, tulajdonsaggal, ha léteznek olyan Hy, ..., H, részgrafjai,

amik eleget tesznek a kovetkez§ tulajdonsagoknak.
Pl. H,=H, mindeni=1,...,r,

P2. U_,V(H;) =V,

P3. E(H;)NE(H;) =0, mindeni# j, ¢és

P4. V v € V legfeljebb k darab H;-ben van benne.

Speciélisan, egy G = (V, E) graf C;; tulajdonsagu, ha a pontjai lefedhetsk K klikkekkel oly
modon, hogy minden pontot legfeljebb k-szor fediink. Legyen

f(n,t,k) = max{d : 3G, hogy §(G) = d,|V(G)| =n, ¢s G & Cuu}.

azaz a minimalis f(n,t, k) +1 fokszam mar garantéalja a C;, tulajdonsagot. (Vegytik észre, hogy
ebben az Gsszefiiggésben a Hajnal-Szemerédi tétel az f(n,t, 1) + 1 meghatéarozasa.) Ekkor igaz

a kovetkezd.
19. Tétel. (Theorem 4, [11]) Legyen t > 3, k > 2, n > 6t* — 4t és

n=q[(t—k+14+r ahol 1<r<(t—1)k+1.

Ekkor
r r
— gk — < <n—qk— 1.
n-ak L—J—f(n’t’m—n ¢ [t—J+
A 19. Tételbsl kovetkezik, hogy
[(t—2)k+1]n
t. k)= 14
sy = |22 (14

ahol ¢ € {0,1,2}. A haromszog fedések esetét sikeriilt teljesen pontosan megoldani:

20. Tétel. (Theorem 5, [11]) Legyen n > 6 és k > (n —1)/2. Ekkor

n

Fln,3,k) = u .

11



Ugyanebben a cikkben belatjuk, hogy éldiszjunkt pontfedést mar a Komlos-Sarkdzy-Szemerédi
[41] tételben megfogalmazottnal kisebb minimalis fokszam is biztosit abban az esetben, ha H

csucs-szinkritikus. (Theorem 6, 62. oldal).

Egy Ramsey tipusi eredmény (|31] dolgozat)

A nyolcvanas évek végén fogalmazta meg Gyéarfas (r = 2 esetben Lehel) a kovetkezs Ramsey
tipusi sejtést. Akarhogy szinezziik K, éleit r szinnel, a ponthalmaz particionalhato legfeljebb r
darab pontdiszjunkt egyszint korre. (Konstrukeié mutatja, hogy r korre sziikség van.) A sejtés
attol izgalmas, hogy az osztalyok szama fiiggetlen a pontszamtol, csak a szinek szamatol figg!
Mar az r = 2 eset sem egyszertd, Luczak, Rodl és Szemerédi [45] bizonyitotték be 14 oldalon
komoly technikai eszkozok bevetésével. Erdés, Gyarfas és Pyber [22] belatték, hogy cr?logr
korre a ponthalmaz mindig felbonthato. A [31] dolgozatban ezt a becslést sikeriilt jelentGsen

megjavitani, igy, most mar az als6 és felsé korlat kozott csak egy log r-es faktor maradt.

21. Tétel. (Theorem 1, [31]) Minden r > 2 egészhez létezik olyan ng = no(r), hogy ha n > ng
és K,, éleit szinezziik v szinnel, akkor K,, pontjai felbonthatok 100rlogr egyszind pontdiszjunkt

korre.

A majdnem hisz oldalas bizonnyitas sordn hasznéljuk a Szemerédi Lemmét, a Luczak altal
bevezetett egyszint Osszefiiggd parositasok modszerét!, Madernek egy tételét és valoszintségi
(nagy eltérések) meggondolasokat. Lényegéban a redukalt grafban kerestink egy nagy egyszint
Osszefliggd parositast, aminek a pontjait kivessziik a grafbol. Ezutan a maradék ponthalmazbol
,mohon” vélasztunk ki egyszini koroket. Azokat a pontokat, amiket nem fedtiink le a ,mohd”
korokkel, a nagy egyszint Osszefliggd parositas és e pontok kozotti paros graf éleit hasznalva
flizziik fel korokre. A bizonyitasnak tobb nehéz pontja van. Az egyik, hogy az eljaras soran a re-
dukalt grafban talalt nagy egyszinii 6sszefliggd parositas sériil, és ezt rendbehozni nem egyszert.
Ugyanakkor tjabb, paros grafok szinezésére vonatkoz6 Ramsey tipusu tételek bizonyitaséara is

sziikség volt. Ezeket Osszeszedve és kiegészitve egy kovetkezd dolgozatban [32] is publikaltuk.
3. Koszonetnyilvanitas

Ko6sz6nom kollégaimnak a sok felvetett szép problémét. Noga Alon, Alan Frieze, Fiiredi Zol-
tan, Gyarfas Andras, Gyorfi Laszlo, Simonovits Miklés, T. Sos Vera, Szemerédi Endre, Tardos
Gébor (és még sokan masok) mindig szivesen tanitottak, biztattak és tamogattak; koszonom

mindnyajuknak.

'Ezt a modszert a [32, 33, 34] dolgozatokban is sikeresen alkalmaztuk
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