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I. A kit¶zött kutatási feladatok ismertetése

A tézisekben összefoglalt értekezés három, a klasszikus analízis területéhez
tartozó problámát jár körbe. Mindhárom kutatási problémára különböz® általam
meghallgatott el®adások irányították a �gyelmemet. Az 1. Fejezetben tárgyalt
Turán (és Er®d-) féle fordított Markov típusú egyenl®tlenség kérdésére 2003-ban
Nashvilleben Jevgenyíj Poletszkíj (és kés®bb Budapesten Erdélyi Tamás) egy-egy
el®adása, a 2. Fejezetben tárgyalt ún. Turán féle extremális problémára Vitalíj
Aresztov 2001-es jereváni el®adása, végül a 3. Fejezet tárgyára � idempotens
polinomok koncentrációjára � John Marshall Ash egy 2005-ös Marseille-ben
tartott el®adása. A témával foglalkozó szerz®kt®l "els® kézb®l" kapott szemé-
lyes benyomások nagyon fontosak voltak érdekl®désem felkeltésében, de azért
az általuk nem éppen reményteljesnek tekintett úton indultam el. A három
problémakörben kett® esetében az addigi szerz®k kifejezetten az ellenkez®jét se-
jtették annak, mint ami végül kiderült. A pozitív de�nit függványekre vonat-
kozó Turán problémában viszont nem született meglep® eredmény, inkább az
jelentett el®relépést, hogy az addigi eléggé speciális eredmények után nagyobb
általánosságot sikerült megragadni.

I.1. Fordított Markov egyenl®tlenségek a komplex síkon. Turán Pál
[47] és még ugyanabban az évben munkáját folytatva Er®d János [20] 1938-
ban kezdték vizsgálni a komplex síkon fekv® tartományokra jól ismert Markov
egyenl®tlenség megfordításának kérdését. Ha K b C összefügg®, konvex, nem
egypontú kompakt részhalmaz a síkon, akkor minden legfeljebb n-edfokú p po-
linomra � jelben p ∈ Pn � a Markov egyenl®tlenség szerint ‖p′‖∞ ≤ Cn2‖p‖∞,
ahol itt és a továbbiakban is a ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖ maximum norma alatt most a K-n
vett maximum értend®. Ha pl. K = I := [−1, 1] intervallum, akkor ennél nem
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is mondható jobb: ha azonban K egy konvex tartomány, akkor itt Cn is írható
Cn2 helyett.
Turán kérdésfelvetése fordított: legalább mekkorának kell lennie a derivált

normájának? Ehhez persze valami megszorítást tennünk kell, mert önmagá-
ban a kérdés nem értelmezhet®, hiszen a derivált eltünteti a polinom konstans
tagját, márpedig alkalmasan nagy c konstanssal ‖p + c‖∞ akármilyen naggyá
tehet®, miközben a derivált normája változatlan. Turán természetes normali-
zálása tehát így hangzott: tegyük fel, hogy p ∈ Pn(K), ahol Pn(K) a pontosan
n-edfokú polinomoknak azon részosztálya, amelyben a polinomoknak minden
(multiplicással együtt pontosan n � algebra alaptétele!) gyöke K-ban található.
Ekkor ugye p(z) = c0

∏n
j=1(z − zj), és egy ilyen polinom normája és derivált

normája nyilván összefügg, bizonyos korlátok között becsülhet®. Nyilván c0 ér-
téke a két norma összehasonlításának szempontjából irreleváns. Felfoghatjuk
úgy a kérdést, hogy (z1, . . . , zn) ∈ Cn vektorokra de�niáljuk azt a két normát,
amit a ‖p‖ és a ‖p′‖meghatároz, és az utóbbinak az el®bbihez mért nagyságával
a polinom oszcillációját jellemezzük. Tehát jelölje

(1) Mn(K) := inf
p∈Pn(K)

M(p) ahol M := M(p) :=
‖p′‖
‖p‖

,

akkor M(p) a polinom oszcillációjának, Mn(K) pedig az n-edfokú polinomok
K-n mutatkozó minimális oszcillációjának a mértéke.
Turán megmutatta [47], hogy a D egységkörre Mn(D) = n/2 (ami egyéb-

ként meglep®en közel esik a Bernstein egyenl®tlenségként közismert, de pontos
formájában Riesz Marcellt®l [40] származó fels® becslésben szerepl® n-hez!), és
Mn(I) = c

√
n, ahol ez konstans szorzótól eltekintve pontos is. Er®d J. [20]

kiszámolta a c konstans értékét (minden n-re pontosan!), és további komplex
tartományokon vizsgálta Turán kérdését, megmutatva pl. hogy a [−1, 1] f®ten-
gely¶ és [−bi, +bi] kistengely¶ Eb ellipszis tartományra Mn(Eb) = bn/2.
Már Turánnál megjelenik, és expliciten Levenberg és Poletszkíj mondja ki,

hogy a következ® "bekeríthet®ségi tulajdonság" fontos szerepet játszik a kérdés-
ben.

1. De�níció. Egy K b C kompakt halmaz R-bekeríthet®, ha tetsz®leges z ∈
∂K határpontra van olyan R sugarú DR kör, amelyre z ∈ ∂DR és K ⊂ DR.

Turán észrevétele, amely pl. a D egységkör esetét egyb®l elintézi, hogy
p′/p(z) =

∑
1/(z − zj) �x z ∈ ∂D esetén a valós részeken keresztül alulról

becsülhet®, mivel a w(ζ) := 1/(1 − ζ) leképezés ζ ∈ D-re olyan pontot ad,
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amely a <w ≥ 1/2 félsíkba esik, azaz∣∣∣∣p′p (z)

∣∣∣∣ ≥ <z
p′

p
(z) =

∑
j

< 1

1− zj/z
≥ n · 1

2
.

Ugyanez zp′(z)/p(z)-vel minden körsugár esetén megy, tehát |p′(z)/p(z)|-re
n/2R-et kapunk. Ha tehát K R-bekeríthet® tartomány, p ∈ Pn(K) és p′ a
normáját a z ∈ ∂K pontban éri el, akkor ott felvesszük a DR kört, alkalmazzuk
a fenti becslést, és máris azt kapjuk, ld. [34, Theorem 2.2], hogy

2. Tétel (Er®d; Levenberg-Poletsky). Ha K egy R-bekeríthet® halmaz, és
p ∈ Pn(K), akkor

(2) ‖p′‖ ≥ n

2R
‖p‖ .

Er®d János [20] észrevette, hogy a határgörbe görbülete fontos szerepet játsz-
hat az oszcillációs becslésekben. Többek között megmutatta azt is, hogy ha a
görbület egy �x konstans felett marad, akkor az oszcilláció nagyságrendje cn.
(A bizonyítás kicsit hiányos és nem ad pontos konstansot, de alapvet®en helyes
és a geometriai észrevétel különösen értékes: err®l b®vebben lásd [52]).
A bizonyítás direkt számolással történik, ezért is nem olyan precíz és nehezen

követhet®. Valahogyan Er®d János nem �gyelt fel az akkor pedig már közis-
mert Blaschke féle tételre, ami a fent megfogalmazott de�níciónkkal a következ®
elegend® feltételt adja arra nézvést, hogy egy tartomány R-bekeríthet® legyen.

3. Lemma (Blaschke). Ha K ⊂ C konvex síktartomány, melynek γ := ∂K

határgörbéje sima és görbülete minden z ∈ γ pontban teljesíti a κ(z) ≥ κ0 > 0
feltételt, akkor K R := 1/κ0 mellett R-bekeríthet®.

Így leírva tehát egyszer¶en adódik egy pontosabb változat a fenti Er®d J.
tételre.

4. Következmény (Er®d). Ha K ⊂ C konvex síktartomány, melynek γ :=
∂K határgörbéje sima és görbülete minden z ∈ γ pontban teljesíti a κ(z) ≥
κ0 > 0 feltételt, akkor Mn(K) ≥ (κ0/2)n.

Ugyanakkor Er®d J. sokkal tovább is ment: pl. olyan konvex síktartomá-
nyokra is igazolta a cn nagyságrend¶ oszcillációt, amelyeknek a határán kisebb
egyenes szakaszok is lehetnek, csak az a kikötés, hogy egy-egy ilyen határszakasz
hossza a tartomány transz�nit átmér®jének negyedét ne haladja meg. Amúgy
a tartományról Er®d azt teszi fel, hogy véges sok sima (legalább C2) Jordan
ív határolja, amelyek vagy (a fenti értelemben rövid) egyenes szakaszok, vagy
olyan ívek, amelyek mentén a görbület egy �x pozitív alsó korlát felett marad.
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Az egyenes szakaszokra vonatkozó eset tárgyalása már csak egy másik gondolat,
a Csebisev lemma felhasználásával lehetséges, amelyet Fabert®l [21] idéz.

5. Lemma (Csebisev). Legyen J = [u, v] tetsz®leges intervallum a komplex
síkon, u 6= v és J ⊂ R ⊂ C tetsz®leges halmaz, ami tartalmazza J-t. Akkor
tetsz®leges k ∈ N mellett

(3) min
w1,...,wk∈R

max
z∈J

∣∣∣∣∣
k∏

j=1

(z − wj)

∣∣∣∣∣ ≥ 2

(
|J |
4

)k

.

E két fenti lemmában megfogalmazható gondolat illetve megközelítés kom-
binálásával kapja Er®d J. a fentebb idézett legáltalánosabb tételét. Er®d J.
felteszi azt a kérdést is: "mely tartományokra m¶ködik Turán módszere"? (Itt
pontosabb volna azt kérdezni, kett®jük módszere ...) Nyilván sejtette, hogy
sok tartományra igaznak kell lennie a cn-es oszcillációnak, de annak nincsen
nyoma, hogy teljes általánosságban ezt sejtette volna. Cikke azonban lényegé-
ben feledésbe merült, illetve sokan idézték, de csakis az intervallumra vonat-
kozó pontos konstans kiszámításának vonatkozásában. A komplex síkon pedig
nem nagyon születtek eredmények: pár évvel ezel®ttig mindössze egy (kés®bb
Er®d J. korábbi munkája miatt visszavont) újabb bizonyítás született az el-
lipszis esetére, és azon felúl a négyzetre, illetve speciális (szimmetrikus vagy
páros) polinomokra és rombusz tartományra [18] jött ki a cn-es oszcilláció. Ál-
talánosan pedig 2002-ben Levenberg és Poletszkíj bizonyítottak egy becslést
[34, Theorem 3.2], ami ugyan az intervallum esetét is lefedte, így azonban nem
is mondhatott többet c

√
n-nél.

6. Tétel (Levenberg-Poletsky). Ha K ⊂ C kompakt, konvex síkhalmaz és
d := diam K a K átmér®je, akkor p ∈ Pn(K) esetén

(4) ‖p′‖ ≥
√

n

20 diam (K)
‖p‖ .

A [34] cikkben meg is jegyzik, hogy pusztán az átmér® ismeretében abszolút
konstans szorzótól eltekintve ennél jobb nem is mondható: és a megfogalma-
zásukból úgy látszik, azt is sejtették, hogy ez lesz az általános nagyságrend.
Mindenesetre munkájuk volt az els® olyan eredmény, amely minden síkbeli
konvex halmazra megadott egy általánosan érvényes becslést.

I.2. Pozitív de�nit függvényekre vonatkozó Turán féle extremális
probléma. Az irodalomban Sztecskin [44] nyomán elterjedt elnevezés szerint
a Turán féle extremális probléma nevet viseli a mai általánosabb formában az
alábbiak szerint megfogalmazható kérdés.
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7. Probléma. Legyen Ω egy nyílt, 0-ra szimmetrikus halmaz. Jelölje F(Ω)
azon folytonos függvényeket, amelyeknek a tartója supp f b Ω és amelyek
pozitív de�nitek. Mekkora lehet

∫
Ω f/f(0)?

8. De�níció. Az Ω halmaz Turán-kostansa T (Ω) := sup
f∈F(Ω)

∫
Ω f/f(0).

A problémában a függvényosztályt (C(Ω), L1(Ω)) illetve a tartóra vonatkozó
feltevést (pl. csak supp f ⊂ Ω) változtatva más verziókat kapunk, melyek
között több ekvivalencia is fennáll: ezt a lokálisan kompakt Abel csoportok
általánosságában a [57] cikkben tisztáztuk.
Sztecskin [44] egy 1970-es beszélgetésükben Turán által neki feltett kérdésre

hivatkozik, és megmutatja, hogy ha h = 1/n alakú, és Ω = [−h, h] ⊂ T :=
R/Z, akkor a körön ("1 dimenziós tóruszon") a∆(x) := (1−|x|/h)+ háromszög-
függvény az extremális, és így TT([−h, h]) = h. Jegyezzük meg itt, hogy a ∆
függvény természetesen merül fel, mint potenciális extremális függvény, mivel
konstans szorzótól eltekintve ez a fél-intervallum karakterisztikus függvényének
a konvolúció-négyzete, és ez a konvolúciós el®állítás mutatja, hogy szükségkép-
pen pozitív de�nit.
Ebb®l az eredményb®l könnyen adódik, hogy tetsz®leges h-ra is TT([−h, h])

= h + O(h2), és a valós egyenesen TR([−h, h]) = h minden valós h-ra. Az
azonban elkerülte Sztecskin �gyelmét, hogy ezt már Boas és Kac harminc évvel
korábban is megmutatták [11].
Kés®bb Sztecskin tanítványai felkapták a problémát, és számos munka foglal-

kozott a kérdéssel. Aresztov és Berdysheva [4] a kérdés többváltozós változatát
kezdte vizsgálni Rd-ben, és megmutatták, hogy pl. a szabályos hatszög is úgy
viselkedik, mint az intervallum: a felére kicsinyített tartomány karakterisztikus
függvényének a konvolúciónégyzete az extremális értéket szolgáltatja. Az ilyen,
a problémára nézve "reguláris" tartományokat akár el is nevezhetjük mondjuk
"Sztecskin-Turán féle tartományoknak" (V. V. Aresztov által javasolt elneve-
zés). Abból a fenti észrevételb®l, hogy χ 1

2Ω ∗ χ 1
2Ω ∈ F(Ω), következik, hogy

minden Ω ⊂ Rd szimmetrikus konvex tartományra T (Ω) ≥ |Ω|/2d, és így tehát
egyenl®ség esetén mondjuk, hogy a tartomány Sztecskin-Turán típusú, határo-
zott > fennállása esetén pedig, hogy nem-Sztecskin-Turán típusú.
2001-ben Gorbacsev [25] megmutatta, hogy a gömb is Sztecskin-Turán típusú.

Kés®bb azonban az irodalomban megtaláltam ugyanezt az eredményt Siegelnél
is, [43], 1935-b®l, bár a korábbi szerz®knek sem lett volna könny¶ ezt megtalál-
niuk, mert a cikk címe, témája semmiben nem utal egy ilyen analítikus kérdés
vizsgálatára. Siegel a Minkowski rácspont tételt vizsgálta, rájött, hogy ha a
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B gömb esetében a triviális |B|/2d alsó becslés élesíthet® volna, az javítaná a
tételt, majd megoldotta az extremális problémát és lesz¶rte a tanulságot, mis-
zerint ilyen úton a Minkowski rácspont tétel mégsem javítható. De, mondja
Siegel, az extremális probléma önmagában érdekes, ezért ® mégiscsak szépen
kidolgozza azt, és alkalmazza is az egész függvények elméletében.
Ha már itt tartunk, akkor meg kell említeni, hogy a probléma sok változata

és rokona ismert. Nem csak az integrált, de mondjuk a négyzet-integrált is
lehet maximalizálni azonos feltételek mellett: ezt a verziót amerikai szerz®k
kutatták szintén már Sztecskin és Turán el®tt [24, 17, 39]. Még természetesebb
a Sztecskin iskola által pontonkénti Turán probléma [6] névre keresztelt verzió,
amelyben adott z ∈ Ω pontbeli függvényérték maximumát keressük, és amelyet,
úgy látszik, el®ször Boas és Kac vizsgáltak [11] cikkükben, mégpedig nem is csak
R-en, de már Rd-ben is. De amint az általánosság további fokára lépünk, és
általában pl. lokálisan kompakt Abel csoportokról beszélünk, kiderül, hogy
más felállásban � pl. a Z csoporton � felírva ezt a kérdést, Carathéodory [13]
és Fejér [22] klasszikus, évszázados extremális feladatához jutunk.
Ismertessük tehát ezeket a klasszikus eredményeket pontosan is.

9. Tétel (Carathéodory-Fejér). Tegyük fel, hogy f(x) = 1+
n∑

k=1
ak cos(kx)

nemnegatív trigonometrikus polinom. Ekkor a1 ≤ cos π
n+2, és ez pontos is.

Jegyezzük meg, hogy ha a Z csoporton φ := f̂ -ra írjuk fel a kérdést, akkor ez
egy pontonkénti Turán problémává válik: Ω = [−n, n] ⊂ Z a φ el®írt tartója,
φ pozitív de�nit (mert a Fourier-transzformáltja nemnegatív), φ(0) = 1, és
φ(1)-et maximalizáljuk.
Nézzük most Boas és Kac munkáját! Legyen Ω ⊂ Rd egy 0-ra szimmetrikus

konvex test. Egy x ∈ Rd vektorra legyen ||x|| az Ω által de�niált normája
x-nek, azaz

||x|| := inf

{
λ > 0 :

1

λ
x ∈ Ω

}
.

Más szóval, Ω a ||·|| norma egységgömbje. Ekkor a (7) és (8) jelölésekkel fennáll

10. Tétel (Boas-Kac). Legyen Ω ⊆ Rd egy konvex, nyílt, 0-ra szimmetrikus
tartomány. Tegyük fel, hogy

(5)
1

n + 1
≤ ||z|| < 1

n
,

valamely n ≥ 1 mellett. Akkor

M(Ω, z) = cos
π

n + 2
.
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Ugyanaz az extremális érték, mint a Carathéodory-Fejér problémában. Amit
Boas és Kac fel is használtak cikkükben a saját kérdésük megválaszolásához ...
S mint kés®bb kiderül, nem is véletlenül "jött be" ez nekik a képbe.
A fentiek fényében tehát immár nem látszik kell®en megalapozottnak a pro-

blémát Turán és Sztecskin nevével jelölni, de annál nehezebb volna egyértel-
m¶en megmondani, kinek is kellene itt a probléma felvetését tulajdonítani, és
az irodalomban oly elterjedt gyakorlaton változtani sem volna egyszer¶. Az
értekezésben mindenesetre megmaradtunk az elterjedt elnevezésnél, felhívva a
�gyelmet a fentiekben vázolt körülményekre is.
Visszatérve az el®zményekre, a mi munkánk egyik kiindulópontja Aresztov és

Berdysheva következ® tétele [5] volt.

11. Tétel (Aresztov-Berdysheva). Legyen Ω ⊂ Rd egy szimmetrikus kon-
vex és rácsszer¶en parkettázó halmaz, azaz létezzen olyan Λ ⊂ Rd rács, amelyre
0-mérték¶ halmaztól eltekintve a {λ + Ω : λ ∈ Λ} eltoltak a tér diszjunkt fe-
dését, azaz parkettázását képezik. Ekkor TRd(Ω) = |Ω|/2d.

Lényegében ez az egyetlen olyan el®zmény, amely az eredeti (integrálos) pro-
blémában halmazok egy nagyobb osztályára vonatkozóan adott eredményt.
Ugyanakkor nem-Sztecskin-Turán típusú (konvex, szimmetrikus) halmazok egy-
általán nem ismertek � mármint euklideszi térben nem, mert a tóruszon már
egy dimenzióban is ismeretes egy ideje (Oroszországban Yu. Popov szóbeli köz-
lése, Magyarországon Halász Gábor egyetemi el®adásai nyomán), hogy ha h

nem 1/n alakú, akkor TT([−h, h]) > h. Vegyük észre, hogy Sztecskin tétele
� ami azonban lehet, hogy korábban is ismeretes volt, ld. a disszertáció 2.1.2.
szakaszában leírt gondolatmenetet, ami legalábbis Montgomerynél [38] szere-
pel, de jóval korábban közismert volt � ennek az Aresztov-Berdysheva tételnek
lényegében a speciális esete.
Ezt azért nem olyan könny¶ észrevenni, mert valójában Sztecskinnél Ω =

[−1/n, 1/n] ténylegesen nem is parkettáz, legalábbis páratlan n-re nem, hiszen
a T := R/Z kör hossza, mértéke csak 1, és |Ω| = 2/n. Viszont valójában nem is
erre van szükség, hanem arra, hogy 1

2Ω parketázzon! És ez teljesül, s®t pontosan
akkor teljesül T-n, ha Ω = [−1/n, 1/n] alakú. Tehát azt találtuk, hogy a
körön Aresztov és Berdysheva tétele érvényes, mi több, meg is fordítható: egy
szimmetrikus, konvex Ω ⊂ T halmaz pontosan akkor Sztecskin-Turán típusú a
körön, ha 1

2Ω parkettázza T-t.
Persze 1 dimenzióban a konvex geometria nagyon egyszer¶: csak interval-

lumok vannak. Két dimenziótól kezdve már sokkal többfélék a szimmetrikus



8 RÉVÉSZ SZILÁRD GYÖRGY

konvex halmazok is, és nem várható ilyen megfordítás: hiszen pl. a gömb biz-
tosan nem parkettáz, mégis Sztecskin-Turán típusú.
A disszertációban is ismertetett különböz® részeredmények után orosz szerz®k

nemrégiben a végére jártak T ([−h, h]) értékének: el®bb bizonyos [35, 27, 28],
majd minden racionális h-ra [26, 33], végül tetsz®leges h-ra [32] is meghatá-
rozták az extremális konstansot. Ugyanakkor még T-n vagy akár R-en sem
volt ismeretes semmilyen eredmény a nem csak egyetlen intervallumból álló,
hanem valamelyest "szétszórt", nem konvex halmazok extremális értékére vo-
natkozóan.
A disszertáció 2.9 Fejezetében foglalkozunk a pontonkénti Turán problémával,

ami, mint mondottuk, konvex halmazokra valójában R-en, Rd-n Boas és Kac
[11], de Z-n Carathéodory [13] és Fejér [22] problémája. (Az, hogy egyáltalán
nem er®ltetett itt a különböz® csoportokon való analóg kérdések összevetése,
egységes kezelése, az kés®bb nagyon meggy®z®en meg is mutatkozik majd!)
Jelöljük ebben a szakaszban

(6) F∗(Ω) := {f : Td → R : supp f ⊆ Ω, f(0) = 1, f pozitiv definit},

és analóg módon, amikor Ω ⊆ Rd

(7) F(Ω) := {f : Rd → R : supp f ⊆ Ω, f(0) = 1, f pozitiv definit}.

Írjuk fel a problémát formulával:

12. Probléma (Boas-Kac - típusú pontonkénti extremális probléma).
Legyen Ω ⊆ Rd egy nyílt halmaz, és legyen f : Rd → R pozitív de�nit függvény,
supp f ⊆ Ω és f(0) = 1. Legyen emellett z ∈ Ω. Mi a lehetséges legnagyobb
értéke f(z)-nek? Azaz határozzuk meg az

(8) M(Ω, z) := sup
f∈F(Ω)

f(z).

mennyiséget.

13. Megjegyzés. Nyilván, M(Ω, z) ≤ 1, mivel

1± f(z) =

∫
Rd

(1± exp(2πi〈z, t〉))f̂(t)dt =

∫
Rd

(1± cos(2π〈z, t〉))f̂(t)dt ≥ 0.

14. Probléma (Turán típusú pontonkénti extremális probléma a tó-
ruszon). Legyen Ω ⊆ Td tetsz®leges nyílt halmaz, és f : Td → R egy pozitív
de�nit függvény, amelyre supp f ⊆ Ω és f(0) = 1. Legyen továbbá z ∈ Ω adott,
rögzített pont. Mi a lehetséges legnagyobb értéke f(z)-nek? Azaz határozzuk



EXTREMÁLIS PROBLÉMÁK 9

meg az

(9) M∗(Ω, z) := sup
f∈F∗(Ω)

f(z)

mennyiséget.

15. Megjegyzés. Legyen Ω ⊆ (−1
2 ,

1
2)

d és f : Ω → R. Az f függvényre
ahhoz, hogy pozitív de�nit legyen a tóruszon, annak kell teljesülnie, hogy a
Fourier transzformált:

f̂(ξ) =

∫
Rd

e2πi〈ξ ; x〉f(x) dx

legyen nemnegatív de csak ξ értékek egy diszkrét halmazán, nevezetesen ξ ∈ Zd-
re, míg f pozitív de�nitsége Rd-n azzal ekvivalens, hogy az f̂ Fourier transz-
formált nemnegatív minden értéken. Ebb®l nyilvánvalóan mindig fennáll

(10) M∗(Ω, z) ≥M(Ω, z).

Fejér és Carathédory problémáját általánosítva, kérdezhet® tetsz®leges H ⊂
N2-re (ahol N2 := N ∩ [2,∞)) a következ® is. Legyen

Φ(H) := {ϕ : T → R+ : λ ∈ R, ϕ ≥ 0,(11)

ϕ(t) ∼ 1 + λ cos 2πt +
∑
k∈H

ck cos 2πkt}

illetve m ∈ N2 és H ⊆ N2 mellett

Φm(H) := {ϕ : T → R : λ ∈ R, ϕ(
j

m
) ≥ 0 (j ∈ Z),(12)

ϕ(t) ∼ 1 + λ cos 2πt +
∑
k∈H

ck cos 2πkt}.

16. Probléma (Carathéodory-Fejér típusú trigonometrikus polinomi-
ális extremális probléma). Meghatározandó a

(13) M(H) := sup{λ = 2ϕ̂(1) : ϕ ∈ Φ(H)}.
extremális mennyiség.

17. Megjegyzés. Vegyük észre, hogy M(H) ≤ 2 mindig, mivel

|λ/2| = |ϕ̂(1)| ≤ ‖ϕ‖1 =

∫
ϕ = ϕ̂(0) = 1.



10 RÉVÉSZ SZILÁRD GYÖRGY

18. Probléma (Diszkretizált Carathéodory-Fejér típusú extremális
probléma). Meghatározandó

(14) Mm(H) := sup{λ = 2ϕ̂(1) : ϕ ∈ Φm(H)}.

19. Megjegyzés. Nyilvánvalóan Φ(H) ⊆ Φm(H), ezért M(H) ≤ Mm(H)
mindig fennáll.

I.3. Idempotens trigonometrikus polinomok koncentrációja. Jelölje,
mint szokásos, e(t) := e2πit, továbbá eh(t) := e(ht). Nyilvánvalóan a konvolú-
cióra nézve fennálló tulajdonságuk miatt a

(15) P :=

{∑
h∈H

eh : H ⊂ N, #H < ∞

}
halmazba tartozó trigonometrikus polinomokat idempotens exponenciális (vagy
trigonometrikus) polinomoknak, vagy röviden csak idempotenseknek nevezzük.
Felhívjuk a �gyelmet arra, hogy itt és a kés®bbiekben is általában H ⊂ N spek-
trumot tekintünk, ami azért nem megy az általánosság rovására, mert egy eh

függvénnyel való beszorzás a spektrumot h-val eltolja, miközben az idempotens
(vagy általában, tetsz®leges trigonometrikus polinom) abszolút értékét nem vál-
toztatja meg. Mivel problémáinkban a polinomok abszolút értékére vonatkozó
állításokat vizsgálunk, külön jelzés nélkül élünk ezzel a lehet®séggel. Ennek
megfelel®en a trigonometrikus (Taylor-) polinomokat is eltolt spektrummal te-
kintjük, azaz azt a jelölést használjuk, hogy

(16) T :=

{∑
h∈H

aheh : H ⊂ N, #H < ∞ ; ah ∈ C, h ∈ H

}
.

Egy E ⊂ T halmaz szimmetrikus, ha x ∈ E esetén −x ∈ E; más szóval
−E = E.

20. De�níció. Legyen p > 0 és a ∈ T. Azt mondjuk, hogy p-koncentráció áll
fenn a-ban, ha létezik olyan c > 0 konstans, hogy bármilyen szimmetrkus nyílt
E ⊂ T halmazra, amelyre a ∈ E, található olyan f ∈ P idempotens, hogy

(17)
∫

E

|f |p ≥ c

∫
T
|f |p.

Továbbá, az összes ilyen c konstans supremumát cp(a)-val jelöljük: ezt nevezzük
a p-koncentráció szintjének az a-ban. Egy (17)-nek eleget tév® f -et a-ban p-
koncentrálódó (idempotens) polinomnak nevezünk.
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21. De�níció. Legyen p > 0. Azt mondjuk, hogy p-koncentráció áll fenn,
ha létezik olyan c > 0 konstans, hogy bármilyen szimmetrikus nyílt E ⊂ T
halmazra található olyan f ∈ P idempotens, hogy

(18)
∫

E

|f |p ≥ c

∫
T
|f |p.

Továbbá, az összes ilyen c konstans supremumát cp-vel jelöljük és ezt nevezzük
a p-koncentráció szintjének. Egy (18)-nak eleget tév® f -et p-koncentrálódó
(idempotens) polinomnak nevezünk.

Nyilvánvalóan, amint [15] is megjegyzi, a cp(a) lokális konstans a-ban felülr®l
félig folytonos fügvény a T-n, és cp = infa∈T cp(a).

22. Megjegyzés. Szimmetrikus E halmazokat tekintünk, mert f ∈ P s®t
f ∈ T esetén |f | páros függvény. A szimmetria nélkül tehát a cp(a) konst-
ans általános a ∈ T-re legfeljebb 1/2 lehetne, míg számunkra természetesebb
volt a maximális koncentráció esetének azt venni, ha a koncentráció szintje 1.
Mindazonáltal visszatérni a nem szimmetrikus halmazokra csak annyi változást
jelentene, hogy a 6= 0, 1/2 esetén cp(a) értékét, és hasonlóan cp értékét is, meg
kellene szorozni 1/2-del.

23. De�níció. Legyen p > 0 és a ∈ T. Azt mondjuk, hogy a-ban p-koncent-
ráció áll fenn mérhet® halmazokra, ha létezik olyan c > 0 konstans, hogy bár-
milyen szimmetrikus, mérhet® és pozitív mérték¶ E ⊂ T halmazra, amelyre a

E-nek s¶r¶ségi pontja, található olyan f ∈ P idempotens, hogy

(19)
∫

E

|f |p ≥ γ

∫
T
|f |p.

Az összes ilyen γ konstansok supremumát γp(a)-val jelöljük.
Továbbá azt mondjuk, hogy p-koncentráció van mérhet® halmazokra, ha egy

ilyen egyenl®tlenség fennáll tetsz®leges szimmetrikus, mérhet® és pozitív mér-
ték¶ E halmazra. Az ennek eleget tev® konstansok supremumát γp-vel jelöljük.

Nyilván a mérhet® halmazokra vonatkozó koncentráció maga után vonja a
(nyílt halmazokra vonatkozó) koncentrációt, de az nem ismeretes, hogy ezek
mindig egyez® mértékben valósulnak-e meg. (Amely p-re már ismert, ott igen.)
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Az sem ismert, hogy esetleg γp(a) is felülr®l félig folytonos volna-e? Erre sem-
milyen nyilvánvaló strukturális ok nem nagyon látszik, de ha mégis így volna,
akkor a mi módszereinkb®l le lehetne vezetni, hogy cp = γp. (Elképzelhet® azon-
ban elvileg az is, hogy majd csak ezután az eredmény után, következményként
fogjuk egyszer úgy találni, hogy az alulr®l félig folytonosság teljesül.)
A p-koncentráció kérdését és cp kiszámítását Cowling [14], és Ash [7] munkái

vetették fel. Az ® eredeti témájuk konvolúció operátorok megszorított gyenge és
er®s típusának összehasonlítása volt (egy gyenge (2,2) típusú operátor szükség-
képpen er®s (2,2) típusú-e?) A kérdést részletesen ld. a [8] áttekint® cikkben.
Azóta a problémával Pichorides, Montgomery, Kahane és Ash, Jones és Sa�ari
[1, 2, 3] is foglalkoztak, egyre jobb becsléseket érve el. 1983-ban Déchamps-
Gondim, Piquard-Lust és Que�élec [15, 16] megválaszolták az [1]-ben felvetett
kérdést, bebizonyítva, hogy L2-re nézve a pontos érték

(20) c2 = sup
0≤x

2 sin2 x

πx
= 0.46 · · · .

Továbbá ugyanott azt is megmutatták, hogy cp ≥ 21−p
2c

p/2
2 p > 2 esetén.

Az öt szerz® közös munkájával készült [3] dolgozat f® eredménye a követke-
z®képpen mondható ki.

24. Tétel (Anderson, Ash, Jones, Rider, Sa�ari). A mérhet® halmazo-
kra vonatkozó p-koncentráció fennáll minden p > 1 esetén.

Más szóval megmutatták, hogy γp > 0 ha 1 < p < ∞; a konstans értékére nézve
a becsléseik 0-hoz tartanak, ha p → 1 vagy p →∞. Azt is megmutatták, hogy
γ2 = c2 a (20) szerinti értékkel. [2, 3] gondolatmenete a

(21) Dn(x)Dn(qx)

szorzat függvény tulajdonságaival dolgozik, ahol Dn a Dirichlet magot jelöli,
mégpedig � a frekvenciák eltolásáról fentebb mondottak szerint a

(22) Dn(x) :=
n−1∑
ν=0

e(νx) = eπi(n−1)x sin(πnx)

sin(πx)
,

a megszokotthoz képest eltolt formában, ld. [3]. Ez a szorzat arra alkalmas,
hogy a kérdést a T körr®l átvigye a diszkrét Gq := (1

qZ)/Z rácsra. Mivel
pedig a Dirichlet mag megfelel® lineáris helyettesítés után a diszkrét esetben
koncentrációt mutat tetsz®leges k/q pontban � konkrétan a Dn(`x), ahol `k ≡ 1
mod q � minden p > 1-re de p = 1-re már nem, ebb®l és más heurisztikus
meggondolásokból és számításokból a szerz®k a következ® sejtésre jutottak.

25. Sejtés (Anderson, Ash, Jones, Rider, Sa�ari, [3]). c1 = 0.
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II. Az elvégzett vizsgálatok leírása, feldolgozás módszerei,
források feltárása és felhasználása

II.1. Vizsgálatok, módszerek. A disszertáció 1. Fejezetében a komplex
sík geometriájának a megértésén, pontos analitikus kezelésén múlik az elért
eredmények élessége. Itt a klasszikusan már ismert analitikus módszereket (pl.
a Turán féle vagy a Csebisev-lemmán keresztül) úgy kellett számításainkban
nyomon követni, hogy a számítások eredménye a lehet® legpontosabb ered-
ményt adja. Az, hogy a geometriát használni kell, nem új: Er®d János már
nagyon jó gondolatokkal megkezdte ezt az irányt, pl. jól felismerte a görbü-
let szerepét, kihasználhatóságát a kérdésben [20]. De nem minden konvex test
határgörbéjének pozitív a görbülete: erre az esetre is meg kellett találni azt az
optimális halmazt, amelyre alkalmazva a Csebisev-lemmát, nagyságrendi vesz-
teség nélküli pontos eredményt kaphatunk. Itt a maximum-pontban meghúzott
normális irányú egyenesen számolva is már megjavítottuk a korábban ismert√

n-es eredményt n2/3-ra; de végül a normálisnak egy kis elfordítása (Halász
Gábor észrevétele) adta meg a helyes n-es nagyságrend elérését.
A fejezet másik lényeges eredménye annak tisztázása, hogy a görbületet mi-

lyen mértékben lehet kihasználni. Itt Blaschke guruló kör tételének egy messze-
men® élesítését tudtuk bevetni: Strantzen tétele [12] arról szól, hogy elegend®,
ha a görbület majdnem minden határgörbe-pontban adott κ0 > 0 felett marad.
Ezt a korántsem triviális 1989-es geometriai tételt nem csak felhasználtuk, de
be is bizonyítottuk, mégpedig egy új, bizonyos értelemben sokkal többet mondó
úton. Módszerünk a "kör sokszögesítése": a Blaschke tétel diszkrét változatát
bizonyítottuk be úgy, hogy a folytonos görbület helyett csak azt tesszük fel,
hogy a határgörbe-pontbeli küls® normális egységvektorok a görbén valamely
�x τ > 0 hosszú út megtétele után mindig legalább (legfeljebb) valamely adott
φ szöggel fordulnak el. Ekkor a beírt illetve köréírt kör helyett lényegében sza-
bályos n-szögeket kaptunk. Ez pontosan azért nem megy: kicsit csonkolni vagy
megnagyobbítani is kellett az n-szögeket � minden esetre a τ → 0 esetben, ha a
határgörbének legalább (legfeljebb) �x κ0 görbülete van, megkapjuk a sokszö-
gek limeszeként Blaschke R = 1/κ0 sugarú köreit. És ezt megkapjuk a köréírt
esetben a Strantzen féle er®sebb verzióban, a csak majdnem minden pontra
feltett görbületi feltevés mellett is!

A 2. Fejezetben is szerepet játszik a geometria, pontosabban olyan geo-
metriai jelleg¶ tulajdonságok, mint a pakolás, parkettázás, Fourier-analitikus
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leírása, kezelése. Ezeket jórészt az irodalomból vettük (beleértve társszerz®m,
Kolountzakis korábbi eredményeit). De itt talán fontosabb az általánosítás :
a korábban ismert lényegében egyetlen olyan tételt � Aresztov és Berdysheva
tételét [5] � amely az euklideszi térben konvex halmazok egy osztályára is meg-
adja az extremális értéket, mi több irányban is messzemen®en általánosítottuk,
észrevéve, melyek azok az analitikus, strukturális tulajdonságok, amelyek az
eredményhez elegend®ek.
Az egyik ilyen út a spektralitás felhasználása. A másik észrevétel az, hogy

nem feltétlenül szükséges a konvexitás, ehelyett az Ω alaphalmaznak a H −H

di�erenciaként való el®állítása is megteszi. A parkettázásnál pedig az eltolási
rács, vagy általánosabban, eltolás-halmaz egyenletes aszimptotikus fels® s¶r¶-
sége méri a parkettázás méretét: és ezen keresztül akkor is lehet becslést adni,
ha parkettázás nincs is, csak pakolás. Ha van s¶r¶ség ...
A Turán kostansnak a pakolásra vonatkozó feltevés melletti becslését tehát

akkor tudtuk elvégezni, ha a Λ eltolás-halmaznak az (egyenletes aszimptotikus
fels®) s¶r¶sége egy pozitív ρ > 0 érték volt: ekkor a becsléseink T (Ω) ≤ 1/ρ
típusúak voltak. Felmerült a kérdés, hol, milyen általánosságban lehet ezt a
fajta s¶r¶séget megragadni? A 2. Fejezet legáltalánosabb eredményéhez azon
az úton jutottunk, hogy egy, mind a problémában jelenlév® Fourier-analízis (pl.:
pozitív de�nitség, stb.), mind a tárgyalt strukturális tulajdonságok szempont-
jából természetes és eléggé messzemen® általánosságba, a lokálisan kompakt
Abel-csoportokra (LCA csoportokra) terjesztettük ki a fenti s¶r¶ség-fogalmat.
A kiterjesztés nem triviális, hiszen � most a sorozatok, diszkrét halmazok

számosság-mérték szerinti s¶r¶ségére szorítkozva � a klasszikus de�níció így
néz ki:

(23) D
#
K(A) := lim sup

r→∞

supx∈Rd #(Λ ∩ (rK + x))

|rK|
,

ahol K mondjuk az egységgömb, vagy az egységkocka. Mármost egy G LCA
csoporton nincsenek ilyen univerzális halmazok, amelyeknek nagyításával le-
fedhet® a tér (ha a tér nem metrizálható, mint általános esetben, akkor ugye
gömb sincsen); nincsen dilatáció, nagyítás sem, legfeljebb meg lehet próbálni
ezt a K + K + K stb. összegekkel pótolni, de akkor sem tudunk kijönni a 〈K〉
részcsoportból, ami tipikusan nem adja ki a teljes G-t; szóval a de�níció majd
minden fogalma használhatatlannak t¶nik ebben az általánosságban.
Itt nyomravezet®nk egy ismert lemma volt, ami valamiképpen azt ragadja

meg, hogy egy V Borel-halmaz elég nagy. Egy LCA csoportban az igaz, hogy
tetsz®leges C b G kompakt halmazhoz és ε > 0-hoz van olyan kompakt le-
zárású V Borel-halmaz, hogy a µ Haar-mértékkel µ(V + C) < (1 + ε)µ(V ). A
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limr→∞ rK helyett tehát nem r →∞-nel, hanem tetsz®leges C b G-vel fogjuk
"mérni" azt, hogy a keresett V halmazunk elég nagy legyen: azt pedig, hogy
µ(V + C) < (1 + ε)µ(V ) legyen, úgy "építjük be" a de�nícióba, hogy a neve-
z®ben az |rK|-nak megfelel® µ(V ) helyett eleve µ(C + V )-t írunk, ami akkor,
ha V nem elég nagy, a C jelenléte miatt úgyis sokkal nagyobb lesz, mint lennie
kéne. No és ha egyszer V amúgy is tetsz®leges Borel halmaz, akkor persze a
saját eltoltjai is ugyanolyan jók � már ameddig eltolás-invariáns µ mértékkel
dolgozunk �, tehát nincs szükség az rK + x-ben szerepl® eltolásra sem ... Így
konstruálható meg a következ® s¶r¶ség-de�níció:

(24) D
#
(Λ) := inf

CbG
sup
V ∈B0

#(Λ ∩ V )

µ(C + V )
.

Lehet, hogy ez meglep® � és meglep®en egyszer¶en van felírva � de jól m¶ködik,
a klasszikus esetben visszaadja a szokásos s¶r¶séget, rendelkezik a szokásos
tulajdonságokkal, és egészen jól kezelhet®.

A 3. Fejezet módszerei kifejezetten megmaradnak a klasszikus Fourier-analízis
körében � azon belül viszont elég sok mindent használnak. A kulcs gondolat [3]
konstrukciójának kiterjesztése: a (21) formulában használjunk Dn(qx) helyett
egy 0-ban Dn-hez hasonlóan koncentrálódó, de nagyon hézagos T polinomot, és
akkor a T spektrumában lév® nagy hézagok még azt is megengedik, hogy eléje
Dn(x) helyett egy egész sor Dn-et összeszorozzunk, azért úgy, hogy idempo-
tens is maradjon a szorzat, és a Gq rácson mégis Dn(k/q) helyett ennek valami
nagyobb hatványa szerepeljen: azaz legyen a tekintett függvényünk

(25) R(x) := Dr(x)
L−1∏
`=1

Dr((q
` + 1)x).

Mivel az S(x) := R(x)T (qx) szorzatban most is a 0-ban koncentrálódó máso-
dik tényez® qx helyen felvett értéke szerepel, ez is olyan hatással lesz, mintha
1
q

∑q
j=1 δj/q-val szoroznánk, azaz a Gq rácsra fogja visszavezetni a koncentrációs

feladatot. Márpedig a Gq rácson az R-ben lév® szorzat éppen úgy viselkedik,
mintha DL

n -et tekintenénk. Ebb®l pedig máris világos, hogy ha mindez megy,
akkor elég Dn-nek a rácson az Lp exponensre vett koncentrációja, és máris p-
koncentrációt kaptunk: azaz az eddig tudott p > 1 helyett minden p > 0-ra
lesz koncentráció.
Ez egy jó alapötlet, technikailag minden lépése kivitelezhet®, csak egy baj

van vele: nem világos, van-e a keresett, 0-ban koncentrálódó és tetsz®legesen
nagy el®írt hézagokkal rendelkez® idempotens T polinom?
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Minden esetre p = 2-re biztosan nincsen. Ugyanis ha f spektrumában a
hézagok meghaladják N -et, akkor minden 1/N -nél hosszabb I szakaszon az
f négyzetintegrálja az L2 normájának konstansszor az |I|-vel arányos részét
fogja tartalmazni: a hézaggal fordítottan arányos hosszúságú szakaszokon az
L2 norma már egyenletesen "szétken®dik". Ez Wiener és pontosabb formában
Ingham tétele. Tehát nem lehet a 0 körül a norma (1− ε) része, ha a 0 körüli
intervallum rövid.
Többeket megkérdeztem 2005-2006-ban arról, hogy hallott-e, olvasott-e i-

lyesmit, tud-e választ arra, hogy ilyen idempotens polinom létezik vagy sem?
Els®re T. Tao is azt mondta: "Such animal does not exist!". Meggy®ztem,
hogy azért érdemes megvizsgálni a kérdést ... Tíz nap múlva pedig adott [45]
egy valóban jó ötletet arra, hogyan is lehetne megkonstruálni egy ilyen héza-
gos, 0-ban koncentrálódó polinomot? Ötletének lényege, hogy olyan kétváltozós
f(x, y) idempotenst keressünk, amelynek az egyik változó szerinti integrálja,
F (x) :=

∫
T |f(x, y)|pdy, mint a másik, x változó függvénye, a 0-ban, avagy

annak tetsz®legesen el®írt kis (−δ, δ) környezetében, szigorú maximum hel-
lyel bír. (Tao azzal nem foglalkozott, hogyan lehet ilyen f -et találni...) Ha
ilyent találunk, akkor nagy N -re FN már er®sen koncentrálódni fog a (−δ, δ)-
ban, ugyanakkor a kétváltozós f idempotensb®l alkalmas szintén nagy M-mel
a g(x) := gN,M(x) :=

∏N
k=1 f(x, Mkx) Riesz-szorzatot képezve, mind a héza-

gosság, mind az
∫

I |g|
p ≈

∫
I fN közelítés fenn fog állni, (mind I = (−δ, δ), mind

I = T mellett), azaz g alkalmasan nagy N -re és M -re szolgáltatja a megfelel®
T -t.
Vegyük észre, hogy ez a konstrukció p = 2-re nem m¶ködhet: a Parseval

formula miatt
∫

T

∣∣∣∑m
j=1 e(njx + mjy)

∣∣∣2 dy =
∑m

j=1 |e(njx)|2 = m, tehát konst-

ans, függetlenül x-t®l. Mégis, a módszer keresztülvihet®, ha p 6= 2 - csak éppen
nem világos, milyen f polinommal? Hónapokig kerestünk, míg találtunk egy
egész szép megoldást: f(x, y) = 1 + e(y) + e(x + 2y) marginális integrálja
szigorúan monoton [0, 1/2]-en, ha p 6= 2, és a monotonitás iránya csökken®, ha
p > 2, azaz akkor a 0-ban van szigorú maximum-hely. (A marginális integrál
f(−x,−y) = f(x, y) miatt x-nek páros függvénye, ezért elegend® a [0, 1/2]
szakaszt tekinteni.) De hát p > 2-re már [15], s®t utána minden p > 1-re
[3] elintézte a koncentráció létezését, és az f polinomunk marginális integrálja
p < 2-re éppenhogy minimumot vesz fel 0-ban, míg a maximuma 1/2-ben van.
Sokáig nagy er®vel kerestük a p < 2-re 0-ban koncentrálódó polinomot, míg-

nem rájöttünk, hogy ez igazán fölösleges: valójában sokkal jobban járunk azzal,
ha a polinomunk marginális integrálja 1/2-ben koncentrálódik! Nézzük, miért
is?
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A "Dirac delta" jelleg¶ Dn(x) illetve a 0-ban koncentrálódó T (x) szerepe
az, hogy a további R(x) idempotens polinom Dn(qx)-szel ill. T (qx)-szel való
beszorzása úgy viselkedjen, mintha a 1

q

∑q
j=1 δj/q mértékkel szoroznánk, azaz a

folytonos koncentráció kérdését a diszkrét Gq rácson vett koncentrációra "fordít-
suk le". Itt � esetleg egy x → `x helyettesítést is felhasználva � lényegében azt
kell nézzük, hogy a Gq rácson az 1/q helyen felvett függvényérték kiteheti-e a
teljes függvény-érték pozitív százalékát, azaz a következ®t tekintjük.

26. De�níció. Ha q ∈ N, akkor jelölje

(26) c]
p(q) := sup

R∈P

∣∣∣R(1
q

)∣∣∣p∑q−1
k=0

∣∣∣R(k
q

)∣∣∣p ,
és

(27) c]
p := lim inf

q→∞
c]
p(q).

Ha azonban olyan T (x)-ünk van, amely 1/2-ben koncentrálódik, akkor ugyan-
ez a gondolatmenet a T (qx) ≈ 1

q

∑q
j=1 δ(2j+1)/(2q) meggondoláson keresztül a

következ®, az eltolt G?
q := Gq + 1

2q rácson való koncentráció kérdésére vezet.

27. De�níció. Ha q ∈ N, akkor jelölje

(28) c?
p(q) := sup

R∈P

∣∣∣R( 1
2q

)∣∣∣p∑q−1
k=0

∣∣∣R(2k+1
2q

)∣∣∣p
és

(29) c?
p := lim inf

q→∞
c?
p(q).

Mármost vegyük észre, hogy (26)-ban a nevez®ben ott van a kellemetlen R(0):
ugye ez minden pozitív de�nit függvényre majorálja a tetsz®leges más pontbeli
függvényértékeket, tehát R(1/q) csak kisebb lehet, ráadásul a (25) típusú szor-
zatokkal, ha L-et nagynak vesszük � amire szükségünk lehet a többi, R(1/q)-nál
kisebb fügvényértékek tetsz®leges ε százaléknál kisebbé tétele, "lenyelése" ér-
dekében � akkor persze R(1/q) is kezd eltörpülni R(0) mellett. Itt tehát egy
�nom egyensúlyozásra kényszerülünk, és az optimum semmiképpen sem lehet
jobb, mint 1/3 (mivel R(1/q) a számlálóban is és nevez®ben is szerepel, az
ugyankkora R(−1/q) és a még nagyobb R(0) pedig csak a nevez®ben).
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De az eltolt G?
q rácson ilyen akadályba nem ütközünk, ott egy, a (25)-höz

hasonlóan szerkesztett

R(x) := Dr(x)
L−1∏
l=1

Dr

(
((2q)l + 1)x

)
szorzatban lehet R(1/q) a maximális abszolút érték¶ tag, és a (28) hányados
L jó nagynak választása mellett megközelítheti akár az 1/2-et is. Itt az E

halmazra feltett szimmetrikusságnak és |R| párosságának megfelel®en a diszkrét
koncentráció duplája felel meg a folytonos, T-n vett koncentrációnak, tehát
ez azt jelenti, hogy a 0-ban koncentrálódó Dn-nel vagy T -vel soha nem lehet
elérni a maximális koncentrációt, de 1/2-ben koncentrálódó T -vel elvileg erre
is lehet®ség nyílik.
Ez tehát megfordította a keresés irányát: most már a p < 2 esettel lehettünk

elégedettek és p > 2-re kerestünk 1/2-ben koncentrálódó T -t. Csakhogy itt
aztán újabb akadályba ütközik az ember: a Hardy-Littlewood féle majoráns
problémába. Ez is lényegében a Parseval formulán múlik, meg némi kombina-
torikus számoláson, de minden esetre közismert, hogy ha p ∈ 2N, akkor |ĝ| ≤ ĥ

esetén
∫

T |g|
p ≤

∫
T |h|

p. Ha tehát, mint fentebb,

(30) f(x, y) =
K∑

j=1

e(njx + mjy),

ahol csak annyit kell feltegyünk, hogy (0 <)m1 < · · · < mK , akkor az x = 0
helyen és az x = 1/2 helyen összehasonlítva az értékeket, azt kapjuk, hogy
g(y) := f(1/2, y) függvényt majorálja a h(y) := f(0, y) függvény, azaz F (1/2)
≤ F (0), valahányszor p ∈ 2N. Tehát p ∈ 2N-re nem megy a szándékolt
gondolatmenet, és kénytelenek vagyunk a 0-ban koncentrálódó T -vel dolgozni:
ebb®l pedig maximális koncentrációt nem fogunk kihozni. (Kés®bb ki is derült,
hogy nem is lehet, mert c2k ≤ 1/2, tetsz®leges k ∈ N-re.)
A 2 < p 6= 2N eset még érdekesebb. Ilyen p-re van ellenpélda a Hardy-

Littlewood majoráns kérdésben [10, 9], de a kérdésünk ennél "kicsit" tovább
megy: nekünk idempotens ellenpélda kell. Ilyen mondjuk p = 3-ra Hardytól és
Littlewoodtól [30] ismeretes volt: 1+e(y)±e(3y), s ennek alapján Montgomery
[38, p.144] felvetette, hogy kell lennie általában is, de erre a sejtésre munkánk
idején még senki nem közölt megoldást. Gerd Mockenhaupt habilitációs té-
zisében szerepel ugyan az állítás, abban a formában, hogy 2k − 2 < p < 2k-ra
1+e(y)±e((k+1)y) volna az ellenpélda, de a bizonyítás eleve csak 2 < p < 4-re
szorítkozik, és ott is egy olyan irodalmi hivatkozás felhasználásával, ami valami
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félreértés lehet, mert a jelzett helyen nem található az idézett er®s egyenl®t-
lenség. Írtunk Mockenhauptnak, s kiderült, épp akkorra - jó tíz évvel a hibás
korábbi okoskodás után! � W. Schlaggal közösen találtak megoldást a Montgo-
mery sejtésre, ha nem is az eredetileg sejtett formában. Megoldásuk lényege,
hogy nem három, hanem 4 tagú idempotens polinomot keresnek, de szorzat
alakban, t.i. (1 + ej)(1± ej+1) alakban, ami jobban kezelhet® számítási szem-
pontból. Innen nekünk már "csak" kétváltozóra kellett átdolgozni a példát, és
el® is állt a Riesz szorzatos konstrukcióhoz kívánt alappolinom, mint

(31) f(x, y) := (1 + e1(x)ek(y))(1 + e1(x)ek+1(y)),

ahol p/2 6= N és k > p/2 páratlan egész.
Ezzel a konstrukcióval tehát el lehet érni, hogy ha p 6= 2N, akkor (nyílt hal-

mazokra) akár maximális koncentrációt is bizonyítsunk: ha p ∈ 2N, akkor a
0-ban koncentrálódó T -vel kell dolgoznunk, és ebben az esetben �nom analiti-
kus, aszimptotikus számításokkal néhány % pontossággal tudtuk megbecsülni
c2k értékét.
Nehezebb a mérhet® halmazokra vonatkozó koncentráció kérdése. Itt el®-

fordulhat, hogy egyetlen rácspont sem tartozik E-hez, tehát az sem magától
értet®d®, milyen racionális pontokat is tudunk használni a koncentrációhoz?
El®ször is tehát inhomogén diofantoszi approximációval dolgozunk, hogy E-
nek valamely alkalmas ξ s¶r¶ségi pontjához viszonylag közel találjunk meg egy
(2k + 1)/(2q) alakú rácspontot. Általában erre nagyjából 1/q2 nagyságrend
biztosítható, tehát a rácspont körüli kis intervallumunknak, ahol E pontjait
viszonylag s¶r¶n találjuk, szintén legalább 1/q2 nagyságúnak kell lennie. A
folytonos-diszkrét átmenethez itt tehát már nem szorítkozhatunk tetsz®legesen
kis δ sugarú környezetre, hanem meg van határozva a mozgásterünk. Ennek
következtében uralnunk kell valahogyan, hogy az általános rácspontok ilyen
környezetében az R idempotens polinomunk nagyjából a rácspontban felvett
értéke körül maradjon: magyarán a fokszámot korlátozva és Bernstein- illetve
Marczinkievicz-Zygmund egyenl®tlenségekkel dolgozva érhetünk el eredményt.
Ehhez a (25) jelleg¶ szorzatokban maximum két tényez®t engedhetünk meg:
innen adódnak a mérhet® halmazokra gyengébb eredmények. Hogy egyáltalán
azokat elérhessük, a következ® technikai lemma kidolgozására is szükségünk
volt.

28. Állítás. Legyen p > 2. Tetsz®leges ε > 0-hoz léteznek δ0 > 0 és η > 0
úgy, hogy minden δ < δ0 és N ∈ N mellett, ha E mérhet® halmaz és kielégíti
az |E ∩ [−δ, δ]| > 2(1− η)δ feltételt, akkor van olyan T idempotens amelynek
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hézagai nagyobbak, mint N és amelyre∫
E∩[−δ,δ]

|T |p > (1− ε)

∫ 1

0
|T |p.

Legyen p > 0 úgy, hogy p nem páros egész. Ekkor tetsz®leges ε > 0-hoz létezik
δ0 > 0 és η > 0 úgy, hogy minden δ < δ0 és N ∈ N mellett, ha E egy olyan
mérhet® halmaz, amely kielégíti a |E∩ [12−δ, 1

2 +δ]| > 2(1−η)δ feltételt, akkor
létezik olyan T idempotens, amelynek hézagai nagyobbak, mint N , és amelyre∫

E∩[ 12−δ, 12+δ]
|T |p > (1− ε)

∫ 1

0
|T |p.

Hogy mégis fel tudunk menni maximális koncentrációra, az egy kétlépéses
"kerül®úton" keresztül történik. Egyfel®l, ha nem ragaszkodunk az idempo-
tens polinomokhoz, hanem pozitív de�nit polinomokat tekintünk, akkor kön-
nyebb dolgunk van: pl. Dr tetsz®leges nagy hatványa pozitív de�nit, ha nem
is idempotens többé. Itt tehát nem kell a fokszámot veszélyesen megnöveljük,
mindössze Lq fokszámmal már nagy hatványhoz érkezhetünk (illetve levetít-
hetjük a rácson felvett értékek meg®rzése mellett a polinomunkat a max. 2q
fokú polinomok terére is: ez a lépés ismét nem feltétlenül ®rzi meg az idem-
potens tulajdonságot, de a pozitív de�nit tulajdonságot igen.) Ezen az úton
bizonyítható maximális koncentráció p 6= 2N kitev®kre a pozitív de�nit poli-
nomok körében. A következ® lépés a jól koncentrálódó pozitív de�nit polino-
munk 0 − 1 együtthatós megközelítése, szimulációja, ami p > 2 esetén Salem
és Zygmund nyomán sztenderd módszernek tekinthet® (mi konkrétan Burkhol-
der egy martingál egyenl®tlenségét is felhasználjuk, de ekvivalensen leírható
volna a gondolatmenet "elemien" is.) Végül olyan R(x)-eket tekintünk, ame-
lyek Q(x)Q((2q + 1)x) alakú szorzatok, és Q 2p kitev®re koncentrálódik jól:
ezzel és Cauchy-Schwarz egyenl®tlenséggel még egy 2p → p redukciót is el
tudunk végezni, azaz a fenti valószín¶ségi konstrukció eredményeit p > 1-ig
használni tudjuk. Ugyanezen oknál fogva, egyre gyengül® becslésekkel, de még
a p > 1/2 kitev®kre is pozitív koncentráció érhet® el.
Ezzel elmondottuk, milyen módszerrel cáfolható meg a 25. Sejtés. Valójában

most a fordítottja a kérdés: ha egyszer c1 = 1, s®t cp = 1 minden 0 < p < 2
mellett is, akkor igaz-e vajon ugyanez γp-re is? A fentiekben vázolt gondol-
atmenetet kissé megvariálva � Cauchy-Schwarz helyett Hölder egyenl®tlenség,
Q(x)Q((2q + 1)x) helyett különböz® kitev®kre jól koncentrálódó Q1 és Q2

segítségével felépített szorzat � γ1 értékére egészen jó alsó becslést lehet ki-
dolgozni, de az 1 érték azért ilyen úton nem érhet® el.
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Ugyanakkor felmerül a kérdés, hogy a diszkrét esetben, Zq-ban � amit segéd-
eszközként felhasználtunk T-re is � önmagában van-e (q-ban egyenletes) kon-
centráció pl. p = 1-re? A fenti módszerben "csaltunk", ami a rácsot illeti,
hiszen ott megkülönbözhetetlen faktorokkal tulajdonképpen Dr egy nagy hat-
ványát vettük: ez akkor, ha az egész terünk csak maga a Zq rács, és továbbra is
idempotenseket akarunk tekinteni, ki van zárva! És valóban, az derül ki, hogy
a 25. Sejtés diszkrét esetre igazolható Green és Konjagin egy eredményének
[29] felhasználásával. Ez egyszerre mutatja, hogy módszereink hogyan kerülték
meg a várható korlátokat, és persze azt is, hogy Anderson et al. sejtése valahol
nem volt teljesen megalapozatlan.

II.2. Források feltárása. Err®l a kérdésr®l matematikus munkákban általá-
ban nem sok szót lehet ejteni, mert eléggé sztenderd gyakorlata van annak,
ahogyan a jól ismert adatbázisokban az adott kérdés el®zményei felderíthet®ek.
Esetünkben azonban volt néhány említésre méltó dolog.
Az 1. Fejezet témájában az irodalomban szinte teljesen megfeledkeztek Er®d

János [20] dolgozatáról, pontosabban annak a tartalmasabb részér®l, melyben a
komplex sík tartományaira vizsgálta a fordított Markov típusú egyenl®tlenségek
kérdését. Cikkét sokan idézték, de kizárólag az intervallum esetére vonatkozó
konstans pontos kiszámításával kapcsolatban, így az olvasó � el®ször én is �
automatikusan úgy tekinthette, hogy ez a cikk ennyir®l szól. Annál nagyobb
meglepetéssel járt számomra, amikor végül elolvastam rendesen a cikket, s meg-
találtam benne az eredmények és gondolatok egészen értékes tárházát! Úgy
látszik, Er®d még nem tudott sem a Lebesgue-integrálról, sem Blaschke téte-
leir®l, mégis nagyon komoly lépéseket tett afelé, hogy a komplex sík általános
tartományaira is tisztázódjon a valós nagyságrend kérdése. Saját munkám sok
szempontból az övének a folytatása volt, különösen a görbület szerepét vizsgáló
[52] cikkben. Hogy a magyar nyelven, a háború árnyékában írott munkája men-
nyire nem avult el, azt az is mutatja, hogy � hála Boriszlav Bojanovnak! � 7
évtized után a cikk angol nyelv¶ teljes fordítása is megjelenhetett az East J.
Approx. archív szekciójában [20].
Er®d Jánosnak ez az egyetlen matematikai munkája. Izgatott a kérdés, hogy

miért nem írt többet, mivel foglalkozott, mi lett a személyes sorsa? Nem köny-
nyen, és nem hétköznapi történetre bukkantam, ami persze inkább a matema-
tika történet (és általában, borzalmas XX. századi történelmünk) területére
vezet, ld. [54].
A 2. Fejezetben feldolgozott ún. Turán féle probléma is számos irodalmi

meglepetéssel járt. Lényegében az derült ki, hogy a 70-es években Sztec-
skin után Turán problémának elnevezett kérdés minden verzióját, sokszor már
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általánosabb keretek között is, klasszikus szerz®k jóval korábban felvetették,
vizsgálták már. Itt [11], [24], és különösen [43] el®zték meg Turánt és Sztecskint,
lefedve több kés®bb újra felfedezett eredményt. Soha nem fölösleges az iroda-
lom alaposabb felkutatása! Emellett rendkívül értékes többlet-információkat
kaptam él®szóban is mind konkrét tényeket (pl. hogy TT((−h, h)) > h, ha
h 6= 1/n), mind a fellelhet® irodalmi el®zményeket tekintve. Ezek nélkül az
útbaigazítások nélkül aligha jutok el az irodalom ilyen szint¶ feldolgozására.
Ugyanakkor itt is hasznos volt a témához kapcsolódó további kutatások "él®",

még publikálás el®tti ismerete, mint pl. a Fuglede sejtés cáfolatával kapcsolat-
ban, mivel ez jelent®s lökést adott abba az irányba, hogy spektrális halmazokat
is vizsgáljunk meg (ha egyszer mégsem biztos, hogy egy spektrális halmaz par-
kettáz és viszont).
A 3. Fejezet irodalmi háttere is tartogatott izgalmakat. A témában legje-

lent®sebbnek mondható [3] cikk sokáig csak Comptes Rendus kivonatban léte-
zett [2], s ez nem volt véletlen, mert a szerz®k a bonyolult cikk lényeges hibáit
kellett kijavítsák a végs® megjelentetéshez. Az egyik szerz® honlapján található
korábbi cikk változattal kapcsolatban én magam is kétségbeesetten jeleztem a
szerz®knek, hogy lényeges hiba van a gondolatmenetben. Szerencsére végül a
cikkük elkészült � körülbelül mire mi magunk is elkészültünk Aline Bonamival.
Hasonló izgalmakkal járt a Hardy-Littlewood féle majoráns probléma, pon-

tosabban az ezzel kapcsolatos Montgomery sejtés állásának felderítése is. Az
évtizede a köztudatba bedobott [36], de hibás megoldás után munkánk befe-
jez® szakaszában kaptuk az els® kézb®l származó információt a megoldásról
(ami még máig sem jelent meg, csak preprintben [37]). Mint fentebb írtuk, ez
lényeges támpontja volt a mi konstrukciónknak is.
Ha ebb®l tanulságot lehet levonni, akkor az csak az lehet, hogy feltétlenül

fontos az irodalom, a klasszikus szerz®k, egyáltalán, a bárhol, bárki által hivat-
kozott, jelzett munkák �gyelmes átolvasása, nem szabad elsiklani semmi felett:
ugyanakkor az "él®", személyes információk sem nélkülözhet®ek egy komolyabb
kérdés hátterének, el®zményeinek sikeres felderítéséhez.
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III. Új tudományos eredmények és azok hasznosítási
lehet®ségei∗∗

III.1. Fordított Markov egyenl®tlenségek a komplex síkon. E körben
a legfontosabb eredményünk talán a következ®.

1.1.12. Tétel (Halász és Révész). Legyen K ⊂ C tetsz®leges konvex
tartomány, amelynek w(K) a minimális szélessége és d(K) az átmér®je. Akkor
minden p ∈ Pn(K) esetén

(32)
‖p′‖
‖p‖

≥ C(K)n ahol C(K) = 0.0003
w(K)

d2(K)
.

Hogy ez valóban a helyes nagyságrendet adja meg, s®t abszolút (igaz, kétmil-
liós) konstans szorzótól eltekintve még a konstansnak a geometriai paraméterek-
t®l való függésében is pontos, az következik az alábbi fordított irányú tételb®l.

1.1.13. Tétel. Legyen K ⊂ C kompakt, összefügg® halmaz d átmér®vel és
w minimális szélességgel. Ekkor minden n > n0(K) := 2(d/16w)2 log(d/16w)
mellett létezik olyan p ∈ Pn(K) pontosan n fokú polinom, amelyre

(33) ‖p′‖ ≤ C ′(K) n ‖p‖ ahol C ′(K) := 600
w(K)

d2(K)
.

Jegyezzük meg, hogy ez a megfordítási tétel nem csak konvex tartományo-
król szól, hanem sokkal általánosabban is, azaz azt mondhatjuk, hogy a konvex
tartományoknál az Mn(K) inverz Markov-faktor a lehet® legnagyobb nagysá-
grendet éri el. Mint láttuk, ez pl. nem így történik az I intervallumnál, mivel
ott a nagyságrend csak

√
n. (De erre az esetre ez a megfordítási tétel sem

alkalmazható w(I) = 0 miatt.)
A fenti tétel azonban egyes esetekben, amikor a konvex tartományunk határ-

görbéjének görbületr®l pontosabb információnk van, a konstans tekintetében
is tovább pontosítható. Er®d János tételét általánosítva, a következ®t tudjuk
igazolni.

1.1.16. Tétel. Tegyük fel, hogy a konvex K tartomány Γ = ∂K határgör-
béjén az ívhossz mérték szerint majdnem mindenütt létez® görbület majdnem
minden pontban legalább κ. Akkor minden p ∈ Pn(K) esetén

(34) ‖p′‖ ≥ κ

2
n‖p‖ .

∗∗Eredményeink elméleti matematikai jelleg¶ek, konkrét gyakorlati, ipari, mez®gazdasági
stb. alkalmazás nem motiválta a kutatásainkat. Ennek megfelel®en az eredmények alkalma-
zása, felhasználása is alapvet®en az elméleti matematika egyes kapcsolódó területein várható.
Az általunk látott illetve várt alkalmazási lehet®ségekre az egyes témák tárgyalása során
igyekeztünk rámutatni.
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E tárgyban elért eredményeinknek az approximációelméletben lehet felhasz-
nálása. Mivel az eredmények nagyon általánosak, sok olyan esetre, tartományra
is kiszámíthatóvá váltak a fordított Markov konstansok, amelyekre eddig nem
ismertük még a helyes nagyságrendet sem. Pl. a fenti 1.1.16 Tétellel kis-
zámítható nemcsak a már Er®d J. által megoldott ellipszis, de pl. a

Bp := {(x, y) : |x|p + |y|p ≤ 1}, Γp := ∂Bp = {(x, y) : |x|p + |y|p = 1}

`p egységgömb, illetve az ennek a�n képeként adódó 0 < b ≤ 1 paraméter¶
"`p-ellipszis",

Bp
b := {(x, y) : |x|p + |y/b|p ≤ 1}, Γp

b := ∂Bp
b = {(x, y) : |x|p + |y/b|p = 1}

tartományok pontos Mn(K) konstansa is, ld. a diszertációban.

III.2. Pozitív de�nit függvényekre vonatkozó Turán féle extremális
probléma. Mint említettük, tekinthet®ek a következ® fügvényosztályok is.

F1(Ω) :=

{
f ∈ L1(G) : supp f ⊂ Ω, f pozitiv definit

}
,(35)

F&(Ω) :=

{
f ∈ L1(G) ∩ C(G) : supp f ⊂ Ω, f pozitiv definit

}
,(36)

Fc(Ω) :=

{
f ∈ L1(G) : supp f ⊂⊂ Ω, f pozitiv definit

}
,(37)

F(Ω) :=

{
f ∈ C(G) : supp f ⊂⊂ Ω, f pozitiv definit

}
.(38)

Az F1,F& osztályokban supp f csak zártnak van feltételezve, de nem feltét-
lenül kompakt; F1,Fc esetében az f függvény lehet nem folytonos is.
A megfelel® Turán konstansok:

T (1)
G (Ω) or T &

G (Ω) or T c
G(Ω) or TG(Ω) :=(39)

sup

{∫
G f

f(0)
: f ∈ F1(Ω) or F&(Ω) or Fc(Ω) or F(Ω), resp.

}
.

Általában komplex érték¶ f : G → C függvényeket kellene tekintsünk. De a
pozitív de�nitás értelemezéséb®l azonnal látható, hogy az f konjugált függvény,
és így még a ϕ := <f valós rész függvény is pozitív de�nit, miközben benne
maradnak ugyanabban az osztályban. Ugyancsak teljesül f(0) = ϕ(0) és, lévén
pozitív de�nit függvény tartója szimmetrikus,

∫
f =

∫
ϕ is. Így az, hogy valós

fügvényekre szorítkozunk, nem változtat a Turán konstans értékén.
Mindenek el®tt a következ®t igazoltuk �2.2.2-ben.
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2.1.12. Tétel (Kolountzakis-Révész). Tetsz®leges G LCA csoportban a
fenti Turán-konstans de�níciók ekvivalensek:

(40) T (1)
G (Ω) = T &

G (Ω) = T c
G(Ω) = TG(Ω) .

Fürstenberg [23] egy S ⊂ G halmazt egy topologikus kommutatív (fél)cso-
portban szindetikus halmaznak nevez, ha van olyan kompakt K b G halmaz,
hogy bármely g ∈ G elemre legyen k ∈ K úgy, hogy gk ∈ S; másszóval
topologikus csoportok esetén ∪k∈KSk−1 = G. Ezzel a fogalommal dolgozva
azután [23, Proposition 3.19 (a)] kimondja, hogy ha S ⊂ Z pozitív egyenletes
aszimptotikus fels® s¶r¶ség¶ (Fürstenberg szóhasználatával: pozitív Banach
s¶r¶ség¶), akkor S − S egy szindetikus halmaz.
A 2. Fejezet egyik nóvuma az egyenletes aszimptotikus fels® s¶r¶ség (e.a.f.s.)

általános értelmezése LCA csoportokon. Mégpedig tetsz®leges ν mértékre nézve
értelmezzük ezt a s¶r¶ség-fogalmat a következ®képpen.

2.3.5. De�níció. Legyen G egy LCA csoport és µ := µG a Haar mértéke.
Jelölje a Borel halmazok σ-algebráját B, és ezen belül a kompakt lezárású Borel-
mérhet® halmazokat B0. Ha ν egy másik mérték G-n a mérhet® halmazok S
σ-algebrájával, akkor de�niáljuk a ν mérték µ-re vonatkozó e.a.f.s.-ét mint

(41) D(ν; µ) := inf
CbG

sup
V ∈S∩B0

ν(V )

µ(C + V )
.

Speciálisan, ha A ⊂ G Borel mérhet® és ν = µA a µ nyoma az A-n, akkor

(42) D(A) := D(νA; µ) := inf
CbG

sup
V ∈B0

µ(A ∩ V )

µ(C + V )
.

Ha Λ ⊂ G tetsz®leges (pl. diszkrét) halmaz és γ := γΛ :=
∑

λ∈Λ δλ a Λ
számosság-mértéke, akkor

(43) D
#
(Λ) := D(γΛ; µ) := inf

CbG
sup
V ∈B0

#(Λ ∩ V )

µ(C + V )
.

Azt, hogy a klasszikus fogalom valódi kiterjesztéséhez jutottunk, a következ®
tétel mondja meg.

2.3.6. Tétel. Legyen K tetsz®leges konvex test Rd-ben és normalizáljuk
a Haar mértéket úgy, hogy az megegyezzen Rd-n a szokásos | · | térfogattal
(Lebesgue mértékkel). Legyen ν egy tetsz®leges mérték a mérhet® halmazok S
σ-algebrájával. Akkor

(44) D(ν; | · |) = DK(ν) .

Hasonló állítás érvényes Zd-re is.
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Az eredeti e.a.f.s. fogalomban az egyenletességnek az eltolások szempont-
jából volt jelent®sége: ehhez lényeges kiindulópont, hogy a viszonyítási alap-
nak tekintett µ mértékünk legyen eltolás-invariáns. Azért nagyon természetes
LCA csoportokon dolgozni, mert ezen a struktúrán van lényegében egyértelm¶
eltolás-invariáns µ mérték, t.i. maga a Haar-mérték. Ezért rögzítjük a neve-
z®ben szerepl® mértéket így (bár elvileg tetsz®leges mértékeket hasonlítgathat-
nánk így össze, csak az már más fogalom volna).
Az új fogalom általánosságban is teljesíti a természetes elvárásainkat: mono-

ton ν-ben, ha ν = µ, akkor az e.a.f.s. 1 lesz, az üres halmazé, vagy általában
a kis (véges, kompakt lezárású stb.) halmazoké pedig 0. Teljesül a szubadditi-
vitás is:

2.3.23. Lemma (szubadditivitás). Legyen ν0 =
∑n

j=1 νj mértékek egy
összege úgy, hogy minden mérték a mérhet® halmazok S σ-algebráján legyen
értelmezve. Ekkor D(ν0, µ) ≤

∑n
j=1 D(νj, µ). Speciálisan ez teljesül egyetlen

megadot ν mérték mellett akkor, ha A0 = ∪n
j=1Aj, S-mérhet® hamazok egy

diszjunkt úniója, és νj := ν|Aj
, a ν mérték megfelel® nyoma j = 0, 1, . . . , k

mellett.

Ezt pl. fel kell használjuk a Fürstenbergt®l olvasott fenti propozíció LCA
csoportokra történ® kiterjesztéséhez is. Igazolni tudtuk a következ®t.

2.3.16. Tétel. Legyen G egy LCA csoport és tegyük fel, hogy az S ⊂ G

halmaznak a számosság mértékkel pozitív, de véges az e.a.f.s.-e: D
#
(S) =

D(#|S; µ) > 0. Ekkor az S − S di�erencia-halmaz szindetikus.

A fenti e.a.f.s. fogalom az elvárható módon, jól kezeli a pakolások, parket-
tázások, fedések eltolás-halmazainak s¶r¶ségét is.

2.4.8. Állítás. Tegyük fel, hogy H ∈ B és H + Λ ≤ G (H pakol G-ben a
Λ ⊂ G eltolás-halmazzal), azaz (H −H) ∩ (Λ − Λ) ⊆ {0}. Ekkor Λ teljesíti,

hogy D
#
(Λ) ≤ 1/µ(H).

2.4.9. Állítás. Tegyük fel, hogy H ∈ B0 és hogy lefedi G-t a Λ ⊂ G

eltolás-halmazzal ("H + Λ ≥ G"), azaz H + Λ G µ-majdnem minden pontját

tartalmazza. Ekkor szükségképpen D
#
(Λ) ≥ 1/µ(H).

A továbbiakban tehát használjuk ezt az e.a.f.s. fogalmat!
Kompakt csoportokra nincs szükség aszimptotikus fogalmakra és egyszer¶b-

ben megkapjuk a kívánt becslést.
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2.6.1. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen G egy kompakt Abel csoport,
Λ ⊆ G, Ω ⊆ G egy 0-ra szimmetrikus nyílt halmaz, és tegyük fel, hogy (Λ −
Λ) ∩ Ω ⊆ {0}. Legyen f ∈ L1(G) egy folytonos és pozitív de�nit függvény,
amelynek a tartója Ω-ban helyezkedik el. Akkor

(45)
∫

G

f(x) dx ≤ µ(G)

#Λ
f(0).

Más szóval, TG(Ω) ≤ µ(G)/#Λ.

Ha a csoport csak lokálisan kompakt, és túllépünk a klasszikus csoportok ke-
retein, akkor viszont lényeges szerepet kap az imént értelmezett e.a.f.s. fogalma.

2.6.4. Tétel. Legyen Ω ⊂ G egy 0-ra szimmetrikus nyílt környezete 0-nak
és Λ ⊂ G egy részhalmaz, amely Ω-val teljesíti az Ω∩ (Λ−Λ) = {0} "pakolási

típusú" feltételt. Ha ρ := D
#
(Λ) > 0, akkor TG(Ω) ≤ 1/ρ.

Módszereinkkel nem konvex, s®t nem összefügg®, "szétszórt" halmazokra is
kaptunk tételeket. A következ® pl. azt mondja ki, hogy az intervallumok,
konvex halmazok pl. egy dimenzióban általában a lehet® legnagyobb Turán-
konstansot adják.

2.6.16. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen Ω ⊆ Rd egy véges m mér-
ték¶ 0-ra szimmetrikus nyílt halmaz. Ekkor

(46) TRd(Ω) ≤ m

2
.

Legyen Ω ⊆ Zd egy m elem¶ 0-ra szimmetrikus és azt tartalmazó halmaz. Ekkor

(47) TZd(Ω) ≤ m + 1

2
.

A disszertációban sok példa, alkalmazás és konkrét eset kidolgozás szerepel.
Például "direktben" elég nehéznek, megközelíthetetlennek látszik a következ®,
amit a Λ := bZ eltolási halmazzal a fentiekb®l azonnal megkaphatunk.

2.6.20. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 < b < a ≤ 2b és legyen

Ω = (−a,−b) ∪ (−b, b) ∪ (b, a).

Ekkor TR(Ω) = TR(−b, b) = b.

A spektrális halmazok ezen szerkezeti tulajdonságát is ki tudtuk használni
a Turán-konstans becslésére. El®bb egy egyszer¶bb esetet fogalmazunk meg,
amikor G véges.

2.7.1. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen G egy véges Abel csoport,

Ω, H ⊆ G, Ω ⊆ H −H, és H spektrális halmaz a T ⊆ Ĝ spektrummal. Ekkor
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tetsz®leges pozitív de�nit függvényre G-n, amelynek tartója Ω-ban van, fennáll

(48)
∑
x∈G

f(x) ≤ |H|f(0).

Más szóval TG(Ω) ≤ |H|.

2.7.2. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen H korlátos, nyílt, spektrális
halmaz Rd-ben. Ekkor az Ω = H − H szimmetrikus nyílt halmazra TRd(Ω) =
|H|.

Ez maga után vonja Aresztov és Berdysheva idézett tételét. (Arról, hogy
miért is, a részleteket ld. a diszertációban).
A pontonkénti Turán problémára térve, vezessük be a következ® jelölést.

(49) H(Ω, z) := {k ∈ N2 : kz ∈ Ω, −kz ∈ Ω}
2.9.1. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 ∈ Ω ⊆ Rd tetsz®leges nyílt
halmaz és z ∈ Ω ∩ (−Ω). Ekkor

M(Ω, z) =
1

2
M(H(Ω, z)).

Legyen

(50) Z := Z(z) := {nz (mod Td) | n ∈ Z}.
Ha #Z = m akkor írjuk a következ®t:

(51) Hm(Ω, z) := {k ∈ [2, m/2] : kz ∈ Ω, −kz ∈ Ω} = H(Ω, z) ∩ [2, m/2].

Továbá, tetsz®leges H ⊂ Z halmazra legyen

H(m) := {k ∈ [2, m/2] : ∃h ∈ H úgy, hogy ± k ≡ h (mod m)}.
2.9.4. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 ∈ Ω ⊆ Td tetsz®leges nyílt
halmaz és z ∈ Ω∩(−Ω). Ekkor a (9) extremális mennyiség csak a Z halmaztól
függ.
Ha Z végtelen, akkor

(52) M∗(Ω, z) =
1

2
M(H(Ω, z)).

Ha #Z = m véges, akkor

(53) M∗(Ω, z) =
1

2
Mm(Hm(Ω, z)).

Eredményeinket sok konkrét problémában lehet alkalmazni. Lássunk néhány,
a fentiek alapján kiszámítható esetet!
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2.9.8. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 ∈ Ω egy szimetrikus nyílt
halmaz és z ∈ Ω. Ekkor az (8) extremális mennyiség a következ®ket teljesíti:

(i) Ha H(Ω, z) = {n}, akkor M(Ω, z) = 1
2 cos π

2n
.

(ii) Ha H(Ω, z) = N2 \ {n}, akkor M(Ω, z) = cos π
2n.

(iii) Ha H(Ω, z) = (n,∞) ∩ N2, akkor M(Ω, z) = 1
2 cos π

n+2
.

(iv) Ha H(Ω, z) = 2N + 1, akkor M(Ω, z) = 2
π .

(v) Ha H(Ω, z) = 2N, akkor M(Ω, z) = π
4 .

Az alábbi, korábban kapott eredményünket fel tudtuk használni itt is.

2.9.10. Lemma. (lásd [51]). Legyen H ⊆ N2 tetsz®leges. Ekkor

M(H)M(N2 \H) = 2.

Valójában ez megadja (ii)-t, ha (i) már ismert; (iii) és a 2.9.7 Következmény,
illetve (iv) és (v) is hasonlóan függenek össze, noha az irodalomban ezek más
úton lettek meghatározva.
A megfelel® összefüggésnek a 12. Problémában való megfogalmazásához a

következ®t rögzíthetjük.

2.9.11. Következmény (Kolountzakis-Révész). Tetsz®leges 0 ∈ Ω ⊆
Rd nyílt halmazra és z ∈ Ω pontra

M(Ω, z)M(Ω∗, z) =
1

2
,

ahol Ω∗ bármilyen nyílt, szimmetrikus 0-t és z-t tartalmazó halmaz úgy, hogy
benne van (N2 \H(Ω, z))z is, de diszjunkt H(Ω, z)z-t®l.

2.9.13. Állítás (Kolountzakis-Révész). Tegyük fel, hogy Ω ⊆ (−1
2 ,

1
2)

d

egy nyílt halmaz. Akkor

M(Ω, z) ≤M∗(Ω, z).

2.9.14. Következmény (Kolountzakis-Révész). Legyen Ω ⊆ (−1
2 ,

1
2)

d

egy szimmetrikus, konvex halmaz. Akkor

M∗(Ω, z) ≥ w(||z||), ahol w(t) := cos
π

d1/te+ 1
.

2.9.18. Tétel (Kolountzakis-Révész). Tetsz®leges korlátos nyílt Ω ⊂ Rd

halmazra és z ∈ Rd pontra

lim
α→+0

M∗(αΩ, αz) = M(Ω, z).

2.9.23. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen Ω = (−1
2 ,

1
2)

d ∈ Td. Akkor
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(i) M∗((−1
2 ,

1
2)

d, z) = 1 ha z /∈ Qd.

Továbbá, ha z ∈ Qd, z = (p1

q1
, . . . , pd

qd
), ahol (pj, qj) = 1, qj = 2sjtj (sj ∈ N),

tj ∈ 2N +1 (j = 1, . . . , d) és m := [q1, . . . , qd] = 2st t ∈ 2N +1, akkor vagy

(ii) 1 ≤ s = s1 = · · · = sd, és akkor M∗((−1
2 ,

1
2)

d, z) = 1
2(1 + cos 2π

m ), vagy
(iii) s = 0 vagy ∃j, 1 ≤ j ≤ d amelyre sj < s és akkor M∗((−1

2 ,
1
2)

d, z) = 1.

Mint említettük, ezeknek az extremális problémáknak az additív számelmélet-
ben (egyenletes eloszlás, van der Corput halmazok [41]) van talán a legköz-
vetlenebb alkalmazása, de pl. a Beurling prímek eloszlásával, pontosabban a
Beurling féle ζ-függvény gyökeinek eloszlásával kapcsolatban is felmerül ezzel
összefügg® probléma [67] - többet ld. a disszertációban. De könnyen kiderülhet,
hogy munkánk legjobban alkalmazható "darabja" a 2.3.5 De�níció lesz.

III.3. Idempotens trigonometrikus polinomok koncentrációja.

3.1.7. Tétel (Bonami-Révész). Minden 0 < p < ∞ esetén p-koncent-
ráció van. Továbbá, ha p nem páros egész szám, akkor teljes koncentráció áll
fenn, azaz cp = 1. A páros egészeket tekintve, c2 értékét (20) adja meg, továbbá
0.495 < c4 ≤ 1/2, és minden további páros egészre 0.483 < c2k ≤ 1/2. Ezen
felül, hacsak nem p = 2, ugyanezen a szinten van koncentráció tetsz®legesen
nagy el®írt hézagok mellett is. Ugyanakkor p = 2-re tetsz®leges nagy hézagok
el®írása esetén a koncentráció szintje 0-ra csökken.

Mérhet® halmazokra eredményeink épp olyan jók p > 1 mellett. Módszereink
határaihoz érkezve, nyitott kérdésként hagyjuk meg azt, hogy van-e mérhet®
halmazokra is pozitív koncentráció 0 < p ≤ 1/2 esetén, illetve igaz-e teljes
koncentráció 0 < p ≤ 1 mellett?

3.1.8. Tétel (Bonami-Révész). Minden 1/2 < p < ∞ esetén mérhet®
halmazokra is pozitív p-koncentráció áll fenn. Ha p > 1 nem páros egész, akkor
mérhet® halmazokra is teljes koncentráció van. Ha p = 2, akkor a mérhet®
halmazokra vonatkozó koncentráció szintje a (20) szerinti, p = 4-re 0.495 <

γ4 ≤ 1/2, és nagyobb páros egészekre egyenletesen teljesül 0.483 < γ2k ≤
1/2. Továbbá hacsak nem p = 2, akkor ugyanaz a koncentrációs szint elérhet®
tetsz®legesen nagy el®írt hézagok mellett is.

Amint a módszerekr®l szóló 2. Fejezetben elmondtuk, a konstrukció kulcsa,
hogy el®bb speciális pontokban, � 0-ban, és, ha lehet, 1/2-ben � konstruálunk
teljesen koncentrálódó segéd-polinomokat nagy hézagokkal.

3.1.9. Állítás (Bonami-Révész). Minden p > 0-ra, p = 2 kivételével,
teljes p-koncentráció van tetsz®leges nagy hézagokkal is a 0-ban. p = 2 esetén
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pozitív koncentráció tetsz®legesen nagy hézagokkal semmilyen a ∈ T pontban
nem lehetséges.

Vegyük észre, hogy a Dirichlet magok legalábbis p > 1-re teljesen kon-
centrálódnak a 0-ban. Kisebb p-re a Dirichlet magok nem használhatóak.
Adott koncentrációs szinthez az általunk konstruált példák jóval magasabb foks-
zámúak. De ami a 0 pont körüli viselkedést illeti p > 1 esetén, ha p nem 2,
valójában az az újdonság, hogy mindez tetsz®legesen nagy hézagokkal is bizto-
sítható.
Ez az, ami nem történhet meg L2-ben. Zygmund [50, Chapter V �9, page 380]

rámutatott, Inghamnek a nagyon hézagos Fourier sorok négyzetintegráljának
lényegében egyenletes eloszlására vonatkozó eredményei kapcsán: �Nothing seems
to be known about possible extensions to classes Lp, p 6= 2". Kés®bb Erd®s
és Rényi [19], illetve Turán [46] megmutatták, hogy p > 2-re ez az Ingham féle
tétel nem megy át, de legjobb tudomásunk szerint 0 < p < 2 esetére ez a kérdés
még nyitva állt. Eredményeinkb®l következik, hogy itt is negatív a válasz. A
kés®bbiekben ezt még er®sebb formában is megmutatjuk.
Ami az 1/2 pont környezetét illeti, ott a megfelel® eredményünk így néz ki.

3.1.10. Állítás (Bonami-Révész). Teljes p-koncentráció van tetsz®lege-
sen nagy el®írt hézagokkal 1/2-ben valahányszor p > 0 nem egy páros egész.
Másfel®l ha p = 2k ∈ 2N, akkor c2k(1/2) = 1/2.

3.1.13. Tétel (Bonami-Révész). Minden 0 < p < ∞, p nem páros egész
esetén ha egy 0-ra szimmetrikus pozitív mérték¶ mérhet® E halmaz adott, akkor
minden ε > 0-hoz létezik olyan f ∈ T + hogy

(54)
∫

cE

|f |p ≤ ε

∫
T
|f |p.

Továbbá f választható úgy is, hogy a Fourier-sorának Gap(f) hézagai tetsz®le-
gesen nagy el®írt érték felett legyenek. Ha E nyílt halmaz, vagy p > 1, akkor
f választható idempotensnek tetsz®leges p mellett.

Vizsgáltuk a koncentráció kérdését a diszkrét esetben a Zq := Z/qZ csopor-
ton is.

3.13.1. De�níció (Bonami-Révész). Legyen p > 0. Ekkor értelmezzük
Zq-n a következ® mennyiségeket:

(55) γ]
p(q) := max

f∈Pq

|f(1)|p∑q−1
k=0 |f(k)|p
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és

(56) γ]
p := lim inf

q→∞
γ]

p(q).

3.13.3. Tétel (Bonami-Révész). Minden 1 < p < ∞ mellett egyenletes

p-koncentráció van Zq-n. Emellett p = 2-re a koncentráció szintje 2γ]
2, ahol az

utóbbi konstans a (20) alatti c2 értékével egyezik meg, továbbá 0.495 < 2γ]
4 ≤

1/2. Tetsz®leges p > 2 mellett 2γ]
p > 0.483. Másfel®l p ≤ 1 esetén nincs q-ban

egyenletes p-koncentráció.

Visszatérve a T-n vett koncentráció kérdésére, a p = 1 kritikus esetben a
legjobb becslésünk meglep®en közel jutott a teljes koncentráció eléréséhez.

3.14.1. Tétel (Bonami-Révész). A p = 1 kitev®re mérhet® halmazokra
vonatkozó koncentráció igaz a γ1 > 0.96 szinten. Továbbá tetsz®legesen nagy
N -re, található olyan koncentrálódó idempotens is, amelynek egymást követ®
frekvenciái között a hézagai legalább N nagyságúak.

3.9.3. De�níció. Legyen 0 < p < ∞ és q ∈ N. Azt mondjuk, hogy f teljesíti
a rács-feltételt a K konstanssal, ha

(57)
q−1∑
k=0

∣∣∣∣f (k

q

)∣∣∣∣p ≤ K

q−1∑
k=0

∣∣∣∣f (2k + 1

2q

)∣∣∣∣p .

3.14.2. De�níció. Legyen 0 < p < ∞ és q ∈ N. Azon polinomok halmazát,
amelyek teljesítik a 3.9.3 De�nícióbeli (57) "rács-feltételt" a K konstanssal,
T (K) jelöléssel jelöljük. Továbbá tetsz®leges m ∈ N fokszámra azt írjuk, hogy
Tm(K) := T (K) ∩ Tm, és végül azt, hogy P(K) := P ∩ T (K) és Pm(K) :=
Pm ∩ T (K).

3.14.3. De�níció. P2q(K) 3.14.2 De�níció szerinti értelmezése mellett legyen

(58) Γ?
p := sup

K<∞
lim inf

q→∞
Γ?

p(q, K), Γ?
p(q, K) := sup

R∈P2q(K)

∣∣∣R( 1
2q

)∣∣∣p∑q−1
k=0

∣∣∣R(2k+1
2q

)∣∣∣p .
3.14.8. Tétel (Bonami-Révész). Legyen p > 1/2 nem egy páros egész, és
legyenek 1 < r, s olyanok, hogy p/r + p/s = 1. Akkor mérhet® halmazokra p-
koncentráció van, és ennek szintjére γp ≥ 2·Γ?

r
p/r ·Γ?

s
p/s; továbbá p-koncentráció

van hézagokkal is ugyanezen a szinten.

Lényegében ezen az úton érjük el a fent már kimondott 3.14.1. Tételt is.
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Módszereink és eredményeink alkalmazásával közvetlenül adódik két klasszi-
kus problémában is a korábbaiknál pontosabb, élesebb válasz. Fentebb em-
lítettük Zygmund kérdését arról, hogy hézagos Fourier-sorok Lp normájának
eloszlása a T körön a p 6= 2 esetén is lényegében egyenletessé válik-e az el®írt
hézagokhoz reciprokához mérten hosszabb intervallumokon? Most idézzük fel
Wiener [49] egy problémáját. Ha f pozitív de�nit, akkor nyilván f(0) =
‖f‖∞ ≥ |f(x)| minden x ∈ T. Wiener megmutatta, hogy hasonló L2-ben,
és ennek következtében p páros egész értékeire is igaz: ha f pozitív de�nit, és
f ∈ L2(−ε, ε) akkor már f ∈ L2(T). De mi van más p kitev®k esetén? Az
derült ki, hogy ha p 6= 2N, akkor vannak ellenpéldák, ld. [42, 48].
Zygmund és Wiener problémái kapcsán nekünk az összes eddigi ellenpéldát

er®stve, és egyben közös (pozitív de�nit és hézagos) � s®t, "lényegében idem-
potens" � ellenpéldát sikerült adni. Pontosabban fogalmazva, a következ®ket
tudtuk megmutatni.

3.15.1. Tétel (Bonami-Révész). Minden 0 < q ≤ p < 2, esetén, vala-
hányszor egy 0-ra szimmetrikus E nyílt halmaz, melynek mértéke |E| > 0
pozitív, meg van adva, akkor minden ε > 0 esetén létezik olyan f ∈ T + amely
teljesíti, hogy

(59)
∫

cE

|f |p ≤ ε

(∫ +1/2

−1/2
|f |q
)p/q

.

Ugyanez igaz q < p mellett, ha p nem is feltétlenül egész, feltéve, hogy q elég
közel van p-hez, azaz q > q(p), ahol q(p) < p.

3.15.2. Tétel (Bonami-Révész). Legyen 0 < p < ∞, és p /∈ 2N. Ak-
kor tetsz®leges E ⊂ T mérhet®, szimmetrikus halmazra, amelyre |E| > 0 és
tetsz®leges q < p-re, van olyan f függvény a Hq(T) Hardy térben, melynek
Fourier együtthatói nemnegatívak, és amelynek pontonkénti peremfüggvénye,
f ∗, Lp(cE)-be esik, míg f ∗ /∈ Lp(T). Továbbá, f vehet® ∞-hez tartóan nagy
hézagokkal a Fourier-sorában.

A 3.1.13 Tétel helyett a 3.15.1 Tétel felhasználásával a következ®t kapjuk.
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3.15.3. Tétel (Bonami-Révész).
(i) Legyen p > 2 és p /∈ 2N, és tegyük fel, hogy ` ∈ N úgy, hogy 2` < p <

2(`+1). Akkor tetsz®leges szimmetrikus nyílt U ⊂ T halmazra, amelyre
|U | > 0, és q > q(p) mellett, van olyan pozitív de�nit f ∈ L2`(T)
függvény, amelynek negatív frekvenciákhoz tartozó együtthatói 0-k, és
amelyre f /∈ Lq(T) miközben f benne van Lp(cU)-ban.

(ii) Legyen 0 < p < 2. Ekkor tetsz®leges U ⊂ T szimmetrikus nyílt hal-
mazra, amelyre |U | > 0, és tetsz®leges s < q < p mellett, van olyan f

függvény a Hs(T) Hardy térben, amelynek Fourier együtthatói nemne-
gatívak, és amelyre f /∈ Hq(T) miközben f ∗ benne van Lp(cU)-ben.
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