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[. A KITUZOTT KUTATASI FELADATOK ISMERTETESE

A tézisekben dsszefoglalt értekezés hdarom, a klasszikus analizis teriletéhez
tartozo problamadt jar korbe. Mindhdrom kutatds: problémdra kilonbozd dltalam
meghallgatott eldaddsok irdnyitottdk a figyelmemet. Az 1. Fejezetben tdargyalt
Turdn (és Erdd-) féle forditott Markov tipusi egyenldtlenség kérdésére 2003-ban
Nashwilleben Jevgenyij Poletszkij (és késébb Budapesten Erdélyi Tamds) egy-egy
eldaddsa, a 2. Fejezetben tdrgyalt in. Turdn féle extremdlis problémara Vitalij
Aresztov 2001-es jerevdni eldaddsa, végil a 3. Fejezet targydra — idempotens
polinomok koncentrdciojira — John Marshall Ash eqy 2005-6s Marseille-ben
tartott eldaddsa. A témdval foglalkozo szerzdoktdl "elsd kézbol" kapott szemé-
lyes benyomdsok nagyon fontosak voltak érdeklddésem felkeltésében, de azért
az dltaluk nem éppen reményteljesnek tekintett dton indultam el. A hdrom
problémakorben kettd esetében az addigi szerzdk kifejezetten az ellenkezdjét se-
jtették annak, mint ami végil kiderilt. A pozitiv definit fiigguanyekre vonat-
kozo Turdn problémdban wviszont nem sziletett meglepd eredmény, inkabb az
gelentett eldrelépést, hogy az addigi eléggé specidlis eredmények utdn nagyobb
dltaldnossdgot sikerilt megragadni.

I.1. Forditott Markov egyenlStlenségek a komplex sikon. Turan Pal
[47] és még ugyanabban az évben munkajat folytatva Eréd Jéanos [20] 1938-
ban kezdték vizsgélni a komplex sikon fekvé tartomanyokra jol ismert Markov
egyenlGtlenség megforditasidnak kérdését. Ha K € C Osszefiiggd, konvex, nem
egyponti kompakt részhalmaz a stkon, akkor minden legfeljebb n-edfoki p po-
linomra — jelben p € P, — a Markov egyenlétlenség szerint ||p|lce < Cn?||D]|oo,
ahol itt és a tovdbbiakban is a || - ||oc = || - || maximum norma alatt most a K-n
vett maximum értends. Ha pl. K = I := [—1, 1] intervallum, akkor ennél nem
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is mondhato jobb: ha azonban K egy konvex tartomany, akkor itt Cn is irhato
Cn? helyett.

Turédn kérdésfelvetése forditott: legaldbb mekkoranak kell lennie a derivalt
normajanak? Ehhez persze valami megszoritast tenniink kell, mert énmaga-
ban a kérdés nem értelmezhetd, hiszen a derivalt eltiinteti a polinom konstans
tagjat, marpedig alkalmasan nagy ¢ konstanssal ||p + ||« akérmilyen naggya
tehets, mikozben a derivalt norméja valtozatlan. Turan természetes normali-
zélasa tehat igy hangzott: tegyiik fel, hogy p € P,,(K), ahol P, (K ) a pontosan
n-edfokt polinomoknak azon részosztéilya, amelyben a polinomoknak minden
(multiplicassal egytitt pontosan n — algebra alaptétele!) gyoke K-ban talalhato.
Ekkor ugye p(z) = g H?Zl(z — 2;), és egy ilyen polinom norméja és derivalt
normaja nyilvan 0sszefiigg, bizonyos korlatok kozott becsiilhets. Nyilvan ¢ ér-
téke a két norma Osszehasonlitasdnak szempontjabol irrelevans. Felfoghatjuk
tgy a kérdést, hogy (z1,...,2,) € C" vektorokra definidljuk azt a két normat,
amit a ||p|| és a ||p'|| meghatéroz, és az utobbinak az elébbihez mért nagysagaval
a polinom oszcillaciojat jellemezziik. Tehat jelolje

1 Mn K):= inf M ahol M:=M p) = ,

akkor M (p) a polinom oszcillaciojanak, M, (K) pedig az n-edfokta polinomok
K-n mutatkozé minimaélis oszcillaciojanak a mértéke.

Turdn megmutatta [47], hogy a D egységkorre M, (D) = n/2 (ami egyéb-
ként meglep&en kozel esik a Bernstein egyenlGtlenségként kozismert, de pontos
formajéaban Riesz Marcelltsl [40] szarmazo fels6 becslésben szerepls n-hez!), és
M, (I) = cy/n, ahol ez konstans szorzotol eltekintve pontos is. Eréd J. [20]
kiszamolta a ¢ konstans értékét (minden n-re pontosan!), és tovabbi komplex
tartomanyokon vizsgalta Turan kérdését, megmutatva pl. hogy a [—1, 1] {Gten-
gelyt és [—bi, +bi] kistengelyd Fj ellipszis tartomanyra M, (Ey) = bn/2.

Mar Turdnnal megjelenik, és expliciten Levenberg és Poletszkij mondja ki,
hogy a kivetkez6 "bekerithetéségi tulajdonsag" fontos szerepet jatszik a kérdés-
ben.

1. Definicié. Egy K € C kompakt halmaz R-bekerithetd, ha tetszéleges z €
OK hatérpontra van olyan R sugari Dg kor, amelyre z € 0Dp és K C Dgp.

Turédn észrevétele, amely pl. a D egységkor esetét egybdl elintézi, hogy
P /p(z) = > 1/(2 — z;) fix z € 0D esetén a valos részeken keresztiil alulrol
becsiilhetd, mivel a w(¢) = 1/(1 — () leképezés ¢ € D-re olyan pontot ad,
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amely a Rw > 1/2 félsikba esik, azaz

p/
2| 2wt 9=z

p
Ugyanez zp'(2)/p(z)-vel minden korsugar esetén megy, tehat |p'(z)/p(2)|-re
n/2R-et kapunk. Ha tehdt K R-bekerithets tartoméany, p € P,(K) és p’ a
norméajat a z € K pontban éri el, akkor ott felvessziik a Dy kort, alkalmazzuk

a fenti becslést, és maris azt kapjuk, 1d. [34, Theorem 2.2], hogy

2. Tétel (Erdéd; Levenberg-Poletsky). Ha K egy R-bekerithetd halmaz, és
p € Pu(K), akkor

n
2 N> — .
(2) 1P| > 2BHpH

Eréd Janos [20] észrevette, hogy a hatargérbe gorbiilete fontos szerepet jatsz-
hat az oszcillacios becslésekben. T6bbek kézott megmutatta azt is, hogy ha a
gorbiilet egy fix konstans felett marad, akkor az oszcillacié nagysagrendje cn.
(A bizonyitas kicsit hianyos és nem ad pontos konstansot, de alapvetSen helyes
és a geometriai észrevétel kiilonosen értékes: errdl bévebben lasd [52]).

A bizonyitas direkt szamolassal torténik, ezért is nem olyan preciz és nehezen
kovethets. Valahogyan Erdd Janos nem figyelt fel az akkor pedig mar kozis-
mert Blaschke féle tételre, ami a fent megfogalmazott definiciénkkal a kovetkezd
elegendd feltételt adja arra nézveést, hogy egy tartoméany R-bekerithets legyen.

3. Lemma (Blaschke). Ha K C C konvex siktartomdany, melynek v := 0K
hatdrgorbéje sima és gorbilete minden z € v pontban teljesiti a k(z) > ko > 0
feltételt, akkor K R := 1/ky mellett R-bekerithetd.

Igy leirva tehéat egyszertien adédik egy pontosabb véltozat a fenti Eréd J.
tételre.

4. Kovetkezmény (Erdd). Ho K C C konvez siktartomdny, melynek -

OK hatdrgorbéje sima és gorbilete minden z € v pontban teljesiti a k(z) >
ko > 0 feltételt, akkor M, (K) > (ko/2)n.

Ugyanakkor Eréd J. sokkal tovabb is ment: pl. olyan konvex siktartomé-
nyokra is igazolta a cn nagysagrendi oszcillaciot, amelyeknek a hataran kisebb
egyenes szakaszok is lehetnek, csak az a kikotés, hogy egy-egy ilyen hatarszakasz
hossza a tartomany transzfinit atmérdjének negyedét ne haladja meg. Amugy
a tartomanyrol Ersd azt teszi fel, hogy véges sok sima (legalabb C?) Jordan
iv hatarolja, amelyek vagy (a fenti értelemben révid) egyenes szakaszok, vagy
olyan ivek, amelyek mentén a gorbiilet egy fix pozitiv als6 korlat felett marad.
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Az egyenes szakaszokra vonatkozo eset targyaldsa mar csak egy masik gondolat,
a Csebisev lemma felhasznalasaval lehetséges, amelyet Fabertdl [21] idéz.

5. Lemma (Csebisev). Legyen J = [u,v] tetszdleges intervallum a komplex
stkon, u # v és J C R C C tetszdleges halmaz, ami tartalmazza J-t. Akkor

tetszdleges k € N mellett
1)
>2|— .
>2 (1

E két fenti lemmaban megfogalmazhato gondolat illetve megkozelités kom-
binaldsaval kapja Erdd J. a fentebb idézett legaltalanosabb tételét. Ersd J.
felteszi azt a kérdést is: "mely tartoméanyokra mikodik Turdan modszere"? (Itt

k

H(Z — wj)

Jj=1

(3) min max
Wi,...,.W,ER z€J

pontosabb volna azt kérdezni, kettjitk modszere ...) Nyilvan sejtette, hogy
sok tartoméanyra igaznak kell lennie a cn-es oszcillacionak, de annak nincsen
nyoma, hogy teljes dltaldnossagban ezt sejtette volna. Cikke azonban lényegé-
ben feledésbe meriilt, illetve sokan idézték, de csakis az intervallumra vonat-
koz6 pontos konstans kiszamitasanak vonatkozasaban. A komplex sikon pedig
nem nagyon sziilettek eredmények: pér évvel ezel6ttig mindossze egy (késGbb
Eréd J. korabbi munkéija miatt visszavont) tjabb bizonyités sziiletett az el-
lipszis esetére, és azon felul a négyzetre, illetve specidlis (szimmetrikus vagy
péaros) polinomokra és rombusz tartomanyra [18] jott ki a cn-es oszcillacio. Al-
talanosan pedig 2002-ben Levenberg és Poletszkij bizonyitottak egy becslést
|34, Theorem 3.2|, ami ugyan az intervallum esetét is lefedte, igy azonban nem
is mondhatott tobbet ¢y/n-nél.

6. Tétel (Levenberg-Poletsky). Ha K C C kompakt, konvex sikhalmaz és
d:=diam K a K dtmérdje, akkor p € P,(K) esetén

Vn

(4) 171> 55 Gham (K)

2]l -

A [34] cikkben meg is jegyzik, hogy pusztéan az atmeérd ismeretében abszolut
konstans szorzotol eltekintve ennél jobb nem is mondhato: és a megfogalma-
zasukbol tgy latszik, azt is sejtették, hogy ez lesz az altaldnos nagysagrend.
Mindenesetre munkajuk volt az elsé olyan eredmény, amely minden sikbeli
konvex halmazra megadott egy altalanosan érvényes becslést.

I.2. Pozitiv definit fliggvényekre vonatkozé Turan féle extremailis
probléma. Az irodalomban Sztecskin [44] nyoman elterjedt elnevezés szerint
a Turdn féle extremaélis probléma nevet viseli a mai altalanosabb forméaban az
alabbiak szerint megfogalmazhato kérdés.
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7. Probléma. Legyen Q) egy nyilt, O-ra szimmetrikus halmaz. Jelolje F ()
azon folytonos fiiggvényeket, amelyeknek a tartéja supp f € €2 és amelyek
pozitiv definitek. Mekkora lehet [, f/f(0)?

8. Definicié. Az  halmaz Turdn-kostansa T(Q2) := sup [, f/f(0).
fer @)

A probléméban a fiiggvényosztalyt (C'(2), LY(Q)) illetve a tartéra vonatkozo

feltevést (pl. csak supp f C ) valtoztatva més verziokat kapunk, melyek
kozott tobb ekvivalencia is fennéll: ezt a lokalisan kompakt Abel csoportok
altalanossagaban a [57] cikkben tisztaztuk.

Sztecskin [44] egy 1970-es beszélgetésiikben Turan éltal neki feltett kérdésre
hivatkozik, és megmutatja, hogy ha h = 1/n alaka, és Q = [-h,h] C T =
R/Z, akkor a koron ("1 dimenzios toruszon") a A(x) := (1—|z|/h)+ hdromszog-
fiiggvény az extremalis, és igy Tt([—h, h]) = h. Jegyezziik meg itt, hogy a A
fiiggvény természetesen meriil fel, mint potencialis extremaélis fiiggvény, mivel
konstans szorzotol eltekintve ez a fél-intervallum karakterisztikus fliggvényének
a konvolucié-négyzete, és ez a konvolucios elallitas mutatja, hogy sziikségkép-
pen pozitiv definit.

Ebbdl az eredménybdl konnyen adodik, hogy tetszéleges h-ra is Tt([—h, h])
= h + O(Rh?), és a valos egyenesen Tg([—h, h]) = h minden valos h-ra. Az
azonban elkeriilte Sztecskin figyelmét, hogy ezt mar Boas és Kac harminc évvel
kordbban is megmutattak [11].

Késébb Sztecskin tanitvanyai felkapték a problémat, és szamos munka, foglal-
kozott a kérdéssel. Aresztov és Berdysheva 4] a kérdés tobbvaltozos valtozatat
kezdte vizsgalni R%ben, és megmutattak, hogy pl. a szabalyos hatszog is tgy
viselkedik, mint az intervallum: a felére kicsinyitett tartoméany karakterisztikus
fiiggvényének a konvoltucionégyzete az extremalis értéket szolgéltatja. Az ilyen,
a probléméra nézve "regularis" tartomanyokat akar el is nevezhetjiikk mondjuk
"Sztecskin-Turan féle tartoméanyoknak" (V. V. Aresztov éltal javasolt elneve-
76s). Abbol a fenti észrevételbsl, hogy X10 * X1q € F(Q), kovetkezik, hogy
minden Q C R? szimmetrikus konvex tartomanyra 7 (Q) > |Q]/29, és igy tehat
egyenlGség esetén mondjuk, hogy a tartomany Sztecskin-Turan tipusi, hatéro-
zott > fennallasa esetén pedig, hogy nem-Sztecskin-Turdn tipusi.

2001-ben Gorbacsev [25] megmutatta, hogy a gdmb is Sztecskin-Turén tipusi.
Késébb azonban az irodalomban megtalaltam ugyanezt az eredményt Siegelnél
is, [43], 1935-b6l, bar a korabbi szerzéknek sem lett volna konnyt ezt megtalél-
niuk, mert a cikk cime, témaja semmiben nem utal egy ilyen analitikus kérdés
vizsgélatara. Siegel a Minkowski racspont tételt vizsgalta, rajott, hogy ha a
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B gémb esetében a trivialis | B|/29 also becslés élesithetd volna, az javitana a
tételt, majd megoldotta az extremalis probléméat és lesziirte a tanulsdgot, mis-
zerint ilyen dton a Minkowski racspont tétel mégsem javithaté. De, mondja
Siegel, az extremalis probléma onmagaban érdekes, ezért ¢ mégiscsak szépen
kidolgozza azt, és alkalmazza is az egész fiiggvények elméletében.

Ha mar itt tartunk, akkor meg kell emliteni, hogy a probléma sok valtozata
és rokona ismert. Nem csak az integralt, de mondjuk a négyzet-integralt is
lehet maximalizalni azonos feltételek mellett: ezt a verziot amerikai szerzdk
kutattak szintén mar Sztecskin és Turdn el6tt [24, 17, 39]. Még természetesebb
a Sztecskin iskola altal pontonkénti Turdn probléma [6] névre keresztelt verzio,
amelyben adott z € ) pontbeli fiiggvényérték maximumat keressiik, és amelyet,
agy latszik, el6szor Boas és Kac vizsgaltak [11] cikkiikben, mégpedig nem is csak
R-en, de mar R%ben is. De amint az altalanossag tovabbi fokara lépiink, és
altalaban pl. lokalisan kompakt Abel csoportokrol beszéliink, kideriil, hogy
mas felallasban — pl. a Z csoporton — felirva ezt a kérdést, Carathéodory [13]
és Fejér [22] klasszikus, évszazados extremalis feladatdhoz jutunk.

Ismertessiik tehat ezeket a klasszikus eredményeket pontosan is.

9. Tétel (Carathéodory-Fejér). Tegyiik fel, hogy f(x) =14 > aycos(kx)
k=1

T

5, €5 ez pontos is.

nemnegativ trigonometrikus polinom. Ekkor a; < cos

Jegyezziik meg, hogy ha a Z csoporton ¢ := f—ra irjuk fel a kérdést, akkor ez

egy pontonkénti Turan problémava valik: = [—n,n| C Z a ¢ eldirt tartoja,
¢ pozitiv definit (mert a Fourier-transzformaltja nemnegativ), ¢(0) = 1, és

¢(1)-et maximalizaljuk.

Nézziik most Boas és Kac munkajat! Legyen Q C R? egy O-ra szimmetrikus
konvex test. Egy x € R? vektorra legyen ||z|| az Q altal definialt normaja
xr-nek, azaz

1
||| ::inf{)\ > 0: 3% € Q}

Mas szoval, 2 a ||-|| norma egységgombje. Ekkor a (7) és (8) jelolésekkel fennall

10. Tétel (Boas-Kac). Legyen Q@ C R? eqy konver, nyilt, 0-ra szimmetrikus
tartomany. Tegyiik fel, hogy

1
5 < —,
5 —— <l <
valamely n > 1 mellett. Akkor
M(Q, z) = cos T

n+2
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Ugyanaz az extremaélis érték, mint a Carathéodory-Fejér problémaban. Amit
Boas és Kac fel is hasznéltak cikkiikben a sajat kérdésiik megvalaszolasidhoz ...
S mint késébb kideriil, nem is véletleniil "jott be" ez nekik a képbe.

A fentiek fényében tehat immér nem latszik kell6en megalapozottnak a pro-
blémat Turén és Sztecskin nevével jelolni, de annal nehezebb volna egyértel-
muen megmondani, kinek is kellene itt a probléma felvetését tulajdonitani, és
az irodalomban oly elterjedt gyakorlaton valtoztani sem volna egyszerd. Az
értekezésben mindenesetre megmaradtunk az elterjedt elnevezésnél, felhivva a
figyelmet a fentiekben vazolt koriilményekre is.

Visszatérve az el6zményekre, a mi munkank egyik kiindulopontja Aresztov és
Berdysheva kiovetkezs tétele [5] volt.

11. Tétel (Aresztov-Berdysheva). Legyen Q C R? egy szimmetrikus kon-
vex és rdcsszerien parkettdzo halmaz, azaz létezzen olyan A C R rdcs, amelyre
0-mértékd halmaztol eltekintve a {\+Q : X € A} eltoltak a tér diszjunkt fe-
dését, azaz parkettdzdsdt képezik. Ekkor Tpa(Q) = |Q]/29.

Lényegében ez az egyetlen olyan el6zmény, amely az eredeti (integralos) pro-
blémaban halmazok egy nagyobb osztilyara vonatkozéan adott eredményt.
Ugyanakkor nem-Sztecskin-Turan tipusi (konvex, szimmetrikus) halmazok egy-
altalan nem ismertek — marmint euklideszi térben nem, mert a toéruszon mér
egy dimenzioban is ismeretes egy ideje (Oroszorszagban Yu. Popov szobeli koz-
lése, Magyarorszagon Halasz Gabor egyetemi elGadasai nyoman), hogy ha h
nem 1/n alaka, akkor 7p([—h, h]) > h. Vegyiik észre, hogy Sztecskin tétele
— ami azonban lehet, hogy korédbban is ismeretes volt, 1d. a disszertacio 2.1.2.
szakaszéban leirt gondolatmenetet, ami legalabbis Montgomerynél [38] szere-
pel, de joval kordbban koézismert volt — ennek az Aresztov-Berdysheva tételnek
lényegében a speciilis esete.

Ezt azért nem olyan konnyti észrevenni, mert valojaban Sztecskinnél €2 =
[—1/n,1/n] ténylegesen nem is parkettdz, legaldbbis paratlan n-re nem, hiszen
a T := R/Z kor hossza, mértéke csak 1, és [Q)] = 2/n. Viszont valojaban nem is
erre van sziikség, hanem arra, hogy %Q parketézzon! Es ez teljesiil, s6t pontosan
akkor teljesill T-n, ha Q = [—1/n,1/n| alaka. Tehat azt talaltuk, hogy a
koron Aresztov és Berdysheva tétele érvényes, mi tobb, meg is fordithato: egy
szimmetrikus, konvex ) C T halmaz pontosan akkor Sztecskin-Turdn tipusi a
koron, ha %Q parkettazza T-t.

Persze 1 dimenziéban a konvex geometria nagyon egyszerii: csak interval-
lumok vannak. Két dimenziotol kezdve mar sokkal tobbfélék a szimmetrikus
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konvex halmazok is, és nem varhato ilyen megforditas: hiszen pl. a gomb biz-
tosan nem parkettéz, mégis Sztecskin-Turan tipusu.

A disszertacidban is ismertetett kiillonb6z6 részeredmények utan orosz szerzék
nemrégiben a végére jartak 7 ([—h, h]) értékének: elébb bizonyos |35, 27, 28|,
majd minden raciondlis h-ra [26, 33|, végiil tetszdleges h-ra [32] is meghaté-
roztak az extremalis konstansot. Ugyanakkor még T-n vagy akar R-en sem
volt ismeretes semmilyen eredmény a nem csak egyetlen intervallumbol &llo,
hanem valamelyest "szétszort", nem konvex halmazok extremaélis értékére vo-
natkozoan.

A disszertéacio 2.9 Fejezetében foglalkozunk a pontonkénti Turédn problémaval,
ami, mint mondottuk, konvex halmazokra val6jaban R-en, R%n Boas és Kac
[11], de Z-n Carathéodory [13]| és Fejér [22] probléméja. (Az, hogy egyéltalan
nem erdltetett itt a kiilonbo6z6 csoportokon vald analog kérdések osszevetése,
egységes kezelése, az kés6bb nagyon meggy6zben meg is mutatkozik majd!)
Jeloljiik ebben a szakaszban

6) F(Q):={f:T? =R :suppfCQ,f0) =1, fpozitiv definit},

és analog modon, amikor  C R?

(7)  F(Q):={f:R' =R :supp f CQ, f(0) =1, f pozitiv definit}.
[rjuk fel a problémat formulaval:

12. Probléma (Boas-Kac - tipusta pontonkénti extremalis probléma).
Legyen © C RY egy nyilt halmaz, és legyen f : R? — R pozitiv definit fiiggvény,
supp f € Q és f(0) = 1. Legyen emellett z € ). Mi a lehetséges legnagyobb
értéke f(z)-nek? Azaz hatarozzuk meg az
(8) M(Q, z) .= sup f(2).

feF ()

mennyiséget.

13. Megjegyzés. Nyilvan, M(£, z) < 1, mivel

lif(z):/Rd(liexp(2m’<z,t>))f(t)dt:/Rd(lztcos(%r(z,t)))f(t)dt20.

14. Probléma (Turan tipusit pontonkénti extremaélis probléma a té6-
ruszon). Legyen 0 C TY tetsz6leges nyilt halmaz, és f : TY — R egy pozitiv
definit fiiggvény, amelyre supp f C Q és f(0) = 1. Legyen tovabba z € €2 adott,
rogzitett pont. Mi a lehetséges legnagyobb értéke f(z)-nek? Azaz hatarozzuk
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meg az

(9) M (Q,z) == sup f(2)
fEFH(Q)

mennyiséget.

15. Megjegyzés. Legyen ) C (—%,%)d és f: Q — R. Az f fliggvényre

ahhoz, hogy pozitiv definit legyen a toruszon, annak kell teljesiilnie, hogy a
Fourier transzformaélt:

fle)= [ €0 pta) do

legyen nemnegativ de csak € értékek egy diszkrét halmazan, nevezetesen & € Z%-
re, mig f pozitiv definitsége R%n azzal ekvivalens, hogy az f Fourier transz-
formalt nemnegativ minden értéken. Ebbdl nyilvanvaloan mindig fennall

(10) M*(Q,2) > M(£, 2).

Fejér és Carathédory probléméjat altalanositva, kérdezhets tetszéleges H C
Ny-re (ahol Ny := NN [2,00)) a kovetkezs is. Legyen

(11) OH)={p:T—=R; :NeR, p>0,

o(t) ~ 1+ Acos2mt + Z ci cos 2mkt}
keH

illetve m € Ny és H C Ny mellett

(12) @, (H):={p:T >R :\eR, gp(%)ZO(jGZ),

©(t) ~ 1+ Acos2nt + Z i cos 2mkt}.
keHd

16. Probléma (Carathéodory-Fejér tipusi trigonometrikus polinomi-
alis extremalis probléma). Meghatarozando a

(13) M(H) := sup{\ = 23(1) : ¢ € O(H)}.

extremélis mennyiség.

17. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy M (H) < 2 mindig, mivel

A2l = B < gl = / o= 3(0) = 1.
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18. Probléma (Diszkretizalt Carathéodory-Fejér tipusiti extremalis
probléma). Meghatarozando

<14) Mm(H) = sup{)\ - 2@(1) L pe (I)m(H)}

19. Megjegyzés. Nyilvanvaloan ®(H) C &,,(H), ezért M(H) < M,,(H)

mindig fennall.

I.3. Idempotens trigonometrikus polinomok koncentraciéja. Jeldlje,
mint szokésos, e(t) := e?™ tovabba ey(t) := e(ht). Nyilvinvaléan a konvoli-
ciora nézve fennallo tulajdonsaguk miatt a

(15) P:{Zeh . HCN, #H<oo}

halmazba tartozo trigonometrikus polinomokat idempotens exponencidlis (vagy
trigonometrikus) polinomoknak, vagy roviden csak idempotenseknek nevezziik.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy itt és a késébbiekben is altalaban H C N spek-
trumot tekintiink, ami azért nem megy az altalanossig rovasara, mert egy ey,
tiiggvénnyel valo beszorzas a spektrumot h-val eltolja, mikozben az idempotens
(vagy altaldban, tetszoleges trigonometrikus polinom) abszolat értékét nem val-
toztatja meg. Mivel problémainkban a polinomok abszolit értékére vonatkozo
allitasokat vizsgalunk, kiilon jelzés nélkiil éliink ezzel a lehetdséggel. Ennek
megfelelGen a trigonometrikus (Taylor-) polinomokat is eltolt spektrummal te-
kintjiik, azaz azt a jelolést hasznaljuk, hogy

(16) ’T:{Zaheh:HCN,#H<oo;ah€C,h€H}.
heH
Egy E C T halmaz szimmetrikus, ha x € E esetén —xr € E; més szoval
—F=F.
20. Definici6. Legyen p > 0 és a € T. Azt mondjuk, hogy p-koncentracio all
fenn a-ban, ha létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy barmilyen szimmetrkus nyilt
E C T halmazra, amelyre a € F, talalhato olyan f € P idempotens, hogy

(17) [ur=c [

Tovabba, az Osszes ilyen ¢ konstans supremumét c,(a)-val jeloljiik: ezt nevezziik
a p-koncentricid szintjének az a-ban. Egy (17)-nek eleget tévs f-et a-ban p-
koncentrdlodo (idempotens) polinomnak neveziink.
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21. Definicié. Legyen p > 0. Azt mondjuk, hogy p-koncentracio all fenn,
ha létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy barmilyen szimmetrikus nyilt £ C T
halmazra taldlhato olyan f € P idempotens, hogy

(18) [z [

Tovabbé, az Osszes ilyen c konstans supremumét c,-vel jeloljiik és ezt nevezziik
a p-koncentrdcio szintjének. Egy (18)-nak eleget tévs f-et p-koncentrdlodo
(idempotens) polinomnak neveziink.

Nyilvanvaloan, amint [15] is megjegyzi, a ¢,(a) lokélis konstans a-ban feliilrdl
félig folytonos fiigvény a T-n, és ¢, = inf,er ¢)(a).
22. Megjegyzés. Szimmetrikus E halmazokat tekintiink, mert f € P s6t
f € T esetén |f| paros fiiggvény. A szimmetria nélkiil tehat a c¢,(a) konst-
ans altalanos a € T-re legfeljebb 1/2 lehetne, mig szamunkra természetesebb
volt a maximalis koncentracié esetének azt venni, ha a koncentréacio szintje 1.
Mindazonaltal visszatérni a nem szimmetrikus halmazokra csak annyi valtozast
jelentene, hogy a # 0,1/2 esetén c,(a) értékét, és hasonldan c, értékét is, meg
kellene szorozni 1/2-del.

23. Definicié. Legyen p > 0 és a € T. Azt mondjuk, hogy a-ban p-koncent-
racio all fenn mérhetd halmazokra, ha létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy bar-
milyen szimmetrikus, mérheté és pozitiv mértékd E C T halmagzra, amelyre a
E-nek strtségi pontja, talalhaté olyan f € P idempotens, hogy

(19 Lir=a [

Az Osszes ilyen vy konstansok supremuméat v, (a)-val jeloljiik.

Tovabba azt mondjuk, hogy p-koncentracié van mérhetd halmazokra, ha egy
ilyen egyenl6tlenség fennall tetszéleges szimmetrikus, mérhets és pozitiv mér-
tékd £ halmazra. Az ennek eleget tevd konstansok supremumét «y,-vel jeloljiik.

Nyilvan a mérheté halmazokra vonatkozo koncentracié maga utan vonja a
(nyilt halmazokra vonatkozo) koncentraciot, de az nem ismeretes, hogy ezek
mindig egyez6 mértékben valosulnak-e meg. (Amely p-re mér ismert, ott igen.)
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Az sem ismert, hogy esetleg ,(a) is feliilrdl félig folytonos volna-e? Erre sem-
milyen nyilvanvalé strukturalis ok nem nagyon latszik, de ha mégis igy volna,
akkor a mi modszereinkbdl le lehetne vezetni, hogy ¢, = 7,. (Elképzelhets azon-
ban elvileg az is, hogy majd csak ezutan az eredmény utdn, kdvetkezményként
fogjuk egyszer gy talalni, hogy az alulrél félig folytonosség teljestil.)

A p-koncentracio kérdését és ¢, kiszamitasat Cowling [14], és Ash [7] munkai
vetették fel. Az 6 eredeti témajuk konvolicié operatorok megszoritott gyenge és
erGs tipusanak osszehasonlitésa volt (egy gyenge (2,2) tipusi operator sziikség-
képpen erds (2,2) tipustu-e?) A kérdést részletesen 1d. a [8] attekintd cikkben.
Azoéta a problémaval Pichorides, Montgomery, Kahane és Ash, Jones és Saffari
[1, 2, 3| is foglalkoztak, egyre jobb becsléseket érve el. 1983-ban Déchamps-
Gondim, Piquard-Lust és Queffélec [15, 16] megvalaszoltak az [1]-ben felvetett
kérdést, bebizonyitva, hogy L?-re nézve a pontos érték

2sin? 046

(20) co = sup
0<z TX
Tovabbéa ugyanott azt is megmutatték, hogy ¢, > 21—%8;/2 p > 2 esetén.
Az 6t szerz6 kozos munkajaval készilt 3| dolgozat {6 eredménye a kovetke-
zGképpen mondhato ki.

24. Tétel (Anderson, Ash, Jones, Rider, Saffari). A mérhetd halmazo-
kra vonatkozo p-koncentrdacio fenndll minden p > 1 esetén.

Mas szoval megmutattak, hogy v, > 0 ha 1 < p < oo; a konstans értékére nézve
a becsléseik 0-hoz tartanak, ha p — 1 vagy p — o0o. Azt is megmutattak, hogy
72 = ¢o a (20) szerinti értékkel. |2, 3] gondolatmenete a

(21) Dy, (x) Dy (g)

szorzat fliggvény tulajdonsdgaival dolgozik, ahol D, a Dirichlet magot jeloli,
mégpedig — a frekvencidk eltolasarsl fentebb mondottak szerint a

n—

(22) Dy(z) =) e(vz) = e

1 :
i(n—l)xSln(Trnx)

- sin(mz)

a megszokotthoz képest eltolt formaban, 1d. [3]. Ez a szorzat arra alkalmas,

hogy a kérdést a T korrsl atvigye a diszkrét G, := (%Z) /Z récsra. Mivel

pedig a Dirichlet mag megfelel§ linedris helyettesités utan a diszkrét esetben

koncentraciot mutat tetszéleges k/q pontban — konkrétan a D, (¢x), ahol £k = 1

mod ¢ — minden p > 1-re de p = 1-re mar nem, ebbdl és méas heurisztikus

meggondolésokbol és szamitasokbol a szerzék a kovetkezé sejtésre jutottak.

25. Sejtés (Anderson, Ash, Jones, Rider, Saffari, [3]). ¢; = 0.
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II. AZ ELVEGZETT VIZSGALATOK LEIRASA, FELDOLGOZAS MODSZEREI,
FORRASOK FELTARASA ES FELHASZNALASA

II.1. Vizsgalatok, moédszerek. A disszertacié 1. Fejezetében a komplex
stk geometridjanak a megértésén, pontos analitikus kezelésén mulik az elért
eredmények élessége. Itt a klasszikusan méar ismert analitikus modszereket (pl.
a Turan féle vagy a Csebisev-lemman keresztiil) ugy kellett szamitasainkban
nyomon kovetni, hogy a szamitasok eredménye a lehetd legpontosabb ered-
ményt adja. Az, hogy a geometridt hasznalni kell, nem 4j: Eréd Janos méar
nagyon jo gondolatokkal megkezdte ezt az irdnyt, pl. jol felismerte a gorbii-
let szerepét, kihasznéalhatosagat a kérdésben [20]. De nem minden konvex test
hatargorbéjének pozitiv a gorbiilete: erre az esetre is meg kellett talalni azt az
optimalis halmazt, amelyre alkalmazva a Csebisev-lemmat, nagysagrendi vesz-
teség nélkiili pontos eredményt kaphatunk. Itt a maximum-pontban meghizott
normalis iranyta egyenesen szamolva is méar megjavitottuk a kordbban ismert
V/n-es eredményt n??-ra; de végiil a normaélisnak egy kis elforditasa (Halasz
Gébor észrevétele) adta meg a helyes n-es nagyséagrend elérését.

A fejezet masik lényeges eredménye annak tisztazasa, hogy a gorbiiletet mi-
lyen mértékben lehet kihasznélni. Itt Blaschke gurulo kor tételének egy messze-
mend élesitését tudtuk bevetni: Strantzen tétele [12] arrdl szol, hogy elegendd,
ha a gorbiilet majdnem minden hatargorbe-pontban adott kg > 0 felett marad.
Ezt a korantsem trivialis 1989-es geometriai tételt nem csak felhasznéaltuk, de
be is bizonyitottuk, mégpedig egy 1j, bizonyos értelemben sokkal tébbet mondd
uton. Modszerlink a "kor sokszogesitése": a Blaschke tétel diszkrét valtozatat
bizonyitottuk be tgy, hogy a folytonos gorbiilet helyett csak azt tessziik fel,
hogy a hatargorbe-pontbeli kiils6 normalis egységvektorok a gorbén valamely
fix 7 > 0 hosszt ut megtétele utan mindig legalabb (legfeljebb) valamely adott
¢ szoggel fordulnak el. Ekkor a beirt illetve koréirt kor helyett lényegében sza-
balyos n-szogeket kaptunk. Ez pontosan azért nem megy: kicsit csonkolni vagy
megnagyobbitani is kellett az n-szogeket — minden esetre a 7 — 0 esetben, ha a
hatargorbének legalabb (legfeljebb) fix k( gorbiilete van, megkapjuk a sokszo-
gek limeszeként Blaschke R = 1/kq sugari koreit. Es ezt megkapjuk a koréirt
esetben a Strantzen féle erésebb verzioban, a csak majdnem minden pontra
feltett gorbiileti feltevés mellett is!

A 2. Fejezetben is szerepet jatszik a geometria, pontosabban olyan geo-
metriai jellegd tulajdonsdgok, mint a pakolas, parkettézas, Fourier-analitikus
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leirésa, kezelése. Ezeket jorészt az irodalombol vettiik (beleértve tarsszerzom,
Kolountzakis kordbbi eredményeit). De itt talan fontosabb az dltaldnositds:
a korabban ismert lényegében egyetlen olyan tételt — Aresztov és Berdysheva
tételét [5] — amely az euklideszi térben konvex halmazok egy osztalyara is meg-
adja az extremalis értéket, mi tobb iranyban is messzemendGen altalanositottuk,
észrevéve, melyek azok az analitikus, strukturalis tulajdonsagok, amelyek az
eredményhez elegendGek.

Az egyik ilyen ut a spektralitds felhasznalasa. A masik észrevétel az, hogy
nem feltétleniil sziikséges a konvexitas, ehelyett az {2 alaphalmaznak a H — H
differenciaként valo elGallitasa is megteszi. A parkettazasnal pedig az eltolési
racs, vagy altalanosabban, eltolas-halmaz egyenletes aszimptotikus felsd siri-
sége méri a parkettézas méretét: és ezen keresztiil akkor is lehet becslést adni,
ha parkettazas nincs is, csak pakolds. Ha van strtség ...

A Turan kostansnak a pakolasra vonatkozo feltevés melletti becslését tehat
akkor tudtuk elvégezni, ha a A eltolas-halmaznak az (egyenletes aszimptotikus
felss) strdsége egy pozitiv p > 0 érték volt: ekkor a becsléseink 7(2) < 1/p
tipustiak voltak. Felmeriilt a kérdés, hol, milyen altalanossagban lehet ezt a
fajta strtdséget megragadni? A 2. Fejezet legaltalanosabb eredményéhez azon
az aton jutottunk, hogy egy, mind a probléméban jelenlévs Fourier-analizis (pl.:
pozitiv definitség, stb.), mind a targyalt strukturalis tulajdonsagok szempont-
jabol termeészetes és eléggé messzemend altalanossédgba, a lokalisan kompakt
Abel-csoportokra (LCA csoportokra) terjesztettiik ki a fenti striség-fogalmat.

A kiterjesztés nem trividlis, hiszen — most a sorozatok, diszkrét halmazok
szamossag-mérték szerinti strtségére szoritkozva — a klasszikus definicio igy
néz ki:

(23) D-(A) := limsup Pk #(|A ;‘ (K +2)
r—00 r

ahol K mondjuk az egységgomb, vagy az egységkocka. Méarmost egy G LCA
csoporton nincsenek ilyen univerzalis halmazok, amelyeknek nagyitasaval le-
fedhets a tér (ha a tér nem metrizdlhato, mint altaldnos esetben, akkor ugye
gdmb sincsen); nincsen dilatacio, nagyitas sem, legfeljebb meg lehet probélni
ezt a K + K + K stb. Osszegekkel potolni, de akkor sem tudunk kijonni a (K)
részcsoportbol, ami tipikusan nem adja ki a teljes G-t; széval a definicié majd
minden fogalma hasznélhatatlannak tiinik ebben az altalanossagban.

[tt nyomravezeténk egy ismert lemma volt, ami valamiképpen azt ragadja
meg, hogy egy V' Borel-halmaz elég nagy. Egy LCA csoportban az igaz, hogy
tetsz6leges C' € G kompakt halmazhoz és € > 0-hoz van olyan kompakt le-
zarast V Borel-halmaz, hogy a p Haar-mértékkel u(V + C) < (14+e)u(V). A
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lim, o, 7K helyett tehat nem r — oo-nel, hanem tetszéleges C' € G-vel fogjuk
"mérni" azt, hogy a keresett V' halmazunk elég nagy legyen: azt pedig, hogy
p(V+C) < (14 e)u(V) legyen, ugy "épitjiik be" a definicioba, hogy a neve-
z6ben az |rK |-nak megfelels p(V) helyett eleve u(C + V)-t irunk, ami akkor,
ha V nem elég nagy, a C' jelenléte miatt tigyis sokkal nagyobb lesz, mint lennie
kéne. No és ha egyszer V amigy is tetsz6leges Borel halmaz, akkor persze a
sajat eltoltjai is ugyanolyan jok — méar ameddig eltolds-invarians p mértékkel
dolgozunk —, tehat nincs sziikség az rK + x-ben szereplé eltolasra sem ... Igy
konstrualhaté meg a kovetkezd stirtiség-definicio:

— ANV
(24) D#(A) := inf sup #ANV) :
CeGyep, W(C +V)
Lehet, hogy ez megleps — és meglepGen egyszertien van felirva — de jol miikodik,
a klasszikus esetben visszaadja a szokasos sirtiséget, rendelkezik a szokasos
tulajdonsagokkal, és egészen jol kezelhetd.

A 3. Fejezet modszerei kifejezetten megmaradnak a klasszikus Fourier-analizis
korében — azon beliil viszont elég sok mindent hasznalnak. A kulcs gondolat [3]
konstrukciojanak kiterjesztése: a (21) formuldban hasznéaljunk D,,(qzx) helyett
egy 0-ban D,,-hez hasonl6an koncentral6do, de nagyon hézagos T' polinomot, és
akkor a T' spektruméban 1év6é nagy hézagok még azt is megengedik, hogy eléje
D,,(x) helyett egy egész sor D,-et Gsszeszorozzunk, azért ugy, hogy idempo-
tens is maradjon a szorzat, és a G, racson mégis D, (k/q) helyett ennek valami
nagyobb hatvinya szerepeljen: azaz legyen a tekintett fliggvényiink

(25) R(z) := D,(z) 1:[ D.((¢" + 1)z).
/=1

Mivel az S(x) := R(z)T (qx) szorzatban most is a 0-ban koncentral6dé maso-
dik tényez6 gx helyen felvett értéke szerepel, ez is olyan hatéssal lesz, mintha
% 25:1 0j/4-val szoroznénk, azaz a G, racsra fogja visszavezetni a koncentracios
feladatot. Mérpedig a G, rdcson az R-ben 1év6 szorzat éppen tgy viselkedik,
mintha DZI-et tekintenénk. Ebbél pedig méris vilagos, hogy ha mindez megy,
akkor elég D,-nek a récson az Lp exponensre vett koncentracioja, és maris p-
koncentriciot kaptunk: azaz az eddig tudott p > 1 helyett minden p > 0O-ra
lesz koncentracio.

Ez egy jo alapotlet, technikailag minden 1épése kivitelezhets, csak egy baj
van vele: nem vildgos, van-e a keresett, O-ban koncentralodo és tetszdlegesen
nagy el6irt hézagokkal rendelkezd idempotens T polinom?
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Minden esetre p = 2-re biztosan nincsen. Ugyanis ha f spektrumaban a
hézagok meghaladjak N-et, akkor minden 1/N-nél hosszabb I szakaszon az
f négyzetintegralja az L? norméjinak konstansszor az |I|-vel aranyos részét
fogja tartalmazni: a hézaggal forditottan aranyos hosszisagi szakaszokon az
L? norma mar egyenletesen "szétkensdik". Ez Wiener és pontosabb forméban
Ingham tétele. Tehét nem lehet a 0 koriil a norma (1 — €) része, ha a 0 koriili
intervallum rovid.

Tobbeket megkérdeztem 2005-2006-ban arr6l, hogy hallott-e, olvasott-e i-
lyesmit, tud-e véalaszt arra, hogy ilyen idempotens polinom létezik vagy sem?
Elsére T. Tao is azt mondta: "Such animal does not exist!". Meggy&ztem,
hogy azért érdemes megvizsgalni a kérdést ... Tiz nap mulva pedig adott [45]
egy valoban jo oOtletet arra, hogyan is lehetne megkonstrualni egy ilyen héza-
gos, 0-ban koncentralédo polinomot? Otletének lényege, hogy olyan kétvdltozds
f(x,y) idempotenst keressiink, amelynek az egyik véltozo szerinti integrélja,
F(z) == [p|f(z,y)[Pdy, mint a masik, z véiltozo fiiggvénye, a O-ban, avagy
annak tetszdlegesen el6irt kis (—d,0) kornyezetében, szigori maximum hel-
lyel bir. (Tao azzal nem foglalkozott, hogyan lehet ilyen f-et taldlni...) Ha
ilyent talalunk, akkor nagy N-re 'Y méar erdsen koncentralodni fog a (—d, 6)-
ban, ugyanakkor a kétvaltozos f idempotensbdl alkalmas szintén nagy M-mel
a g(z) = gvm(z) = Hszl f(x, M*z) Riesz-szorzatot képezve, mind a héza-
gossag, mind az [, [g|P ~ [; /¥ kozelités fenn fog allni, (mind I = (—46, ), mind
I = T mellett), azaz g alkalmasan nagy N-re és M-re szolgéltatja a megfelels
T-t.

Vegyiik észre, hogy ez a konstrukci;’) p = 2-re nem mikodhet: a Parseval
formula miatt [ ‘Z;n:l e(n;x + mjy)‘ dy = Y77 le(n;z)|* = m, tehat konst-
ans, fliggetleniil z-t6l. Mégis, a modszer keresztiilvihets, ha p #£ 2 - csak éppen
nem vildgos, milyen f polinommal? Hoénapokig kerestiink, mig talaltunk egy
egész szép megoldast: f(x,y) = 1 + e(y) + e(x + 2y) marginélis integralja
szigortian monoton [0, 1/2]-en, ha p # 2, és a monotonités irdnya csokkend, ha
p > 2, azaz akkor a O-ban van szigori maximum-hely. (A marginalis integral
f(=x,—y) = f(z,y) miatt z-nek paros fliggvénye, ezért elegends a [0,1/2]
szakaszt tekinteni.) De hat p > 2-re mar |15], s6t utdna minden p > l-re
[3] elintézte a koncentracio létezését, és az f polinomunk margindlis integralja
p < 2-re éppenhogy minimumot vesz fel 0-ban, mig a maximuma 1/2-ben van.

Sokaig nagy erdvel kerestiik a p < 2-re 0-ban koncentral6dé polinomot, mig-
nem rajottiink, hogy ez igazéan folosleges: valojaban sokkal jobban jarunk azzal,
ha a polinomunk marginélis integralja 1/2-ben koncentralodik! Nézziik, miért
is?
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A "Dirac delta" jellegd D, (x) illetve a 0-ban koncentralodd T'(x) szerepe
az, hogy a tovabbi R(x) idempotens polinom D, (qz)-szel ill. T(qx)-szel valo
beszorzasa ugy viselkedjen, mintha a % 1105/
folytonos koncentracio kérdését a diszkrét G, racson vett koncentraciora "fordit-

mértékkel szoroznank, azaz a

suk le". Ttt — esetleg egy © — fx helyettesitést is felhasznalva — lényegében azt
kell nézziik, hogy a G, racson az 1/q helyen felvett fiiggvényérték kiteheti-e a
teljes fiiggvény-érték pozitiv szazalékat, azaz a kovetkez6t tekintjiik.

26. Definici6. Ha g € N, akkor jeldlje
)]

26 ot ‘= su ,
26) 0= T (7
és

(27) cﬁ) = h(?lglf cf?(q).

Ha azonban olyan T'(x)-iink van, amely 1/2-ben koncentralodik, akkor ugyan-
ez a gondolatmenet a T'(qx) =~ %Zg’:l d(2j+1)/(2q) meggondolason keresztiil a
kovetkez6, az eltolt Gy := Gy + 2—1q racson valo koncentracio kérdésére vezet.

27. Definici6é. Ha g € N, akkor jelolje

1
(28) c,(q) == sup 2
Py \ (% )\
és
(29) c = li;riioglf cy(q).

Mérmost vegyiik észre, hogy (26)-ban a nevezében ott van a kellemetlen R(0):
ugye ez minden pozitiv definit fiiggvényre majorélja a tetszéleges més pontbeli
fliggvényértékeket, tehat R(1/q) csak kisebb lehet, rdadasul a (25) tipust szor-
zatokkal, ha L-et nagynak vessziik — amire sziikségiink lehet a tobbi, R(1/¢)-nal
kisebb fligvényértékek tetszéleges e szazaléknal kisebbé tétele, "lenyelése" ér-
dekében — akkor persze R(1/q) is kezd eltorpiilni R(0) mellett. Itt tehat egy
finom egyenstlyozésra kényszeriiliink, és az optimum semmiképpen sem lehet
jobb, mint 1/3 (mivel R(1/q) a szamlaloban is és nevezdben is szerepel, az
ugyankkora R(—1/q) és a még nagyobb R(0) pedig csak a nevezében).
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De az eltolt G} racson ilyen akadalyba nem iitkoziink, ott egy, a (25)-hoz
hasonléan szerkesztett

L-1

R(z) := Dy(z) | [ D (((29)' + 1)z)

=1

szorzatban lehet R(1/q) a maximalis abszolut értékd tag, és a (28) hanyados
L j6 nagynak vélasztésa mellett megkozelitheti akar az 1/2-et is. Itt az E
halmagzra feltett szimmetrikussagnak és | R| parossaganak megfelelGen a diszkrét
koncentracié duplédja felel meg a folytonos, T-n vett koncentracionak, tehat
ez azt jelenti, hogy a 0-ban koncentrédlodoé D,-nel vagy T-vel soha nem lehet
elérni a maximalis koncentraciot, de 1/2-ben koncentrdlodo T-vel elvileg erre
is lehetGség nyilik.

Ez tehat megforditotta a keresés iranyat: most mar a p < 2 esettel lehettiink
elégedettek és p > 2-re kerestiink 1/2-ben koncentralodd T-t. Csakhogy itt
aztan tjabb akadélyba iitkozik az ember: a Hardy-Littlewood féle majorans
probléméba. Ez is 1ényegében a Parseval formulan mulik, meg némi kombina-
torikus szdmolason, de minden esetre kozismert, hogy ha p € 2N, akkor |g| < h
esetén [ ]g|? < [; |hP. Ha tehat, mint fentebb,

Mw

(30) e(njxz +my;y),

Jj=1

ahol csak annyit kell feltegyiink, hogy (0 <)m; < --- < mg, akkor az x = 0
helyen és az x = 1/2 helyen Osszehasonlitva az értékeket, azt kapjuk, hogy
g(y) := f(1/2,y) fiiggvényt majoralja a h(y) := f(0,y) fiiggvény, azaz F(1/2)
< F(0), valahanyszor p € 2N. Tehat p € 2N-re nem megy a szandékolt
gondolatmenet, és kénytelenek vagyunk a 0-ban koncentralodo T-vel dolgozni:
ebbdl pedig maximalis koncentraciot nem fogunk kihozni. (Késébb ki is dertilt,
hogy nem is lehet, mert co, < 1/2, tetszoleges k € N-re.)

A 2 < p # 2N eset még érdekesebb. Ilyen p-re van ellenpélda a Hardy-
Littlewood majorans kérdésben |10, 9], de a kérdésiink ennél "kicsit" tovabb
megy: nekiink idempotens ellenpélda kell. Ilyen mondjuk p = 3-ra Hardytol és
Littlewoodtol [30] ismeretes volt: 1+e(y)+e(3y), s ennek alapjan Montgomery
|38, p.144] felvetette, hogy kell lennie éltalaban is, de erre a sejtésre munkank
idején még senki nem kozolt megoldast. Gerd Mockenhaupt habilitacios té-
zisében szerepel ugyan az allitas, abban a formaban, hogy 2k — 2 < p < 2k-ra
1+e(y)Exe((k+1)y) volna az ellenpélda, de a bizonyités eleve csak 2 < p < 4-re
szoritkozik, és ott is egy olyan irodalmi hivatkozés felhasznalédsaval, ami valami
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félreértés lehet, mert a jelzett helyen nem taldlhato az idézett erds egyenlét-
lenség. Irtunk Mockenhauptnak, s kideriilt, épp akkorra - jo tiz évvel a hibas
korabbi okoskodés utan! — W. Schlaggal kozosen talaltak megoldést a Montgo-
mery sejtésre, ha nem is az eredetileg sejtett forméaban. Megoldasuk lényege,
hogy nem harom, hanem 4 tagi idempotens polinomot keresnek, de szorzat
alakban, t.i. (14 e;)(1 £ e;j41) alakban, ami jobban kezelheté szamitasi szem-
pontbol. Innen nekiink mar "csak" kétvaltozora kellett atdolgozni a példat, és
eld is allt a Riesz szorzatos konstrukciéhoz kivant alappolinom, mint

(31) f(z,y) = 1+ ex)er(y)) (1 + er(x)err1(y)),

ahol p/2 # N és k > p/2 péaratlan egész.

Ezzel a konstrukcioval tehat el lehet érni, hogy ha p # 2N, akkor (nyilt hal-
mazokra) akir maximalis koncentraciot is bizonyitsunk: ha p € 2N, akkor a
0-ban koncentralodd T-vel kell dolgoznunk, és ebben az esetben finom analiti-
kus, aszimptotikus szamitasokkal néhany % pontossaggal tudtuk megbecsiilni
Co értékét.

Nehezebb a mérheté halmazokra vonatkozd koncentracid kérdése. Itt els-
fordulhat, hogy egyetlen racspont sem tartozik E-hez, tehat az sem magatol
értetdds, milyen racionalis pontokat is tudunk hasznalni a koncentréciohoz?
Elgszor is tehat inhomogén diofantoszi approximacioval dolgozunk, hogy FE-
nek valamely alkalmas & stirtiségi pontjahoz viszonylag kozel talaljunk meg egy
(2k + 1)/(2q) alakt racspontot. Altalaban erre nagyjabol 1/¢? nagysagrend
biztosithato, tehat a racspont korili kis intervallumunknak, ahol E pontjait
viszonylag siriin talaljuk, szintén legalabb 1/¢* nagységtinak kell lennie. A
folytonos-diszkrét dtmenethez itt tehat méar nem szoritkozhatunk tetszélegesen
kis 0 sugara kornyezetre, hanem meg van hatarozva a mozgasteriink. Ennek
kovetkeztében uralnunk kell valahogyan, hogy az altalanos racspontok ilyen
kornyezetében az R idempotens polinomunk nagyjabol a réacspontban felvett
értéke koriil maradjon: magyaran a fokszamot korlatozva és Bernstein- illetve
Marczinkievicz-Zygmund egyenl6tlenségekkel dolgozva érhetiink el eredményt.
Ehhez a (25) jellegt szorzatokban maximum két tényez6t engedhetiink meg:
innen adédnak a mérheté halmazokra gyengébb eredmények. Hogy egyaltalan
azokat elérhessiik, a kovetkezG technikai lemma kidolgozaséara is sziikségiink
volt.

28. Allitas. Legyen p > 2. Tetszbleges € > 0-hoz léteznek 69 > 0 ésn > 0
gy, hogy minden 6 < 0y és N € N mellett, ha E mérhetd halmaz és kielégiti
az |EN[=6,0]| > 2(1 —n)d feltételt, akkor van olyan T idempotens amelynek
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hézagai nagyobbak, mint N és amelyre

1
/ TP > (1—e) / P,
EN[-6,6] 0

Legyen p > 0 gy, hogy p nem pdros egész. Ekkor tetszdleges € > 0-hoz létexik
do > 0 ésn > 0 dgy, hogy minden § < 6y és N € N mellett, ha E egy olyan
mérhetd halmaz, amely kielégiti a |EN[L =0, 3+6]| > 2(1—n)d feltételt, akkor
létezik olyan T' idempotens, amelynek hézagai nagyobbak, mint N, és amelyre

1
/ TP > (1) / P,
EN[3—6,5+9] 0

Hogy mégis fel tudunk menni maximéalis koncentraciora, az egy kétlépéses
"keriil6uton" keresztiil torténik. Egyfelsl, ha nem ragaszkodunk az idempo-
tens polinomokhoz, hanem pozitiv definit polinomokat tekintiink, akkor kon-
nyebb dolgunk van: pl. D, tetsz6leges nagy hatvanya pozitiv definit, ha nem
is idempotens tobbé. Itt tehat nem kell a fokszamot veszélyesen megndéveljiik,
mindossze Lq fokszémmal mar nagy hatvinyhoz érkezhetiink (illetve levetit-
hetjiik a réacson felvett értékek megérzése mellett a polinomunkat a max. 2¢g
foku polinomok terére is: ez a lépés ismét nem feltétleniil 6rzi meg az idem-
potens tulajdonsigot, de a pozitiv definit tulajdonsagot igen.) Ezen az aton
bizonyithaté6 maximalis koncentracio p # 2N kitevSkre a pozitiv definit poli-
nomok korében. A kdvetkez6 1épés a jol koncentralodd pozitiv definit polino-
munk 0 — 1 egyiitthatos megkozelitése, szimulacioja, ami p > 2 esetén Salem
¢és Zygmund nyomén sztenderd modszernek tekinthetd (mi konkrétan Burkhol-
der egy martingal egyenlGtlenségét is felhasznaljuk, de ekvivalensen leirhato
volna a gondolatmenet "elemien" is.) Végiil olyan R(x)-eket tekintiink, ame-
lyek Q(2)Q((2q + 1)x) alakt szorzatok, és @ 2p kitevére koncentralodik jol:
ezzel és Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséggel még egy 2p — p redukciot is el
tudunk végezni, azaz a fenti valoszintségi konstrukcié eredményeit p > 1-ig
hasznélni tudjuk. Ugyanezen oknél fogva, egyre gyengiilé becslésekkel, de még
a p > 1/2 kitevskre is pozitiv koncentréacio érhetd el.

Ezzel elmondottuk, milyen médszerrel cafolhaté meg a 25. Sejtés. Valojaban
most a forditottja a kérdés: ha egyszer ¢; = 1, s6t ¢, = 1 minden 0 < p < 2
mellett is, akkor igaz-e vajon ugyanez 7,-re is? A fentiekben vazolt gondol-
atmenetet kissé megvarialva — Cauchy-Schwarz helyett Holder egyenlGtlenség,
Q(x)Q((2q + 1)x) helyett kiillonbozs kitevSkre jol koncentralodd Q1 és Qo
segitségével felépitett szorzat — ~; értékére egészen jo als6 becslést lehet ki-
dolgozni, de az 1 érték azért ilyen titon nem érhetd el.
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Ugyanakkor felmeriil a kérdés, hogy a diszkrét esetben, Z,-ban — amit segéd-
eszkozként felhasznaltunk T-re is — 6nmagaban van-e (g-ban egyenletes) kon-
centracié pl. p = 1-re? A fenti modszerben "csaltunk", ami a racsot illeti,
hiszen ott megkiilonbozhetetlen faktorokkal tulajdonképpen D, egy nagy hat-
vanyat vettiik: ez akkor, ha az egész tertink csak maga a Z, réacs, és tovabbra is
idempotenseket akarunk tekinteni, ki van zarva! Es valoban, az deriil ki, hogy
a 25. Sejtés diszkrét esetre igazolhatdo Green és Konjagin egy eredményének
[29] felhasznalaséval. Ez egyszerre mutatja, hogy modszereink hogyan kertilték
meg a varhato korlatokat, és persze azt is, hogy Anderson et al. sejtése valahol
nem volt teljesen megalapozatlan.

I1.2. Forrasok feltarasa. Errdl a kérdésrsl matematikus munkakban altala-
ban nem sok szoét lehet ejteni, mert eléggé sztenderd gyakorlata van annak,
ahogyan a jol ismert adatbazisokban az adott kérdés el6zményei felderithetGek.
Esetiinkben azonban volt néhény emlitésre méltod dolog.

Az 1. Fejezet témajaban az irodalomban szinte teljesen megfeledkeztek Eréd
Janos |20] dolgozatarol, pontosabban annak a tartalmasabb részérdl, melyben a
komplex sik tartomanyaira vizsgélta a forditott Markov tipusi egyenlétlenségek
kérdését. Cikkét sokan idézték, de kizarolag az intervallum esetére vonatkozo
konstans pontos kiszamitasaval kapcsolatban, igy az olvas6 — elGszor én is —
automatikusan tgy tekinthette, hogy ez a cikk ennyir6l szol. Annal nagyobb
meglepetéssel jart szamomra, amikor végiil elolvastam rendesen a cikket, s meg-
talaltam benne az eredmények és gondolatok egészen értékes tarhazat! Ugy
latszik, Er6d még nem tudott sem a Lebesgue-integralrol, sem Blaschke téte-
leir6l, mégis nagyon komoly lépéseket tett afelé, hogy a komplex sik dltalanos
tartomanyaira is tisztdzodjon a valos nagysagrend kérdése. Sajat munkam sok
szempontbol az ovének a folytatasa volt, kiilondsen a gorbiilet szerepét vizsgélod
[52] cikkben. Hogy a magyar nyelven, a habort arnyékdban irott munkaja men-
nyire nem avult el, azt az is mutatja, hogy — héla Boriszlav Bojanovnak! — 7
évtized utan a cikk angol nyelvi teljes forditasa is megjelenhetett az East J.
Approx. archiv szekcidjaban [20].

Er6d Janosnak ez az egyetlen matematikai munkéja. Izgatott a kérdés, hogy
miért nem irt tébbet, mivel foglalkozott, mi lett a személyes sorsa? Nem kony-
nyen, és nem hétkoznapi torténetre bukkantam, ami persze inkabb a matema-
tika torténet (és altalaban, borzalmas XX. szazadi torténelmiink) teriiletére
vezet, 1d. [54].

A 2. Fejezetben feldolgozott in. Turan féle probléma is szdmos irodalmi
meglepetéssel jart. Lényegében az deriilt ki, hogy a 70-es években Sztec-
skin utdn Turan problémaéanak elnevezett kérdés minden verzidjat, sokszor mér
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altaldnosabb keretek kozott is, klasszikus szerzdék joval korabban felvetették,
vizsgaltak mar. Itt [11], [24], és kiilonosen [43] el6zték meg Turant és Sztecskint,
lefedve tobb késébb tdjra felfedezett eredményt. Soha nem folosleges az iroda-
lom alaposabb felkutatasa! Emellett rendkiviil értékes tobblet-informéciokat
kaptam élgszoban is mind konkrét tényeket (pl. hogy Zp((—h,h)) > h, ha
h # 1/n), mind a fellelhets irodalmi elézményeket tekintve. Ezek nélkiil az
utbaigazitasok nélkiil aligha jutok el az irodalom ilyen szintd feldolgozasara.

Ugyanakkor itt is hasznos volt a téméhoz kapcsolodo tovabbi kutatasok "élg",
még publikalas el6tti ismerete, mint pl. a Fuglede sejtés cafolataval kapcsolat-
ban, mivel ez jelentds 10kést adott abba az iranyba, hogy spektrélis halmazokat
is vizsgaljunk meg (ha egyszer mégsem biztos, hogy egy spektralis halmaz par-
kettaz és viszont).

A 3. Fejezet irodalmi héttere is tartogatott izgalmakat. A téméban legje-
lentGsebbnek mondhato [3] cikk sokaig csak Comptes Rendus kivonatban léte-
zett 2], s ez nem volt véletlen, mert a szerzék a bonyolult cikk lényeges hibait
kellett kijavitsak a végss megjelentetéshez. Az egyik szerzé honlapjan talalhato
korabbi cikk valtozattal kapcsolatban én magam is kétségbeesetten jeleztem a
szerzéknek, hogy lényeges hiba van a gondolatmenetben. Szerencsére végiil a
cikkiik elkésziilt — koriilbeliil mire mi magunk is elkésziiltiink Aline Bonamival.

Hasonlo6 izgalmakkal jart a Hardy-Littlewood féle majorans probléma, pon-
tosabban az ezzel kapcsolatos Montgomery sejtés allasanak felderitése is. Az
évtizede a koztudatba bedobott [36], de hibas megoldas utan munkénk befe-
jez6 szakaszaban kaptuk az els6 kézbdl szarmazo informaciot a megoldésrol
(ami még maig sem jelent meg, csak preprintben [37]). Mint fentebb irtuk, ez
lényeges tampontja volt a mi konstrukcionknak is.

Ha ebbdl tanulsagot lehet levonni, akkor az csak az lehet, hogy feltétleniil
fontos az irodalom, a klasszikus szerzék, egyaltalan, a barhol, barki altal hivat-
kozott, jelzett munkéak figyelmes dtolvasasa, nem szabad elsiklani semmi felett:
ugyanakkor az "él6", személyes informaciok sem nélkiilozhetGek egy komolyabb
kérdés hatterének, el6zményeinek sikeres felderitéséhez.
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I11. UJ TUDOMANYOS EREDMENYEK ES AZOK HASZNOSITASI
LEHETOSEGE™

III.1. Forditott Markov egyenlStlenségek a komplex sikon. E korben
a legfontosabb eredményiink talan a kovetkezs.

1.1.12. Tétel (Halasz és Révész). Legyen K C C tetszdleges konvex
tartomdny, amelynek w(K) a minimdlis szélessége és d(K) az dtmérdje. Akkor
minden p € P, (K) esetén

/
% > C(K)n ahol C'(K) = 0.0003
p

w(K)
d*(K)

(32)

Hogy ez valoéban a helyes nagysagrendet adja meg, s6t abszolut (igaz, kétmil-
lios) konstans szorzotol eltekintve még a konstansnak a geometriai paraméterek-
t61 valo fliggésében is pontos, az kovetkezik az alabbi forditott iranya tételbdl.

1.1.13. Tétel. Legyen K C C kompakt, dsszefiiggd halmaz d dtmérdvel és
w minimdlis szélességgel. Ekkor minden n > ng(K) := 2(d/16w)?log(d/16w)
mellett létezik olyan p € P,(K) pontosan n foki polinom, amelyre
w(K)

(33) Il < C'(K) n|lpll  ahol  C'(K) = 600 2K

Jegyezziik meg, hogy ez a megforditasi tétel nem csak konvex tartomanyo-
krol sz6l, hanem sokkal altalanosabban is, azaz azt mondhatjuk, hogy a konvex
tartomanyoknél az M, (K) inverz Markov-faktor a lehet legnagyobb nagysé-
grendet éri el. Mint lattuk, ez pl. nem igy torténik az I intervallumnal, mivel
ott a nagysagrend csak /n. (De erre az esetre ez a megforditasi tétel sem
alkalmazhato w(/) = 0 miatt.)

A fenti tétel azonban egyes esetekben, amikor a konvex tartomanyunk hatar-
gorbéjének gorbiiletr6l pontosabb informacionk van, a konstans tekintetében
is tovabb pontosithato. Eréd Janos tételét altalanositva, a kovetkezot tudjuk
igazolni.

1.1.16. Tétel. Tegyiik fel, hogy a konvex K tartomdny I' = OK hatdrgor-
béjén az iwhossz mérték szerint majdnem mindeniitt létezd gorbilet majdnem
minden pontban legaldbb k. Akkor minden p € P,(K) esetén

K
(34) /) = Znlloll

“*Eredményeink elméleti matematikai jellegtiek, konkrét gyakorlati, ipari, mezSgazdasagi
stb. alkalmazéis nem motivélta a kutatasainkat. Ennek megfelelGen az eredmények alkalma-
zasa, felhasznalésa is alapvetGen az elméleti matematika egyes kapcsolodo teriiletein varhato.
Az altalunk latott illetve vart alkalmazasi lehetGségekre az egyes témak targyaldsa soran
igyekeztiink ramutatni.
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E targyban elért eredményeinknek az approximécidéelméletben lehet felhasz-
nalasa. Mivel az eredmények nagyon altalanosak, sok olyan esetre, tartoményra
is kiszamithatova valtak a forditott Markov konstansok, amelyekre eddig nem
ismertiik még a helyes nagysagrendet sem. Pl a fenti 1.1.16 Tétellel kis-
zamithaté nemcsak a mar Erdd J. altal megoldott ellipszis, de pl. a

B :i={(z,y) : [z["+[yl" <1}, TP:=0B" ={(z,y) : |z[" + [y|" =1}
(¢, egységgomb, illetve az ennck affin képeként adodo 0 < b < 1 parameéterd
"{,-ellipszis",

By = {(z,y) : [zl +|y/0f" <1}, Ty =08y ={(z,y) : =" + |y/b]’ = 1}

tartomanyok pontos M,,(K) konstansa is, Id. a diszertdcioban.

I11.2. Pozitiv definit fiiggvényekre vonatkoz6é Turan féle extremalis
probléma. Mint emlitettiik, tekinthetéek a kdvetkezd fiigvényosztalyok is.

(35) F1(Q) = {f € L'(G) : suppf CQ, fpozitiv definit } :
(36) Fe () := {f c L'(G)NC(G) : suppf CQ, fpozitiv definit } :
(37) Fe(Q2) = {f c LY(G) : suppf ccCQ, fpozitiv definit } ,

(38) F(Q2) := {f € C(G) : supp f CCQ, fpozitiv deﬁnit} :

Az Fi, Fg osztalyokban supp f csak zartnak van feltételezve, de nem feltét-
leniil kompakt; Fi, F. esetében az f fiiggvény lehet nem folytonos is.
A megfelel6 Turan konstansok:

(39) TM(Q) or T¥(Q) or T5(Q) or T () =

sup {M : f e Fi(Q) or Fg(2) or F.(2) or F(Q2), resp.}.

f(0)

Altalaban komplex értékd f : G — C fiiggvényeket kellene tekintsiink. De a
pozitiv definitas értelemezésébdl azonnal lathato, hogy az f konjugalt fiiggvény,
és gy még a o := Rf valos rész fliggvény is pozitiv definit, mikézben benne
maradnak ugyanabban az osztélyban. Ugyancsak teljesiil f(0) = ¢(0) és, lévén
pozitiv definit fliggvény tartoja szimmetrikus, [ f = [ ¢ is. Igy az, hogy valos
fiigvényekre szoritkozunk, nem valtoztat a Turdn konstans értékén.

Mindenek el6tt a kdvetkezdt igazoltuk §2.2.2-ben.



EXTREMALIS PROBLEMAK 25

2.1.12. Tétel (Kolountzakis-Révész). Tetszileges G LCA csoportban a
fenti Turan-konstans definiciok ekvivalensek:

(40) 730 (9) = TE(Q) = T4(Q) = Ta(Q) -

Fiirstenberg [23] egy S C G halmazt egy topologikus kommutativ (fél)cso-
portban szindetikus halmaznak nevez, ha van olyan kompakt K &€ G halmaz,
hogy barmely g € G elemre legyen k € K tugy, hogy gk € S; masszoval
topologikus csoportok esetén UpcxSk™! = G. Ezzel a fogalommal dolgozva
azutén 23, Proposition 3.19 (a)| kimondja, hogy ha S C Z pozitiv egyenletes
aszimptotikus felsg strdségd (Fiirstenberg szohasznalatéval: pozitiv Banach
stirtisegt), akkor S — S egy szindetikus halmaz.

A 2. Fejezet egyik novuma az egyenletes aszimptotikus felss strtség (e.a.f.s.)
altaldnos értelmezése LCA csoportokon. Mégpedig tetszéleges v mértékre nézve
értelmezziik ezt a strdség-fogalmat a kovetkezGképpen.

2.3.5. Definici6é. Legyen G egy LCA csoport és u := ug a Haar mértéke.
Jelolje a Borel halmazok o-algebrajat B, és ezen beliil a kompakt lezédrasa Borel-
mérhetd halmazokat By. Ha v egy masik mérték G-n a mérheté halmazok S
o-algebrajaval, akkor definidljuk a v mérték p-re vonatkozo e.a.tf.s.-ét mint

_ , v(V)
41 D v, = inf su T
(41) ip):= il s V)

Speciélisan, ha A C G Borel mérhet6 és v = u4 a p nyoma az A-n, akkor
= pANY)

42 D(A) := D(va; p) := inf .
(42) (A) = Dlvai ) == fnf, sup =7

Ha A C G tetszbleges (pl. diszkrét) halmaz és v := vy == D> 200 a A
szamossag-mértéke, akkor

mE #ANV)
(43) D" (A) := D(ya; pt) := 5ggﬁggom-

Azt, hogy a klasszikus fogalom valodi kiterjesztéséhez jutottunk, a kovetkezo
tétel mondja meg.

2.3.6. Tétel. Legyen K tetszdleges konvex test R%-ben és normalizdljuk
a Haar mértéket gy, hogy az megegyezzen Re-n a szokdsos | - | térfogattal
(Lebesgue mértékkel). Legyen v egy tetszdleges mérték a mérhetd halmazok S
o-algebrajaval. Akkor

(44) D(v;|-]) = Dg(v) -

Hasonlo dllitds érvényes Z%-re is.
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Az eredeti e.a.f.s. fogalomban az egyenletességnek az eltolasok szempont-
jabol volt jelentGsége: ehhez lényeges kiindulopont, hogy a viszonyitasi alap-
nak tekintett p mértékiink legyen eltolas-invarians. Azért nagyon természetes
LCA csoportokon dolgozni, mert ezen a strukttiran van lényegében egyértelmii
eltolas-invaridns p mérték, t.i. maga a Haar-mérték. Ezért rogzitjik a neve-
z6ben szerepls mértéket igy (bar elvileg tetszéleges mértékeket hasonlitgathat-
nank igy Ossze, csak az mar mas fogalom volna).

Az 1j fogalom altalanossagban is teljesiti a természetes elvarasainkat: mono-

ton v-ben, ha v = u, akkor az e.a.f.s. 1 lesz, az iires halmazé, vagy altalaban
a kis (véges, kompakt lezarasu stb.) halmazoké pedig 0. Teljesiil a szubadditi-
vitas is:
2.3.23. Lemma (szubadditivitas). Legyen vy = 2?21 v; mértékek egy
osszege gy, hogy minden mérték a mérhetd halmazok S o-algebrajan legyen
értelmezve. Ekkor D(vy, p) < D i D(v;, ). Specidlisan ez teljesiil egyetlen
megadot v mérték mellett akkor, ha Ay = Uj_jAj, S-mérhetd hamazok egy
diszjunkt 1inidja, és v; == v|a,, a v mérték megfeleld nyoma j = 0,1,... .k
mellett.

Ezt pl. fel kell hasznaljuk a Fiirstenbergtsl olvasott fenti propozicio LCA
csoportokra torténd kiterjesztéséhez is. Igazolni tudtuk a kdvetkezot.

2.3.16. Tétel. Legyen G eqy LCA csoport és tegyiik fel, hogy az S C G

halmaznak a szamossag mértékkel pozitiv, de véges az e.a.f.s.-e: D#(S) =

D(#|s; 1) > 0. Ekkor az S — S differencia-halmaz szindetikus.

A fenti e.a.f.s. fogalom az elvarhaté modon, jol kezeli a pakolasok, parket-
tazasok, fedések eltolds-halmazainak strtiségét is.

2.4.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy H € B és H+ A < G (H pakol G-ben a
A C G eltolas-halmazzal), azaz (H — H) N (A — A) C {0}. Ekkor A teljesiti,

hogy D" (A) < 1/u(H).

2.4.9. Allitas.  Tegyik fel, hogy H € By és hogy lefedi G-t a A C G
eltolds-halmazzal ("H + AN > G"), azaz H + A G p-magdnem minden pontjdt

tartalmazza. Fkkor szikségképpen b#(/\) > 1/u(H).

A tovabbiakban tehat hasznaljuk ezt az e.a.f.s. fogalmat!
Kompakt csoportokra nincs sziikség aszimptotikus fogalmakra és egyszertib-
ben megkapjuk a kivant becslést.
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2.6.1. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen G egy kompakt Abel csoport,
A C G, Q CG egy 0-ra szimmetrikus nyilt halmaz, és tegyik fel, hogy (A —
A) NQ C {0}, Legyen f € LYG) egy folytonos és pozitiv definit figguény,
amelynek a tartdja Q-ban helyezkedik el. Akkor

(45) /f d<o_l(m
G)/#A.

Mas széval, T(£2) <

Ha a csoport csak lokalisan kompakt, és tillépilink a klasszikus csoportok ke-
retein, akkor viszont lényeges szerepet kap az imént értelmezett e.a.f.s. fogalma.

2.6.4. Tétel. Legyen Q2 C G egy 0-ra szimmetrikus nyilt kb’myezete 0-nak
és N C G egy részhalmaz, amely Q-val teljesiti az QN (A —A) = {0} "pakoldsi

tipusu" feltételt. Ha p := D#(A) > 0, akkor T¢(2) < 1/p.

Modszereinkkel nem konvex, s6t nem 0Osszefiiges, "szétszort" halmazokra is
kaptunk tételeket. A kovetkez6 pl. azt mondja ki, hogy az intervallumok,
konvex halmazok pl. egy dimenzioban altaldban a leheté legnagyobb Turan-
konstansot adjak.

2.6.16. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen Q C R? egy véges m mér-
tekid 0-ra szammetrikus nyilt halmaz. Ekkor

(46) %mng%.

Legyen Q C Z% eqym elemi 0-ra szimmetrikus és azt tartalmazd halmaz. Ekkor
1

(47) %mngm; |

A disszertacioban sok példa, alkalmazas és konkrét eset kidolgozas szerepel.
Példaul "direktben" elég nehéznek, megkozelithetetlennek latszik a kovetkezd,
amit a A := bZ eltolési halmazzal a fentiekbdl azonnal megkaphatunk.

2.6.20. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 <b < a < 2b és legyen
Q= (—a,—b)U(=b,b)U (b, a).
Ekkor Tr(Q) = Tr(—b,b) = 0.
A spektrélis halmazok ezen szerkezeti tulajdonsagat is ki tudtuk hasznalni

a Turén-konstans becslésére. EISbb egy egyszeriibb esetet fogalmazunk meg,
amikor G' véges.

2.7.1. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen G egy véges Abel csoport,
QO HCG,QCH-—H, és H spektralis halmaz o T' C G spektrummal. Ekkor
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tetszdleges pozitiv definit fiigguényre G-n, amelynek tartoja Q2-ban van, fenndll
(48) > f@) < |H|f(0).
reG

Mas szoval T(Q2) < |H]|.

2.7.2. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen H korldtos, nyilt, spektrdlis
halmaz R-ben. Ekkor az Q = H — H szimmetrikus nyilt halmazra Tga(Q) =
|H].

Ez maga utan vonja Aresztov és Berdysheva idézett tételét. (Arrol, hogy
miért is, a részleteket 1d. a diszertacioban).
A pontonkénti Turan probléméra térve, vezessiik be a kovetkezs jeldlést.

(49) H(Q,2) ={keNy: kzeQ, —kz e Q}
2.9.1. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 € Q C R? tetszdleges nyilt
halmaz és z € QN (—Q). Ekkor

M(Q, 2) = %M(H(Q, 2)).

Legyen
(50) Z = Z(2) = {nz (mod T | n € Z}.
Ha #2Z = m akkor frjuk a kovetkezot:

(51) Hp(2,2) ={ke[2,m/2] : kze€Q, —kze€Q} =H(Q,2)N[2,m/2].
Tovabé, tetszéleges H C Z halmazra legyen
H(m):={ke[2,m/2] : 3h € H ugy, hogy £k=h (mod m)}.
2.9.4. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 € Q C T? tetszdleges nyilt
halmaz és z € QN (—=8). Ekkor a (9) extremdlis mennyiség csak a Z halmaztdl
figg.
Ha Z végtelen, akkor

1
(52) M (Q,z) = §M(H(Q, 2)).
Ha #2Z = m véges, akkor

(53) M@, 2) = S M (H(©,2)).

Eredményeinket sok konkrét probléméaban lehet alkalmazni. Lassunk néhany,
a fentiek alapjan kiszamithato esetet!
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2.9.8. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen 0 € Q0 egy szimetrikus nyilt
halmaz és z € Q. Ekkor az (8) extremdlis mennyiség a kovetkezdket teljesiti:

(i) Ha H(Q, z) = {n} akkor M(§2, z) = ﬁ
(ii) Ha H(S, z) = No \ {n}, akkor M(, z) = cos 3.
(iii) Ha H(, z) = (n,00) NNy, akkor M(, z) = 51 —.
n+2
(iv) Ha H(Q, z) = 2N + 1, akkor M(Q, z) = 2.
(v) Ha H(Q, z) = 2N, akkor M(§,z) = 7.
Az alédbbi, korabban kapott eredménytinket fel tudtuk hasznalni itt is.
2.9.10. Lemma. (lasd [51|). Legyen H C Ny tetszdleges. Ekkor

M(H)M(Ns \ H) = 2.

Valojaban ez megadja (ii)-t, ha (i) mér ismert; (iii) és a 2.9.7 Kovetkezmény,
illetve (iv) és (v) is hasonloan fiiggenek Ossze, noha az irodalomban ezek mas
uton lettek meghatarozva.

A megfelels Osszefliggésnek a 12. Problémaban valé megfogalmazéasahoz a
kovetkez6t rogzithetjiik.

2.9.11. Kovetkezmény (Kolountzakis-Révész). Tetszdleges 0 € Q C
R? nyilt halmazra és z € Q pontra

MO MO, 2) = 5.

ahol Q* barmilyen nyilt, szimmetrikus 0-t és z-t tartalmazo halmaz gy, hogy
benne van (No \ H(), 2))z is, de diszjunkt H (2, z)z-tdl.

2.9.13. Allitas (Kolountzakis-Révész). Tegyiik fel, hogy Q C (—%,%)d
eqy nyilt halmaz. Akkor
M(Q, z) < M*(Q, 2).
2.9.14. Kovetkezmény (Kolountzakis-Révész). Legyen Q C (—3,3)°
eqy szimmetrikus, konvexr halmaz. Akkor
M (Q, z) > w(]|z]]), ahol  w(t) := cos #

2.9.18. Tétel (Kolountzakis-Révész). Tetszileges korldtos nyilt Q C RY
halmazra és z € R pontra

lim M*(aQ), az) = M(Q, 2).

a—+0

2.9.23. Tétel (Kolountzakis-Révész). Legyen Q = (-1 1% e T¢. Akkor
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(i) ./\/l*((—%, %)d,z) =1 ha z ¢ Q°.

Tovibbd, ha z € Q¢, z = (%, . .,Iq’—j), ahol (pj,q;) =1, ¢j = 2%t; (s; € N),

t;€2N+1 (j=1,...,d) ésm:=[q,...,qa =2°t t € 2N+1, akkor vagy
(i) 1 < s =81 ="+ =s8q, €s akkor M*((—3,3)% z) = 5(1 + cos 2X), vagy
(iii) s = 0 vagy 3j, 1 < j < d amelyre s; < s és akkor M*((—3,5)%,2) = 1.

Mint emlitettiik, ezeknek az extremalis probléméaknak az additiv szamelmélet-
ben (egyenletes eloszlas, van der Corput halmazok [41]) van taldn a legkoz-
vetlenebb alkalmazésa, de pl. a Beurling primek eloszlaséval, pontosabban a
Beurling féle (-fiiggvény gyokeinek eloszlasaval kapcsolatban is felmeriil ezzel
Osszefliggs probléma, [67] - tobbet 1d. a disszertacioban. De kénnyen kideriilhet,
hogy munkank legjobban alkalmazhato "darabja" a 2.3.5 Definici6 lesz.

I11.3. Idempotens trigonometrikus polinomok koncentraciéja.

3.1.7. Tétel (Bonami-Révész). Minden 0 < p < oo esetén p-koncent-
racito van. Tovabbd, ha p nem pdros egész szam, akkor teljes koncentrdacio dll
fenn, azaz c, = 1. A pdros egészeket tekintve, co értékét (20) adja meg, tovdbba
0.495 < ¢4 < 1/2, és minden tovdbbi pdros egészre 0.483 < co < 1/2. Ezen
feliil, hacsak mem p = 2, ugyanezen a szinten van koncentrdacio tetszdlegesen
naqgy eldirt hézagok mellett 1s. Ugyanakkor p = 2-re tetszdleges nagy hézagok
eldirisa esetén a koncentrdcio szintje 0-ra csokken.

Mérhet6 halmazokra eredményeink épp olyan jok p > 1 mellett. Modszereink
hataraihoz érkezve, nyitott kérdésként hagyjuk meg azt, hogy van-e mérhetd
halmazokra is pozitiv koncentracio 0 < p < 1/2 esetén, illetve igaz-e teljes
koncentracio 0 < p < 1 mellett?

3.1.8. Tétel (Bonami-Révész). Minden 1/2 < p < oo esetén mérhetd
halmazokra is pozitiv p-koncentrdicio dll fenn. Ha p > 1 nem pdros egész, akkor
mérhetd halmazokra is teljes koncentrdcio van. Ha p = 2, akkor a mérhetd
halmazokra vonatkozo koncentracid szintje a (20) szerinti, p = 4-re 0.495 <
va < 1/2, és nagyobb pdros egészekre egyenletesen teljesil 0.483 < o <
1/2. Tovabbd hacsak nem p = 2, akkor ugyanaz a koncentrdacids szint elérhetd
tetszdlegesen nagy eldirt hézagok mellett 1s.

Amint a modszerekrdl szolo 2. Fejezetben elmondtuk, a konstrukcio kulcsa,
hogy el6bb specidlis pontokban, — 0-ban, és, ha lehet, 1/2-ben — konstruélunk
teljesen koncentralodo segéd-polinomokat nagy hézagokkal.

3.1.9. Allitas (Bonami-Révész). Minden p > 0-ra, p = 2 kivételével,
teljes p-koncentrdcio van tetszdleges nagy hézagokkal is a 0-ban. p = 2 esetén
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pozitiv koncentrdcio tetszdlegesen nagy hézagokkal semmilyen a € T pontban
nem lehetséges.

Vegyiik észre, hogy a Dirichlet magok legaldbbis p > 1-re teljesen kon-
centralodnak a 0-ban. Kisebb p-re a Dirichlet magok nem hasznéalhatoak.
Adott koncentracios szinthez az altalunk konstrualt példak joval magasabb foks-
zamuak. De ami a 0 pont koriili viselkedést illeti p > 1 esetén, ha p nem 2,
valojdban az az ijdonsag, hogy mindez tetszdlegesen nagy hézagokkal is bizto-
sithato.

Ez az, ami nem térténhet meg L:-ben. Zygmund [50, Chapter V §9, page 380|
ramutatott, Inghamnek a nagyon hézagos Fourier sorok négyzetintegraljanak
lényegében egyenletes eloszlasara vonatkozo eredményei kapcsan: \Nothing seems
to be known about possible extensions to classes L, p # 2". Késébb Erdés
¢és Rényi [19], illetve Turan [46] megmutattak, hogy p > 2-re ez az Ingham féle
tétel nem megy at, de legjobb tudomasunk szerint 0 < p < 2 esetére ez a kérdés
még nyitva allt. Eredményeinkbdl kovetkezik, hogy itt is negativ a valasz. A
kés6bbiekben ezt még erésebb formaban is megmutatjuk.

Ami az 1/2 pont kornyezetét illeti, ott a megfelels eredményiink igy néz ki.

3.1.10. Allitas (Bonami-Révész). Teljes p-koncentricid van tetszdlege-

sen nagy eléirt hézagokkal 1/2-ben valahdnyszor p > 0 nem egy pdros egész.
Masfeldl ha p = 2k € 2N, akkor cop(1/2) = 1/2.

3.1.13. Tétel (Bonami-Révész). Minden 0 < p < oo, p nem pdros egész
esetén ha egy 0-ra szimmetrikus pozitiv mértékid mérhetd 2 halmaz adott, akkor
minden & > 0-hoz létezik olyan f € T hogy

(54 [ir<e [

Tovdbba f vdlaszthato gy is, hogy a Fourier-soranak Gap(f) hézagai tetszéle-
gesen nagy eldirt érték felett legyenek. Ha E nyilt halmaz, vagy p > 1, akkor
f wvalaszthato idempotensnek tetszdleges p mellett.

Vizsgaltuk a koncentracio kérdését a diszkrét esetben a Z, := Z/qZ csopor-
ton is.

3.13.1. Definici6 (Bonami-Révész). Legyen p > 0. Ekkor értelmezziik
Zg¢n a kovetkezé mennyiségeket:

B FO)p
(55) D = A T
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és

(56) 'yg = lim inf 'yp( ).

q—00
3.13.3. Tétel (Bonami-Révész). Minden 1 < p < oo mellett egyenletes
p-koncentrdcio van Z,-n. Emellett p = 2-re a koncentrdcio szintje 275, ahol az
utobbi konstans a (20) alatti co értékével egyezik meg, tovdbbd 0.495 < 272 <
1/2. Tetszdleges p > 2 mellett 272 > 0.483. Masfeldl p < 1 esetén nincs q-ban
eqyenletes p-koncentrdacio.

Visszatérve a T-n vett koncentracié kérdésére, a p = 1 kritikus esetben a
legjobb becslésiink meglep&en kozel jutott a teljes koncentréacié eléréséhez.

3.14.1. Tétel (Bonami-Révész). A p = 1 kitevére mérhetd halmazokra
vonatkozo koncentrdcio igaz a v > 0.96 szinten. Tovabbd tetszdlegesen nagy
N-re, taldlhato olyan koncentralodo idempotens is, amelynek egymdst kévetd
frekvenciai kozott a hézagai legaldabb N nagysdguak.

3.9.3. Definicid. Legyen 0 < p < 0o és ¢ € N. Azt mondjuk, hogy f teljesiti
a racs-feltételt a K konstanssal, ha
-1

) Jr (O < Sl (5

3.14.2. Definicié. Legyen 0 < p < oo és ¢ € N. Azon polinomok halmazat,
amelyek teljesitik a 3.9.3 Definiciobeli (57) "racs-feltételt" a K konstanssal,
T (K) jeloléssel jeloljiik. Tovabbé tetszsleges m € N fokszamra azt irjuk, hogy
Tn(K) == T(K)N1T,, és végil azt, hogy P(K) := PNT(K) és Pp(K) =
PnNT(K).

(=}

il

3.14.3. Definici6. Py, (K) 3.14.2 Definicio szerinti értelmezése mellett legyen

p
2 (3)]
(58) T := sup liminf[(q, K), TI(q, K):= sup a 7
S T ()
= q

3.14.8. Tétel (Bonami-Révész). Legyen p > 1/2 nem eqy pdaros egész, és
legyenek 1 < r,s olyanok, hogy p/r + p/s = 1. Akkor mérheté halmazokra p-
koncentrdcio van, és ennek szintjére y, > Z-Fjp/rfzp/s; tovdbbd p-koncentrdcid
van hézagokkal is ugyanezen a szinten.

Lényegében ezen az tton érjiik el a fent méar kimondott 3.14.1. Tételt is.
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Moédszereink és eredményeink alkalmazasaval kozvetleniil adodik két klasszi-
kus probléméaban is a korabbaiknal pontosabb, élesebb valasz. Fentebb em-
litettiik Zygmund kérdését arrol, hogy hézagos Fourier-sorok LP normajinak
eloszlasa a T koron a p # 2 esetén is lényegében egyenletessé valik-e az elGirt
hézagokhoz reciprokdhoz mérten hosszabb intervallumokon? Most idézziik fel
Wiener [49| egy problémajat. Ha f pozitiv definit, akkor nyilvan f(0) =
I fllsc > |f(z)] minden x € T. Wiener megmutatta, hogy hasonlé L%ben,
és ennek kovetkeztében p paros egész értékeire is igaz: ha f pozitiv definit, és
f € L*(—¢,¢) akkor méar f € L*(T). De mi van mas p kitevok esetén? Az
deriilt ki, hogy ha p # 2N, akkor vannak ellenpéldéak, 1d. [42, 48].

Zygmund és Wiener problémai kapcsan nekiink az 0sszes eddigi ellenpéldat
erGstve, és egyben kozos (pozitiv definit és hézagos) — s6t, "lényegében idem-
potens" — ellenpéldat sikeriilt adni. Pontosabban fogalmazva, a kovetkezGket
tudtuk megmutatni.

3.15.1. Tétel (Bonami-Révész). Minden 0 < q < p < 2, esetén, vala-
hanyszor egy O-ra szimmetrikus E nyilt halmaz, melynek mértéke |E| > 0
pozitiv, meg van adva, akkor minden € > 0 esetén létezik olyan f € T amely
teljesiti, hogy

+1/2 p/a
p q
(59) [E|f| <€</1/2 |f|> |

Ugyanez 1gaz ¢ < p mellett, ha p nem s feltétleniil egész, feltéve, hogy q elég
kézel van p-hez, azaz q > q(p), ahol q(p) < p.

3.15.2. Tétel (Bonami-Révész). Legyen 0 < p < oo, és p ¢ 2N. Ak-
kor tetszéleges E C T mérhetd, szimmetrikus halmazra, amelyre |E| > 0 és
tetszdleges q < p-re, van olyan f figguény a HY(T) Hardy térben, melynek
Fourier egyiitthator nemnegativak, és amelynek pontonkénti peremfiigguénye,
f*, LP(°E)-be esik, mig f* ¢ LP(T). Tovdbbd, f vehetd co-hez tartdan nagy

hézagokkal a Fourier-soraban.

A 3.1.13 Tétel helyett a 3.15.1 Tétel felhasznalasaval a kovetkezdt kapjuk.
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3.15.3. Tétel (Bonami-Révész).

(1) Legyen p > 2 és p ¢ 2N, és tegyiik fel, hogy ¢ € N 1gy, hogy 20 < p <
2(0+1). Akkor tetszdleges szimmetrikus nyilt U C T halmazra, amelyre
\U| > 0, és q > q(p) mellett, van olyan pozitiv definit f € L**(T)
fiigguény, amelynek negativ frekvencidkhoz tartozo egyiitthator 0-k, és
amelyre f & LY(T) mikézben f benne van LP(°U)-ban.

(ii) Legyen 0 < p < 2. Ekkor tetszéleges U C T szimmetrikus nyilt hal-
mazra, amelyre |U| > 0, és tetszéleges s < q < p mellett, van olyan f
fiiggvény a H*(T) Hardy térben, amelynek Fourier egyitthatdi nemne-
gativak, és amelyre f ¢ HY(T) mikézben f* benne van LP(°U)-ben.



EXTREMALIS PROBLEMAK 35
IV. IRODALOM

IV. 1. HIVATKOZASOK

[1] B. ANDERSON, J. M. AsH, R. L. JONES, D. G. RIDER, B. SAFFARI, Inégalités sur
des sommes d’exponentielles;, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I. Math, 296 (1983), 899-902.

|2|] B. ANDERSON, J. M. AsH, R. L. JoNES, D. G. RIDER, B. SAFFARI, LP-norm local
estimates for exponential sums, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. 1. Math, 330 (2000), 765
769.

|3] B. ANDERSON, J. M. AsH, R. L. JONES, D. G. RIDER, B. SAFFARI, Exponential
sums with coefficients 0 or 1 and concentrated LP norms, Ann. Inst. Fourier, 57 (2007),
1377-1404.

[4] V.V. ArEsTOV, E.E. BERDYSHEVA, Turan’s problem for positive definite functions
with supports in a hexagon, Proc. Steklov Inst. Math., Suppl. 2001, Approximation
Theory, Asymptotical Expansions, suppl. 1, S20-529.

[5] V.V. AreEsTov, E.E. BERDYSHEVA, The Turan problem for a class of polytopes, Fast
J. Approx. 8(2002), 3, 381-388.

[6] V.V. AresTov, E.E. BERDYSHEVA, H. BERENS, On pointwise Turén’s problem for
positive definite functions, Fast J. Approz. 9 (2003), no. 1, 31-42.

[7] J. M. AsH, Weak restricted and very restricted operators on L%, Trans. Amer. Math.
Soc., 281 (1984), 675—689.

[8] J. M. AsH, On concentrating idempotents, a survey, Topics in Classical Analysis and
Applications in Honor of Daniel Waterman, L. De Carli, K. Kazarian, and M. Milman
editors, World Scientific, 2008, 31-44.

9] G. F. BACHELIS, On the upper and lower majorant properties in LP(G), Quart. J.
Math. Ozford (2), 24 (1973), 119-128.

[10] R. P. Boas, Majorant problems for Fourier series, J. d’Analyse Math., 10 (1962-3),
253-271.

[11] R.P. Boas Jr., M. KAc, Inequalities for Fourier Transforms of positive functions,
Duke Math. J. 12 (1945), 189-206.

[12] J. N. BROOKS, J. B. STRANTZEN, Blaschke’s rolling ball theorem in R™, Mem. Amer.
Math. Soc. 80, # 405, American Mathematical Society, 1989.

[13] C. CARATHEODORY, Uber den Variabilititsbereich der Fourier’schen Konstanten von
positiven harmonischen Funktionen, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 32
(1911), 193-217.

[14] M. COWLING, Some applications of Grothendieck’s theory of topological tensor pro-
ducts in harmonic analysis, Math. Ann., 232 (1978), 273-285.

[15] M. DECHAMPS-GONDIM, F. LUST-PIQUARD, H. QUEFFELEC, Estimations locales de
sommes d’exponentielles, C. R: Acad. Sci. Paris Ser. 1. Math, 297 (1983), 153-157.

[16] M. DECHAMPS-GONDIM, F. LUsT-PIQUARD, H. QUEFFELEC, Estimations locales de
sommes d’exponentielles, Publ. Math. Orsay 84-01, No.1 (1984), 1-16.

[17] Y. DOMAR, An extremal problem for positive definite functions, J. Math. Anal. Appl.
52 (1975), 56-63.

[18] T. ERDELYI, Inequalities for exponential sums via interpolation and Turan type reverse
Markov inequalities, in "Frontiers in Interpolation and Approximation" (in memory of
Ambikeshwar Sharma), N. K, Govil, H. N. Mhaskar, R. N. Mohapatra, Z. Nashed, J.
Szabados eds., Taylor and Francis Books, Boca Raton, Florida, 2006, 119-144.

[19] P. ERDOS, A. RENYI, On a problem of A. Zygmund, Studies in mathematical analysis
and related topics, Stanford University Press, Stanford, California, 1962, 110-116.



36 REVESZ SZILARD GYORGY

[20] J. EROD, Bizonyos polinomok maximumanak also korlatjarol, Mat. Fiz. Lapok 46
(1939), 58-82 (in Hungarian). See also JFM 65.0324.02 and Zbl 0021.39505. English
translation: Eréd, Janos, On the lower bound of the maximum of certain polynomials.
(Translated from the 1939 Hungarian original by Zsuzsanna Eré and Balint Farkas.)
Fast J. Approz. 12 (2006), no. 4, 477-501.

[21] G. FABER, Uber Tschebyscheffsche Polynome, J. Reine Angew. Math. 150 (1919), 79—
106.

[22] L. FEJER, Uber trigonometrische Polynome, J. angew. Math. 146 (1915), 53-82.

[23] H. FORSTENBERG, Recurrence in Ergodic Theory and Combinatorial Number Theory,
Princeton University Press, Princeton, 1981.

[24] A. GARsIiA, E. RODEMICH, H. RUMSEY, On some Extremal Positive Definite Functi-
ons, J. Math. Mech. 18 # 9 (1969), 805-834.

[25] D.V. GORBACHEV, An extremal problem for periodic functions with supports in the
ball, Math. Notes 69 (2001), 3, 313-319.

[26] D. V. GORBACHEV, V.I. IvANOV, YU. D. RUDOMIZINA, Extremal problems for peri-
odic functions with conditions on its values and Fourier coefficients, (Russian), Izvestiya
of the Tula State University, Ser. Mathematics, Mechanics, Informatics 10 (2004), #1
76-104.

[27] D. V. GORBACHEV, A. S. MANOSHINA, The extremal Turan problem for periodic
functions with small support. (Russian) Proceedings of the IV International Conference
"Modern Problems of Number Theory and its Applications” (Tula, 2001). Chebyshevskii
Sb. 2 (2001), 31-40; see also as arXiv:math.CA/0211291 v1 19 Nov 2002.

[28] D. V. GORBACHEV, A. S. MANOSHINA, Turan Extremal Problem for Periodic Func-
tions with Small Support and Tts Applications, Mathematical Notes, 76 (2004) no. 5,
688-200.

[29] B. GREEN, S. KONYAGIN, On the Littlewood problem modulo a prime, Canadian J.
of Math. , to appear, arXiv:math.CA/0601565v2, 2006.

[30] G. H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD, Notes on the theory of series (XIX): a problem
concerning majorants of Fourier series, Quart. J. Math. Ozford, 6 (1935), 304-315.

[31] A. E. INGHAM, Some trigonometrical inequalities with applications to the theory of
series, Math. Zeitschrift, 41 (1936), 367-379.

[32] V. I. IvaANOv, On the Turan and Delsarte problems for periodic positive-definite func-
tions. (Russian) Mat. Zametki 80 (2006), no. 6, 934-939; translation in Math. Notes 80
(2006), no. 5-6, 875-880.

[33] V. I. IvaANOv, YUu. D. RUDOMAZINA, On the Turan problem for periodic functions
with nonnegative Fourier coefficients and small support. (Russian) Mat. Zametki T7
(2005), no. 6, 941-945; translation in Math. Notes 77 (2005), no. 5-6, 870-875.

|34] N. LEVENBERG, E. POLETSKY, Reverse Markov inequalities, Ann. Acad. Fenn. 27
(2002), 173-182.

[35] A. S. MANOSHINA, Extremum problem of Turén for functions with small support,
Izvestiya of the Tula State University. Ser. Mat. Mech. Inf. 6 (2000) # 3, 113-116.

[36] G. MOCKENHAUPT, Bounds in Lebesgue spaces of oscillatory integral operators. Thesis
for habilitaton. Siegen: Univ.-GSH Siegen, Fachbereich Mathemtik, (1996), 52 pages.

[37] G. MOCKENHAUPT, W. SCHLAG, On the Hardy-Littlewood majorant problem for
random sets, arXive:math.CA /0207226v1, for a new version see
http://www-math-analysis.ku-eichstaett.de/ gerdm/wilhelm/maj.pdf

|38] H. L. MONTGOMERY, em Ten Lectures on the Interface between Analytic Number
Theory and Harmonic Analysis, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1994.



[39]
[40]

[41]

[42]
[43]
|44]
[45]
[46]
[47]
48]
[49]

[50]

EXTREMALIS PROBLEMAK 37

R. L. PAGE, On computing some extremal periodic positive definite functions, Math.
Comput. 27 (1973),.

M. RIEsz, Eine trigonometrische Interpolationsformel und einige Ungleichungen fiir
Polynome, Jahrsber. der deutscher Math. Vereinigung, 23, (1914), 354-368.

I. Z. RuzsA, Connections between the uniform distribution of a sequence and its dif-
ferences, in: Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 34, . Haldsz, ed., North
Holland, 1981, 1419-1443.

S. SHAPIRO, Majorant problems for Fourier coefficients, Quart. J. Math. Ozford (2) 26
(1975), 9-18.

C. L. SIEGEL, Uber Gitterpunkte in konvexen Kérpern und damit zusammenhéngendes
Extremalproblem, Acta Math. 65 (1935), 307-323.

S. B. STECHKIN, An extremal problem for trigonometric series with nonnegative coef-
ficients, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 23 (1972), 3-4, pp 289-291 (Russian).

T. TAo, Integral norms concentration under gap condition, e-mail letter to Szildrd
Révész, June 17, 2006.

P. TURAN, On a Certain Problem in the Theory of Power Series with Gaps, Studies in
mathematical analysis and related topics, Stanford University Press, Stanford, Califor-
nia, 1962, 404-409.

P. TURAN, Uber die Ableitung von Polynomen, Comp. Math. 7 (1939), 89-95.

S. WAINGER, A problem of Wiener and the failure of a principle for Fourier series with
positive coefficients, Proc. Amer. Math. Soc. 20 (1969), 16-18.

N. WIENER, A class of gap theorems, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (2) 3 (1934),
367-372.

A. ZYGMUND, Trigonometric Series, Second edition, I-11, Cambridge University Press,
Cambridge, 1959.



38 REVESZ SZILARD GYORGY

IV. 2. A DISZERTACIO A SZERZO KOVETKEZO DOLGOZATAINAK ALAPJAN
KESZULT

[51] Sz. Gy. REVESz, Extremal problems and a duality phenomenon, in Approximation,
Optimization and Computing, (A. G. Law, C. L. Wang, eds.), Elsevier, 1990, 279-28]1.

[52] Sz. Gy. REVESz, On a paper of Eréd and Turan-Markov inequalities for non-flat
convex domains. Fast J. Approz., 12 (2006), no. 4, 451-467.

[53] Sz. Gy. REVESz, Turan type reverse Markov inequalities for compact convex sets. J.
Approz. Theory, 141 (2006), no. 2, 162-173.

[54] Sz. Gy. REVESz, Megemlékezés Erdd Janosrol, Matematikai Lapok 2008/1, 1-8.

In English see: Sz. Gy. Révész, In memoriam Janos Eréd, History of Approzimation
Theory, http://pages.cs.wisc.edu/~deboor/HAT/erod.pdf.

[55] M. N. KOLOUNTZAKIS, SZ. GY. REVESZ, On a problem of Turan about positive
definite functions. Proc. Amer. Math. Soc., 131 (2003), no. 11, 3423-3430.

[56] M. N. KOLOUNTZAKIS, Sz. GY. REVESz, On pointwise estimates of positive definite
functions with given support. Canad. J. Math., 58 (2006), no. 2, 401-418.

[57] M. N. KOLOUNTZAKIS, Sz. GY. REVESz, Turan’s extremal problem for positive
definite functions on groups. J. London Math. Soc. (2), 74 (2006), no. 2, 475-496.

[58] A. Bonawmi, Sz. Gy. REVESz, Failure of Wiener’s property for positive definite peri-
odic functions. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 346 (2008), no. 1-2, 39-44.

[59] A. BoNnaMmi, Sz. Gy. REVESz, Integral concentration of idempotent trigonometric
polynomials with gaps. Amer. J. Math., 43 pages; to appear;
http://front.math.ucdavis.edu/0707.3023.

[60] A. BoNaMI, Sz. GY. REVESz, Concentration of the integral norm of idempotents. In:
Fractals and related fields, Proceedings of the Conference in Honor of Jacques Peyriére,
2009. 23 pages, to appear;
http://uk.arxiv.org/PS_cache/arxiv/pdf/0811/0811.4576v1.pdf.

[61] Sz. Gy. REVEsz, A discrete extension of the Blaschke Rolling Ball Theorem, preprint,
2009. See on ArXive as arXiv:0903.4815, 21 pages.

|62] Sz. Gy. REVESz, Turan’s extremal problem on locally compact abelian groups, pre-
print, 2009. See on ArXive as arXiv:0904.1824, 26 pages.

[63] Sz. Gy. REVESZ, On uniform asymptotic upper density in locally compact abelian
groups, preprint, 2009. See on ArXive as arXiv:0904.1567, (2009), 13 pages.



EXTREMALIS PROBLEMAK 39

IV. 3. A SZERZONEK AZ ERTEKEZES TEMAKOREHEZ KAPCSOLODO
TARGYU TOVABBI KOZLEMENYEI

[64] Sz. GY. REVESZ, On a class of extremal problems. Approx. Theory Appl., 7 (1991),
no. 3, 86-96.

[65] Sz. Gy. REVESZ, Some trigonometric extremal problems and duality. J. Austral. Math.
Soc. Ser. A, 50 (1991), no. 3, 384-390.

[66] Sz. Gy. REVESz, The least possible value at zero of some nonnegative cosine polyno-
mials and equivalent dual problems. J. Fourier Anal. Appl., Special Issue (1995), pages
485-508.

|67] REVESz, Sz. GY., On Beurling’s Prime Number Theorem, Periodica Math. Hung., 28
(3), 1994, 195-210.

[68] Sz. Gy. REVESZ, Minimization of maxima of nonnegative and positive definite cosine
polynomials with prescribed first coefficients. Acta Sci. Math. (Szeged), 60 (1995), no. 3-
4, 589-608.

[69] A. KrOO, Sz. Gy. REVESz, On Bernstein and Markov-type inequalities for multiva-
riate polynomials on convex bodies. J. Approz. Theory, 99 (1999), no. 1, 134-152.

[70] Sz. GY. REVESZ, Y. SARANTOPOULOS, Chebyshev’s extremal problems of polynomial
growth in real normed spaces. Izv. Nats. Akad. Nauk Armenii Mat., 36 (2001), no. 5,
62-81 (2002).

[71] Sz. GY. REVESzZ, Uniqueness of Markov-extremal polynomials on symmetric convex
bodies. Constr. Approz., 17 (2001), no. 3, 465-478.

[72] Sz. Gy. REVEsSz, Uniqueness of multivariate Chebyshev-type extremal polynomials
for convex bodies. Fast J. Approz., 7 (2001), no. 2, 205-240.

[73] Sz. Gy. REVESZ, Y. SARANTOPOULOS, On Markov constants of homogeneous poly-
nomials over real normed spaces. East J. Approz., 9 (2003), no. 3, 277-304.

[74] Sz. GY. REVESZ, Y. SARANTOPOULOS, The generalized Minkowski functional with
applications in approximation theory. J. Convexr Anal., 11 (2004), no. 2, 303-334.

[75] Sz. GY. REVESZ, Some polynomial inequalities on real normed spaces. Publicaciones
del Dpto. de Andlisis del Matemdtico Seccion 1, 63 (2004), 111-135.

[76] L. B. MILEV, SzZ. GY. REVESZ, Bernstein’s inequality for multivariate polynomials
on the standard simplex. J. Inequal. Appl., (2005), no. 2, 145-163.

[77] Sz. Gy. REVESZ, A comparative analysis of Bernstein type estimates for the derivative
of multivariate polynomials. Ann. Polon. Math., 88 (2006), no. 3, 229-245.

[78] Sz. GY. REVESZ, Inequalities for multivariate polynomials. Annals of the Marie Curie
Fellowships, (electronic); 6 pages; http://www.mariecurie.org/annals/.

[79] B. FARKAS, Sz. GY. REVEsz, Tiles with no spectra in dimension 4. Math. Scand., 98
(2006), no. 1, 44-52.

[80] Sz. GY. REVESZ, On some extremal problems of Landau. Serdica Math. J., 33 (2007),
no. 1, 125-162.

[81] Sz. Gy. REVESz, N. N. REYES, G. A. M. VELAScO, Oscillation of Fourier transforms
and Markov-Bernstein inequalities. J. Approz. Theory, 145 (2007), no. 1, 100-110.

[82] Sz. GYy. REVESZ, Schur-type inequalities for complex polynomials with no zeros in the
unit disk. J. Inequal. Appl., (2007), Art. ID 90526, 10.

[83] G. A. MuNOz, Sz. GY. REVESzZ, J. B. SEOANE), Geometry of homogeneous polyno-
mials on non-symmetric convex bodies. Math. Scand, 104 (2008), 1-14.

[84] B. FARKAS, Sz. GY. REVESZ, Positive bases in spaces of polynomials. Positivity, 12
(2008), no. 4, 691-709.



40 REVESZ SZILARD GYORGY

|85] D. BURNS, N. LEVENBERG, S. MA'U, Sz. GY. REVESZ, Monge-Ampére measures
for convex bodies and Berstein-Markov type inequalities. Trans. Amer. Math. Soc., 22
pages; to appear; http://www.ams.org/cgi-bin/mstrack/accepted_papers/tran.

[86] P. JAMMING, M. MATOLCSI, SZ. GY. REVESZ, On the extremal rays of the cone of
positive, positive definite functions. J. Fourier Anal. Appl., 22 pages; to appear;
http://www.springerlink.com/content/7t361775u3521t8n/fulltext.pdf.



