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1. El®zményekA sztohasztikus folyamatok elméletében kiemelked® fontosságúaz a speiális eset, mikor adott jelenbeli állapot mellett, a rend-szer jöv®beli állapota nem függ a múltbeliekt®l. Ezt a tulajdon-ságot szokás Markov-tulajdonságnak hívni. Tekintsünk egy Xvalószín¶ségi változót (v.v.), mely az értékeit az X véges hal-mazból veszi fel, s melynek a valószín¶ségi eloszlása p(x) =Prob{X = x}, x ∈ X . X halmazt szokás állapottérnek, míg ele-meit állapotoknak hívni. Sztohasztikus folyamaton valószín¶-ségi változók egy sorozatát értjük. A folyamatot a p(x1, . . . , xn) =Prob{(X1, . . . , Xn) = (x1, . . . , xn)} együttes valószín¶ségek tel-jesen meghatározzák, ahol (x1, x2, . . . , xn) ∈ Xn minden n =
1, 2, . . . -re. Általában egy sztohasztikus folyamatban tetsz®-leges kapsolat lehet a v.v.-k között. Egy egyszer¶, de fontosspeiális eset, mikor egy v.v. bekövetkezésének valószín¶ségekizárólag az ®t eggyel megel®z® v.v. bekövetkezési valószín¶-ségét®l függ, az azt megel®z®ekét®l nem. Az ilyen sztohasz-tikus folyamatot hívjuk diszkrét, megszámlálható állapotter¶Markov-lánnak, röviden Markov-lánnak. A legtöbb esetbensak három valószín¶ségi változó viszonyára fogunk szorítkozni.Azt mondjuk, hogy az X ,Y és Z v.v.-k Markov-hármast alkot-nak (jelben X → Y → Z), ha az együttes valószín¶ségükrefennáll, hogy

p(x, y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y),ahol
p(y|x) =

Prob{X = x, Y = y}Prob{X = x}3



a feltételes valószín¶ség. Ha Z reprezentálja a jöv®beli állapotot,
Y a jelent, míg X a múltat, a Markov-tulajdonság azt fejezi ki,hogy egy adott jelenbeli állapotban a jöv® független a múltbeliállapotoktól, más szóval a jöv® sak a jelenen keresztül függheta múlttól, vagyis a folyamatnak nins emlékezete. Tanulságos aMarkov-lánokat megvizsgáni informáióelméleti szempontból.A modern informáióelmélet alapjait Claude Shannon raktale 1948-ban publikált két ikkével. A dönt® lépést kétségtele-nül azzal tette meg, hogy matematikailag preíz megközelítésétadta az informáió fogalmának. Tiszteletére, egyX diszkrét v.v.bizonytalanságának a mértékét Shannon-entrópiának nevezzük:

H(X) = −
∑

x∈X

p(x) log p(x).(Ha a log kettes alapú, az entrópiát bitekben adjuk meg, mígtermészetes alapú logaritmus esetén az egységét nat-ben mér-jük.) Könnyen ellen®rizhet®, hogy a Shannon-entrópia valóbankifejezi azt, amit az informáió fogalmától intuitíve várunk. Pél-dául jól jellemezhet® vele v.v.-k viszonya. Két v.v.-t tekintvekönnyen megmutatható, hogy a Shannon-entrópia szubadditív,azaz
H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y ),ahol H(X,Y ) = −
∑

x∈X ,y∈Y
p(x, y) log p(x, y) jelöli az X és Yv.v.-k együttes entrópiáját, ami az (X,Y ) pár teljes bizonyta-lanságát jellemzi. Egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha Xés Y függetlenek. Három v.v.-ra kiterjesztve vizsgálatunkat aztkapjuk, hogy a Shannon-entrópia er®sen szubadditív, azaz

H(X,Y, Z) +H(Y ) ≤ H(X,Y ) +H(Y, Z).4



Itt egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha X → Y → Z, azaz
X ,Y és Z Markov-hármast alkotnak. Példaként megemlítjük,hogy többváltozós normál eloszlású Markov-hármasok karakte-rizáiója megadható többek között kovariania mátrixuk segít-ségével [4℄.A Markov-lánok az egyik legtöbbet kutatott és legtöbb al-kalmazással bíró területe a sztohasztikus folyamatok elméle-tének, így természetes módon merült fel az általánosítások igé-nye. Dolgozatomban a Markov-tulajdonság nemkommutatív va-lószín¶ségek esetére történ® kiterjesztését vizsgáltam, ami szoroskapsolatban van a kvantum�zikával.A XX-dik század fordulóján a mikrorészeskékkel kapsola-tosan több olyan jelenséget is tapasztaltak, melyek a klasszikus�zika keretein belül nem voltak magyarázhatóak. Ezek odáig ve-zettek, hogy az 1920-as években többek között Werner Heisen-berg és Erwin Shrödinger munkássága során teljesen új �zikaképe kezdett kirajzolódni. Neumann János éppen Göttingen-ben dolgozott, mikor Heisenberg az els® el®adásokat tartotta újelméletér®l. Neumann felismerte, hogy Heisenberg és Shrödin-ger elmélete mögött ugyanaz a matematikai tartalom találhatóés lefektette a kvantumelmélet preíz matematikai alapjait aHilbert tér lineáris operátorainak kutatásával [14℄. A továb-biakban F.J. Murray-vel közösen, a ma Neumann-algebráknaknevezett operátoralgebrák vizsgálatába kezdett és megadta ezekels® klasszi�káióját [13℄. Ezt tekinthetjük a nemkommutatívvalószín¶ségelmélet kiinduló pontjának.A nemkommutatív vagy kvantum valószín¶ségelméletben avalószín¶ségi változók szerepét egy egységelemes A C*-algebraönadjungált elemei veszik át. Valószín¶ségi mértéken az A al-5



gebra egy φ állapotát, azaz egy pozitív, lineáris funkionáljátértjük, melyre φ(1) = 1, ahol 1 ∈ A az egységelem. Ekkor az
(A, φ) párt algebrai vagy absztrakt valószín¶ségi mez®nek hív-juk, míg haA nemkommutatív algebra, nemkommutatív valószí-n¶ségi mez®r®l beszélünk. Ha A kommutatív, akkor a Gelfand-Naimark- illetve a Riesz-Kakutáni-tétel következtében vissza-juthatunk a klasszikus valószín¶ségi mez®höz. Nemkommutatívesetben A-t reprezentálhatjuk aH komplex szeparábilis Hilbert-téren vett korlátos operátorok B(H) Neumann-algebrájának ré-szalgebrájaként. Ha a φ állapot úgynevezett normál állapot
B(H)-n, azaz feltesszük, hogy gyengén folytonos, akkor léte-zik pontosan egy ρ s¶r¶ségi mátrix (statisztikus operátor) H-n,melyre 0 < ρ = ρ∗ ∈ B(H), Tr (ρ) = 1 és φ(A) = Tr (ρA), min-den A ∈ B(H) esetén. Fizikai szempontból B(H) önadjungáltoperátorait azonosítjuk a �zikailag meg�gyelhet® mennyiségek-kel (obszervábilisek), míg a φ normál állapotok jellemzik magáta �zikai rendszert. Amennyiben a Markov-tulajdonságot sze-retnénk de�niálni, szükségünk van a feltételesség fogalmára. Afeltételes várható érték fogalmát el®ször H. Umegaki de�niálta1962-ben, mint egy E : A → B ⊂ A 1-normájú projekiót az
A C*-algebráról a B részalgebrára [19℄. Az E leképezés teljesenpozitív egységtartó kétoldali B modulus J. Tomiyama egy téte-lének következtében [18℄. Azt mondjuk, hogy E kompatibilis a
φ állapottal, ha φ ◦E = φ. Sajnos Umegaki de�niiója nem tö-kéletes a Markov-tulajdonság kifejezésére, hiszen könny¶ látni,hogy egy φ állapotMn⊗Mn-n pontosan akkor lesz kompatibilisegy Mn ⊗ I-ra vett Umegaki-féle feltételes várható értékkel, haszorzatállapot, ami azt fejezi ki, hogy a marginálisai függetlenek.(IttMn az n×n-es komplex mátrixok algebráját jelöli, ami tipi-6



kusan egy nemkommutatív C*-algebra.) Ez a jelenség késztetteL. Aardi-t és A. Frigerio-t 1978-ban arra, hogy új de�niióvaléljenek [3℄. Tekintsük egységelemes C*-algebrák egy C ⊂ B ⊂ Ahármasát. Általánosított várható értéken az adott hármasranézve egy teljesen pozitív, egységtartó lineáris E : A → B leké-pezést értünk, melyre
E(ca) = cE(a), a ∈ A, c ∈ C.Az általánosított várható érték fogalmával a Markov-tulajdonságáltalánosítása a következ®képpen történik [1, 2℄.De�níió 1.1 Egy φ állapotot az A C*-algebrán Markov-állapotnakhívunk, ha létezik egy E általánosított várható érték a C ⊂ B ⊂

A hármasra nézve, melyre teljesülnek a következ®k:(i) φB ◦ E = φ(ii) E(A \ C) ⊂ (B \ C),ahol φB jelöli φ megszorítását a B részalgebrára.Használni fogjuk a Markov-hármas vagy Markov-triplet kife-jezést is φ állapotra. Belátható, hogy ha ismét a kommuta-tív esetet tekintjük, visszakapjuk a klasszikus értelemben vettMarkov-hármast. Az absztrakt de�niió ellenére a nemkommu-tatív (kvantum) Markov-állapotok elmélete hamar virágzásnakindult. Több általánosítás és speiális eset is górs® alá került(itt sak a kvantum Markov-lánokra és mez®kre valamint avégesen korrelált állapotokra utalnék), melyek több szilárdtest-�zikai alkalmazást nyertek. Megemlítend® többek között M.7



Fannes, B. Nahtergaele és R.F. Werner munkássága, akikaz antiferromágneses Heisenberg-modell alapállapotát találtákmeg egy alkalmazásként [7℄. Természetesen adódik a kérdés,hogy lehetséges-e a Markov-állapotok karakterizálása informá-ióelméleti módszerekkel, mint ahogy azt láttuk a klasszikusesetben. Ha ρ egy normál φ állapot s¶r¶ségi mátrixa, de�niál-hatjuk a Neumann-entrópiát a
S(φ) ≡ S(ρ) = −Tr ρ log ρformulával. Hasonlóan a Shannon-entrópiához, a Neumann-entrópia is fontos szerepet játszik összetett rendszerek korre-láiójának vizsgálatában. A Neumann-entrópia is szubadditív,azaz
S(φ12) ≤ S(φ1) + S(φ2),ahol φ12 az összetett A12 = A1 ⊗ A2 rendszer egy normál ál-lapota. Az egyenl®ség akkor és sak akkor áll fenn, ha φ12 amarginálisainak szorzata, vagyis φ12 = φ1 ⊗ φ2, ami a nem-kommutatív analogonja valószín¶ségi változók függetlenségének.A Neumann-entrópia er®s szubadditívitását E. Lieb és M.B.Ruskai bizonyította 1973-ban [10℄. Tekintsük B(H) Neumann-algebra A1, A2 és A3 részalgebráit, melyekr®l tegyük fel, hogyhárom kvantumrendszert reprezentálnak. Vegyük ezek külön-böz® A123 = A1 ⊗A2 ⊗A3, A12 = A1 ⊗A2 és A23 = A2 ⊗A3összetételeit. Legyen φ123 A123 egy normál állapota és jelölje az

A12, A23 illetve A2 részrendszerekre vett megszorításait rendre
φ12, φ23 és φ2. Ekkor fennáll a Neumann-entrópia er®s szubad-ditívitása, azaz

S(φ123) + S(φ2) ≤ S(φ12) + S(φ23).8



S®t, a fent vázolt esetben egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha
φ123 Markov-állapot. A tenzorszorzat rendszereken a Markov-állapotok teljes karakterizáióját 1994-ben adta meg P. Hayden,R. Jozsa, Petz D. és A. Winter [8℄. Összetett �zikai rendszerekesetén nem mindig elégséges a részrendszerek tenzorszorzatát te-kintenünk, hiszen ebben az esetben az egyes részrendszereket le-író operátorok kommutálnak. Valóban, tekintsünk egy n számú
ν szabadsági fokú azonos pontszer¶ részeskéb®l álló kvantum-rendszert, melyetH := L2(Rνn) Hilbert-tér sugarai jellemeznek.Ha a ψ ∈ H normált, akkor

dp(x1, . . . , xn) = |ψ(x1, . . . , xn)|2dx1 . . . dxnmegadja annak a valószín¶ségét, hogy a ψ hullámfüggvénnyeljellemzett n részeske az Rνn kon�guráiós tér egy (x1, . . . , xn)pontjának egy in�nitezimális környezetében található. Mivelazonban a kvantum�zikában az azonos részeskék megkülön-böztethetetlenek, ez a tulajdonság tükröz®dik a ψ hullámfügg-vény szimmetriájában a részeskék koordinátáinak felserélése-kor. Ezen koordinátaserék megadják a permutáiósoport egyunitér ábrázolását, melynek két részábrázolása bír kiemelt jelen-t®séggel. Az els® esetben ψ szimmetrikus a koordinátaserékrenézve. Az így transzformálódó részeskéket bozonoknak hívjukés az un. Bose-Einstein-statisztikának engedelmeskednek. Amásodik esetben a hullámfüggvény antiszimmetrikus a koordi-náták felserélésére. A megfelel® részeskéket fermionoknak hív-juk és a Fermi-Dira-statisztikát elégítik ki. A fermion hullám-függvény antiszimmetriájának fontos következménye a Pauli-elv,mely szerint nem tartózkodhat egyszerre két fermion ugyanab-ban az állapotban. Bozonokra a Pauli-elv nem áll fenn, az egy9



állapotban tartózkodó bozonok számának nins fels® korlátja.Matematikailag ez azt jelenti, hogy az úgynevezett bozon kelt®illetve eltüntet® operátorok nem lesznek korlátosak, mely szá-mos tehnikai nehézséget okoz. A problémák részben elkerülhe-t®vé válnak, ha ezen operátorok bizonyos korlátos függvényeittekintjük. Igy jutunk el aWeyl-operátorok fogalmához. AWeyl-operátorok eleget tesznek egy speiális felserélési reláiónak,melyet kanonikus felserélési reláiónak hívunk, míg az általukgenerált algebrát az angol elnevezés után CCR-algebrának ne-vezzük. A fermionok esetén a kelt® és eltüntet® operátorok kor-látosak, így ezek tárgyalása matematikailag egyszer¶bb. Ezenoperátorok az úgynevezett kanonikus "anti-felserélési" reláió-nak tesznek eleget, az általuk generált algebrát CAR-algebránakhívjuk. Megemlítjük, hogy mind a CAR-, mind a CCR-algebraesetén lehet®ség nyílik a klasszikus Gauss-eloszlás analogonjá-nak a de�niálására. Valóban, a klasszikus valószín¶ségszámí-tásban a Gauss-mérték olyan karakterisztikus függvényhez ve-zet, melynek exponensében egy kvadratikus forma áll. Enneklogaritmusa így egy másodfokú polinom és az összes korreláiósfüggvény eltünik a második rend fölött. Megjegyzend®, hogyJ. Marinkiewitz egy tétele szerint, ha egy véges rend fölött el-tünnek a korreláiók, akkor eltünnek a második rend fölött isés az együttes eloszlás normális [11℄. A fermionok és a bozonokesetén is de�niálhatjuk a korreláiós függvényeket és a klasszi-kus gondolatmenetet követve eljuthatunk a Gauss-mérték álta-lánosításához, az úgynevezett kváziszabad állapotokhoz. Ezenállapotokban az összes n-pont korreláiós függvényt meghatá-rozzák a 2-pont függvények, s®t ezen állapotok megkaphatók,mint bizonyos határeloszlás tételek limeszei.10



Munkám során a nemkommutatív Markov-állapotok analízi-sét tüztem ki élul. Szükséges és elégséges feltételeket találtamahhoz, hogy egy állapot Markov-tulajdonságú legyen. Megad-tam két �zikailag is releváns esetben (a fermionok illetve a bo-zonok esetében) a Gauss-eloszlásnak megfelel® kváziszabad álla-potokra a Markov-tulajdonság teljes karakterizáióját. Vizsgá-lódásaim során, több önmagában is érdekes eredményt találtam,különös tekintettel bizonyos entrópikus mennyiségekre vonatko-zólag.2. F®bb eredmények1. Bár a Neumann-entrópia er®s szubadditívitása régóta is-mert, az eddigi bizonyítások zöme meglehet®sen bonyolult. Si-került egy viszonylag egyszer¶ bizonyítást adnom a Golden-Thompson-Lieb-egyenl®tlenségre támaszkodva, melynek el®nye,hogy nemsak tenzorszorzatokon m¶ködik, hanem pusztán egynyomtartó feltételes várható érték meglétét követeli meg, amiegészen általános esetekben létezik is. A bizonyítás további el®-nye, hogy szükséges és elégséges feltételt ad az egyenl®ség ese-tére.Tétel 2.1 Tekintsük az A123 C*-algebra A12,A23 és A2 részal-gebráit, továbbá legyen A2 ⊂ A12,A23. A123 egy φ123 nor-mál állapotára jelölje rendre φ12, φ23 és φ2 ennek megszorítá-sait A12, A23 illetve A2 algebrákra. Ha léteznek a nyomtartó
E12 : A123 → A12 és E23 : A123 → A23 feltételes várható érté-kek, melyekre E12 ◦E23 = E23 ◦E12 teljesül, akkor a Neumann-11



entrópiákra fennáll az er®s szubadditívitás, azaz
S(φ123) + S(φ2) ≤ S(φ12) + S(φ23).Továbbá, akkor és sak akkor kapunk egyenl®séget, ha a megfe-lel® statisztikus operátorok kielégítik a

logD123 + logD2 = logD12 + logD23.egyenlelet.Megjegyzend®, hogy az egyenl®ség feltételei egyéb formában iskifejezhet®ek [16, 17℄.2. Láttuk, hogy egy három tényez®s tenzorszorzat téren ponto-san azok a Markov-állapotok, melyekre egyenl®ség van a Neumann-entrópia er®s szubadditívitásában. Egy tenzorszorzat téren vettMarkov-hármasok teljes karakterizáiója ismert [8℄. Ezen rend-szerek részrendszerei azonban kommutálnak, nagyban leegysze-r¶sítve a vizsgálatokat. Tekintsünk egy megszámlálható fermi-onból álló rendszert, melynek elemeit indexelje az I megszám-lálható halmaz. Bár ekkor a rendszert leíró A(I) CAR-algebraizomorf a ⊗IM2(C)
C∗ C*-tenzorszorzattal, ám az izomor�zmusnem ®rzi meg a természetes lokalizáiót. Más szóval, a diszjunktrészrendszerek nem felserélhet®ek egymással, szemben a ten-zorszorzat rendszerekkel. Matematikailag többek között ebbenfejez®dik ki a Pauli-elv, még nem kölsönható fermionok közöttis er®s korreláió van statisztikájukból kifolyólag. Számunkra ezazt jelenti, hogy a tenzorszorzatra vonatkozó bizonyítások nem12



alkalmazhatóak közvetlenül a CAR-algebrák esetén. Ezen nehe-zségek ellenére a Neumann-entrópia er®sen szubadditív marad,ahogy az a 2.1 Tételb®l adódik, lévén létezik nyomtartó feltéte-les várható érték. Más úton jutott hasonló eredményre Araki ésMoriya [5℄.Legyen I és J Z két tetsz®leges részhalmaza. JelöljeA(I∪J),
A(I), A(J) és A(I ∩J) rendre az I ∪J , I, J I ∩J halmazokhoztartozó CAR-algebrákat, az φI∪J , φI , φJ és φI∩J állapotokkal.Ekkor

S(φI) + S(φJ) ≥ S(φI∩J ) + S(φI∪J). (1)Igazoltam, hogy ha az állapotok egy fontos osztályára, az úgyne-vezett páros állapotokra szorítkozunk, a Markov-tulajdonság ésa Neumann-entrópia er®s additívitása ekvivalensek egymással.Tétel 2.2 Legyen φI∪J a A(I ∪ J) CAR-algebra egy páros ál-lapota. Ekkor φI∪J Markov-állapot az {A(I \ J),A(I),
A(I ∪ J)} lokalizáióra nézve, azaz létezik egy γ általánosítottvárható érték az A (I \ J) ⊂ A(I) ⊂ A(I ∪ J) hármasra nézve,melyre fennállnak a

φI ◦ γ = φI∪J , (2)
E (A(J)) ⊂ A(I ∩ J), (3)feltételek, akkor és sak akkor, ha egyenl®ség teljesül a Neumann-entrópia er®s szubadditívitásában, azaz

S(φI) + S(φJ) = S(φI∩J ) + S(φI∪J). (4)Sikerült az állapot paritására tett megszorítás enyhítése is, amennyi-ben a lokalizáió feltételein er®sítünk.13



Tétel 2.3 A φI∪J állapot az A(I ∪ J) CAR-algebrán pontosanakkor Markov-állapot az {A(I\J)+,A(I),A(I∪J)} lokalizáióranézve, ha (4) fennáll.Itt A(I\J)+ a páros részalgebrát jelöli. A 2.2 Tétel egy enyhébbváltozatát Moriya már korábban bizonyította.3. CAR-algebrák állapotainak egy fontos osztályát jelentik akváziszabad állapotok, amelyek a klasszikus Gauss-eloszlás ana-logonjainak tekinthet®k. Megmutattam, hogy ilyen állapotokpontosan akkor Markov-állapotok, ha a marginálisaik szorzataiaz adott lokalizáióra nézve, vagyis függetlenek.4. A továbbiakban a bozonokat leíró CCR-algebrákkal foglalkoz-tam. Tekintsük a CCR(H) algebrát valamilyen H Hilbert-térfelett és rajta egy ψ normál állapotot. A
Cψ(f, g) := ψ(B+(f)B−(g)), f, g ∈ Hfüggvényt ψ 2-pont függvényének nevezzük, amennyiben létezik.Itt B− és B+ jelölik a bozon kelt® illetve eltüntet® operátorokat.A

〈g|Tf〉 = Cψ(f, g) (5)által de�niált pozitív T operátort ψ 2-pont operátorának hív-juk. Egy kváziszabad állapotot teljes mértékben meghatároz a2-pont operátora, ezért ezt szokás az állapot indexében is fel-tüntetni, és az állapot szimbólumának hívni. Petz Dénessel ki-számoltuk ψ és egy kváziszabad ωA állapot relatív entrópiáját.14



Tétel 2.4 Legyen ψ egy állapot a CCR(H) algebrán, melynek
T a 2-pont operátora. Ekkor ψ relatív entrópiája egy kváziszabad
ωA állapotra nézve
S(ψ‖ωA) = −S(ψ)−TrT logA(I +A)−1 +Tr log(I +A). (6)Következményként adódik, hogy egy kváziszabad ωA állapotrendelkezik a legnagyobb Neumann-entrópiával az összes A 2-pont operátorú állapot között.Tétel 2.5 Tekintsük ψ állapotot CCR(H)-n, melyre

ψ(B+(f)B−(g)) = 〈g,Af〉 (f, g ∈ H)valamely pozitív A ∈ B(H) operátorra. Ekkor S(ψ) ≤ S(ωA) ésegyenl®ség esetén ψ = ωA.5. Vizsgáltuk a Markov-tulajdonság teljesülését CCR-algebrákon.Tekintsük a H Hilbert-tér egy H1⊕H2⊕H3 ortogonális felbon-tását. Ekkor
CCR(H) = CCR(H1) ⊗ CCR(H2) ⊗ CCR(H3)és a Markov-tulajdonságot de�niálhatjuk egyenl®ségként a Neumann-entrópia er®s szubadditívitásában, ahogy tenzorszorzatokon szo-kás [15℄. Ha a ϕ123 állapot kváziszabad, akkor teljesen megha-tározza a 2-pont operátora. Célunk az, hogy leírjuk a Markov-tulajdonságot ezen operátoron keresztül.15



Tekintsük az ωA ≡ ω123 kváziszabad állapotot, ahol A egypozitív operátor H-n, az állapot 2-pont operátora. Ezen operá-tor a következ® blokkmátrixos alakba írható, H felbontásánakmegfelel®en:
A =





A11 A12 A13

A∗
12 A22 A23

A∗
13 A∗

23 A33



 .Jelölje Pi az ortogonális projekiót H-ról Hi-ra, (1 ≤ i ≤ 3).Természetesen, P1 + P2 + P3 = I és bevezethetjük az P12 :=
P1 + P2 és P23 := P2 + P3 jelöléseket. Petz Dénessel igazoltuka következ® tételt.Tétel 2.6 Tegyük fel, hogy A ∈ B(H) pozitív operátor és az
ωA ≡ ω123 egy kváziszabad állapot CCR(H)-n véges Neumann-entrópiával. Ekkor a következ® állítások ekvivalensek.(a) S(ω123) + S(ω2) = S(ω12) + S(ω23)(b) Trκ(A)+Trκ(P2AP2) = Trκ(P12AP12)+Trκ(P23AP23),ahol κ(t) = −t log t+ (t+ 1) log(t+ 1).() Létezik P ∈ B(H) projekió, melyre P1 ≤ P ≤ P1 + P2 és

PA = AP .A () feltétel azt jelenti, hogy A a következ® blokkdiagonálisformát ölti
A =









A11

[

a 0
]

0
[

a∗

0

] [

c 0
0 d

] [

0
b

]

0
[

0 b∗
]

A33









=









[

A11 a

a∗ c

]

0

0

[

d b

b∗ A33

]









, (7)16



ahol a, b, c, d, valamint 0 megfelel® operátorok.6. Vizsgáltuk a relatív entrópia minimalizálását a kvázisza-bad állapotra nézve, bizonyos feltételek mellett. Megmutattuk,hogy hasonlóan a klasszikus esethez [6℄, a minimalizáló állapotis Markov-tulajdonságú.Tétel 2.7 Legyen ω ≡ ωA egy kváziszabad Markov-állapot a
CCR(H) algebrán és ψ1 egy állapot CCR(H1)-n valamely 2-pont függvénnyel. Ha ψ minimalizálja az S(ψ||ωA) relatív ent-rópiát, úgy hogy a ψ|CCR(H1) = ψ1 marginális rögzített, akkor
ψ Markov-állapot.Megjegyzend®, hogy a ψ állapotnak ugyanaz a feltételes várhatóértéke, mint az adott ω állapotnak. A klasszikus valószín¶ség-számításban hasonló tétel bizonyítható. Hasonló tételt igazol-tunk a feltétel megváltoztatásakor.Tétel 2.8 Legyen ω ≡ ωA kváziszabad Markov-állapot CCR(H)-n. Ekkor létezik egy ψ állapot, mely minimalizálja a S(ψ||ωA)relatív entrópiát azon feltétel mellett, hogy ψ|A1-nak rögzítjük a2-pont függvényét. S®t, ψ is Markov-állapot.7. Ha 〈f |g〉 = 0, (f, g ∈ H), akkor a W (f),W (g) ∈ CCR(H)algebra elemek, az un. Weyl-unitérek kommutálnak és lehet®-ség nyílik összehasonlítani a Markov-tulajdonságot a klasszikusGauss-eloszlás, illetve a CCR-algebrán vett kváziszabad állapo-tok esetében. Azt kaptuk, hogy a kommutáló úgynevezett me-z®operátorok klasszikus értelemben is Gauss-eloszlású Markov-17



hármasokat alkotnak, míg a megfordítás nem igaz, sak bizonyosfeltételek mellett.3. A disszertáióhoz kapsolódópublikáiók1. V.P. Belavkin, J. Pitrik, Notes on the equality in SSA ofentropy on CAR algebra arXiv:math-ph/06020352. J. Pitrik, Markovian quasifree states on anonial antiom-mutation relation algebras, J. Math. Phys. 48(2007), 112110.3. A. Jen£ová, D. Petz and J. Pitrik, Markov triplets onCCR-algebras, Ata Si. Math. (Szeged), 76(2009), 625�648.4. D. Petz and J. Pitrik, Markov property of Gaussian statesof anonial ommutation relation algebras, J. Math. Phys. 50,1 (2009)5. D. Petz and J. Pitrik, Gaussian Markov triplets, köz-lésre elfogadva a Proeedings of the Quantum Bio-InformatisIII., QP −PQ Quantum Probability and White Noise Analysiskiadványban6. J. Pitrik, Markov triplets on CAR algebras, megjelenik aQuantum Probability and Related Topis, Vol. 25. kötetben18
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