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1. El6zmények

A sztochasztikus folyamatok elméletében kiemelkedd fontossagu
az a specialis eset, mikor adott jelenbeli &llapot mellett, a rend-
szer jovGbeli dllapota nem fiigg a miiltbeliektsl. Ezt a tulajdon-
sdgot szokas Markov-tulajdonsagnak hivni. Tekintslink egy X
valészintségi valtozot (v.v.), mely az értékeit az X véges hal-
mazbdl veszi fel, s melynek a valoszintségi eloszlasa p(x) =
Prob{X = z}, z € X. X halmazt szokés allapottérnek, mig ele-
meit allapotoknak hivni. Sztochasztikus folyamaton valdszint-
ségi valtozok egy sorozatat értjiik. A folyamatot a p(z1,...,z,) =
Prob{(X1,...,Xn) = (z1,...,2,)} egyiittes valoszintiségek tel-
jesen meghatarozzak, ahol (z1,x2,...,2,) € X™ minden n =
1,2,...-re. Altalaban egy sztochasztikus folyamatban tetszo-
leges kapcsolat lehet a v.v.-k kozott. Egy egyszertd, de fontos
speciélis eset, mikor egy v.v. bekdvetkezésének valdszintisége
kizardlag az 6t eggyel megel6z6 v.v. bekovetkezési val6szint-
ségétol fiigg, az azt megel6z6ekétsl nem. Az ilyen sztochasz-
tikus folyamatot hivjuk diszkrét, megszamlalhaté allapottert
Markov-lancnak, réviden Markov-lancnak. A legtobb esetben
csak harom valészintiségi valtozo viszonyara fogunk szoritkozni.
Azt mondjuk, hogy az XY és Z v.v.-k Markov-harmast alkot-
nak (jelben X — Y — Z), ha az egyiittes valoszintiségiikre
fennall, hogy

p(x,y,2) = p(z)p(ylz)p(]y),

ahol
_ Prob{X =2z,Y =y}

plylz) = Prob{X = z}




a feltételes valoszintiség. Ha Z reprezentéalja a jovGbeli allapotot,
Y ajelent, mig X a multat, a Markov-tulajdonsag azt fejezi ki,
hogy egy adott jelenbeli allapotban a jové fiiggetlen a multbeli
allapotoktol, mas szdval a jovs csak a jelenen keresztiil fiigghet
a multtol, vagyis a folyamatnak nincs emlékezete. Tanulsigos a
Markov-lancokat megvizsgani informéaciéelméleti szempontbol.
A modern informaciéelmélet alapjait Claude Shannon rakta
le 1948-ban publikalt két cikkével. A donts lépést kétségtele-
niil azzal tette meg, hogy matematikailag preciz megkozelitését
adta az informécio6 fogalmanak. Tiszteletére, egy X diszkrét v.v.
bizonytalansaganak a mértékét Shannon-entrépianak nevezziik:

H(X) = -3 p(a)logp(a).

reEX

(Ha a log kettes alapu, az entropiat bitekben adjuk meg, mig
természetes alapi logaritmus esetén az egységét nat-ben mér-
jik.) Konnyen ellendrizhetd, hogy a Shannon-entropia valoban
kifejezi azt, amit az informéci6 fogalméatol intuitive varunk. Pél-
daul jol jellemezhets vele v.v.-k viszonya. Két v.v.-t tekintve
kénnyen megmutathatd, hogy a Shannon-entrépia szubadditiv,
azaz,

HX,Y)<HX)+H(®Y),
ahol H(X,Y) = =3y ,eyP(®,y)logp(z,y) jeldli az X és Y

v.v.-k egyiittes entropiajat, ami az (X,Y) par teljes bizonyta-
lansagat jellemzi. EgyenlGség pontosan akkor all fenn, ha X
és Y fiiggetlenek. Harom v.v.-ra kiterjesztve vizsgalatunkat azt

kapjuk, hogy a Shannon-entrépia erésen szubadditiv, azaz

H(X,Y,Z)+H(Y) < H(X,Y)+ H(Y, Z).



Itt egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha X — Y — Z, azaz
XY és Z Markov-harmast alkotnak. Példaként megemlitjiik,
hogy tobbvéltoz6s normal eloszldstt Markov-harmasok karakte-
rizacidja megadhaté tobbek kdzott kovariancia matrixuk segit-
ségével [4].

A Markov-lancok az egyik legtobbet kutatott és legtobb al-
kalmazassal bir6 teriilete a sztochasztikus folyamatok elméle-
tének, igy természetes modon meriilt fel az altalanositasok igé-
nye. Dolgozatomban a Markov-tulajdonsdg nemkommutativ va-
l6szintiségek esetére torténs kiterjesztését vizsgaltam, ami szoros
kapcsolatban van a kvantumfizikaval.

A XX-dik szazad fordulojan a mikrorészecskékkel kapcsola-
tosan tobb olyan jelenséget is tapasztaltak, melyek a klasszikus
fizika keretein beliil nem voltak magyarazhatdak. Ezek odaig ve-
zettek, hogy az 1920-as években t6bbek kozott Werner Heisen-
berg és Frwin Schrédinger munkassaga soran teljesen 0j fizika
képe kezdett kirajzolédni. Neuwmann Jdnos éppen Gottingen-
ben dolgozott, mikor Heisenberg az elsG el6adasokat tartotta Gj
elméletérsl. Neumann felismerte, hogy Heisenberg és Schrodin-
ger elmélete mogdtt ugyanaz a matematikai tartalom talalhaté
és lefektette a kvantumelmélet preciz matematikai alapjait a
Hilbert tér linearis operatorainak kutatésaval [14]. A tovab-
biakban F.J. Murray-vel kézésen, a ma Neumann-algebraknak
nevezett operatoralgebrak vizsgalataba kezdett és megadta ezek
elsg klasszifikaciojat [13]. Ezt tekinthetjiik a nemkommutativ
valészintiségelmélet kiindulé pontjanak.

A nemkommutativ vagy kvantum valészintiségelméletben a
valoszintiségi valtozok szerepét egy egységelemes A C*-algebra
Onadjungéalt elemei veszik at. Valdszintiségi mértéken az A al-



gebra egy ¢ allapotat, azaz egy pozitiv, linedris funkcionaljat
értjiik, melyre ¢(1) = 1, ahol 1 € A az egységelem. Ekkor az
(A, @) part algebrai vagy absztrakt valosziniiségi mezének hiv-
juk, mig ha A nemkommutativ algebra, nemkommutativ val6szi-
ntiségi mezdrél beszéliink. Ha A kommutativ, akkor a Gelfand-
Naimark- illetve a Riesz-Kakutani-tétel kovetkeztében vissza-
juthatunk a klasszikus val6szintiségi mezshéz. Nemkommutativ
esetben A-t reprezentélhatjuk a H komplex szeparabilis Hilbert-
téren vett korlatos operatorok B(H) Neumann-algebrajanak ré-
szalgebrajaként. Ha a ¢ allapot tgynevezett norméal allapot
B(H)-n, azaz feltessziik, hogy gyengén folytonos, akkor léte-
zik pontosan egy p siirtiségi matrix (statisztikus operator) H-n,
melyre 0 < p = p* € B(H), Tr(p) =1 és ¢(A) = Tr (pA), min-
den A € B(H) esetén. Fizikai szempontbol B(H) onadjungalt
operatorait azonositjuk a fizikailag megfigyelhet6 mennyiségek-
kel (obszervébilisek), mig a ¢ normal allapotok jellemzik magat
a fizikai rendszert. Amennyiben a Markov-tulajdonsagot sze-
retnénk definidlni, sziikségiink van a feltételesség fogalmara. A
feltételes varhato érték fogalmat elGszor H. Umegaki definidlta
1962-ben, mint egy £ : A — B C A 1-normaju projekcidt az
A C*-algebrardl a B részalgebrara [19]. Az E leképezés teljesen
pozitiv egységtartd kétoldali B modulus J. Tomiyama egy téte-
lének kivetkeztében [18]. Azt mondjuk, hogy E kompatibilis a
¢ allapottal, ha ¢ o E = ¢. Sajnos Umegaki definiciéja nem t6-
kéletes a Markov-tulajdonsag kifejezésére, hiszen konnyti latni,
hogy egy ¢ allapot M,, ® M,,-n pontosan akkor lesz kompatibilis
egy M, ® I-ra vett Umegaki-féle feltételes varhato értékkel, ha
szorzatallapot, ami azt fejezi ki, hogy a marginélisai fiiggetlenek.
(Itt M,, az n X n-es komplex métrixok algebrajat jeloli, ami tipi-



kusan egy nemkommutativ C*-algebra.) Ez a jelenség késztette
L. Accardi-t és A. Frigerio-t 1978-ban arra, hogy 1j definiciéval
éljenek [3]. Tekintsiik egységelemes C*-algebrak egy C C B C A
harmasat. Altalanositott varhato értéken az adott harmasra
nézve egy teljesen porzitiv, egységtarto linearis E : A — B leké-
pezést értiink, melyre

E(ca) = cE(a), a€ AceC.

Az altalanositott varhato érték fogalméval a Markov-tulajdonsag
altalanositésa a kovetkez6képpen torténik [1, 2.

Definicié 1.1 Egy ¢ dllapotot az A C*-algebrdn Markov-dllapotnak
hivunk, ha létezik egy E dltaldnositott varhato érték a C C B C
A hdrmasra nézve, melyre teljesiilnek a kévetkezdk:

(i) ppoE=¢
(i) E(A\C) C (B\C),
ahol ¢p jeldli ¢ megszoritdisdt a B részalgebrdra.

Hasznalni fogjuk a Markov-harmas vagy Markov-triplet kife-
jezést is ¢ allapotra. Beldthaté, hogy ha ismét a kommuta-
tiv esetet tekintjiik, visszakapjuk a klasszikus értelemben vett
Markov-harmast. Az absztrakt definicié ellenére a nemkommu-
tativ (kvantum) Markov-dllapotok elmélete hamar viragzasnak
indult. T6bb altaldnositas és specidlis eset is gorcss ala keriilt
(itt csak a kvantum Markov-lancokra és mezskre valamint a
végesen korreldlt dllapotokra utalnék), melyek tobb szilardtest-
fizikai alkalmazast nyertek. Megemlitends tébbek kozott M.



Fannes, B. Nachtergaele és R.F. Werner munkassaga, akik
az antiferromagneses Heisenberg-modell alapallapotat talaltak
meg egy alkalmazasként [7]. Természetesen adodik a kérdés,
hogy lehetséges-e a Markov-édllapotok karakterizalasa informé-
cidelméleti modszerekkel, mint ahogy azt lattuk a klasszikus
esetben. Ha p egy normal ¢ allapot strtiségi métrixa, definial-
hatjuk a Neumann-entrépiat a

S(¢) = S(p) = —Trplogp

formulaval. Hasonl6éan a Shannon-entrépidhoz, a Neumann-
entropia is fontos szerepet jatszik Osszetett rendszerek korre-

S(¢12) < S(¢1) + S(o2),

ahol ¢1o az Gsszetett A;2 = A; ® Ag rendszer egy normél al-
lapota. Az egyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha ¢15 a
margindlisainak szorzata, vagyis ¢12 = ¢1 ® ¢2, ami a nem-
kommutativ analogonja valészintiségi valtozok fiiggetlenségének.
Ruskai bizonyitotta 1973-ban [10]. Tekintsitk B(H) Neumann-
algebra A, Ay és Ajs részalgebrait, melyekrdl tegyiik fel, hogy
harom kvantumrendszert reprezentalnak. Vegyiik ezek kiilon-
b6z8 A1a3 = A1 @ Ay @ A3, A1a = A1 @ Ay és Az = Ay @ Aj
Osszetételeit. Legyen ¢103 Aj23 egy normal dllapota és jelolje az
Ajia, Asg illetve As részrendszerekre vett megszoritasait rendre
@12, P23 €s ¢o. Ekkor fennall a Neumann-entropia erds szubad-
ditivitasa, azaz

S(¢123) + S(¢2) < S(¢12) + S(h23).



Sét, a fent vazolt esetben egyenlség pontosan akkor all fenn, ha
¢123 Markov-allapot. A tenzorszorzat rendszereken a Markov-
allapotok teljes karakterizaciojat 1994-ben adta meg P. Hayden,
R. Jozsa, Petz D. és A. Winter [8]. Osszetett fizikai rendszerek
esetén nem mindig elégséges a részrendszerek tenzorszorzatat te-
kinteniink, hiszen ebben az esetben az egyes részrendszereket le-
ir6 operatorok kommutalnak. Valéban, tekintsiink egy n szamu
v szabadségi foki azonos pontszeri részecskébdl 4llo kvantum-
rendszert, melyet H := L?(R”") Hilbert-tér sugarai jellemeznek.
Ha a v € 'H normalt, akkor

dp(z1,...,20) = |(21,. .. 20)2dey ... day,

megadja annak a valoszintiségét, hogy a ¢ hullamfiiggvénnyel
jellemzett n részecske az R¥™ konfiguracios tér egy (x1,...,%,)
pontjanak egy infinitezimalis kdrnyezetében talalhato. Mivel
azonban a kvantumfizikiban az azonos részecskék megkiilon-
boztethetetlenek, ez a tulajdonsag tikrézédik a v hullamfligg-
vény szimmetridjaban a részecskék koordinatdinak felcserélése-
kor. Ezen koordindtacserék megadjak a permutaciécsoport egy
unitér abrézolasat, melynek két részabrazolasa bir kiemelt jelen-
téséggel. Az els6 esetben 1 szimmetrikus a koordinatacserékre
nézve. Az igy transzformal6do részecskéket bozonoknak hivjuk
és az un. Bose-Einstein-statisztikdnak engedelmeskednek. A
mésodik esetben a hullamfiiggvény antiszimmetrikus a koordi-
natak felcserélésére. A megfelels részecskéket fermionoknak hiv-
juk és a Fermi-Dirac-statisztikat elégitik ki. A fermion hullam-
fliggvény antiszimmetridjanak fontos kvetkezménye a Pauli-elv,
mely szerint nem tartézkodhat egyszerre két fermion ugyanab-
ban az allapotban. Bozonokra a Pauli-elv nem all fenn, az egy



allapotban tartézkod6 bozonok szaménak nincs felsé korlatja.
Matematikailag ez azt jelenti, hogy az tgynevezett bozon kelté
illetve eltiintet6 operdtorok nem lesznek korlatosak, mely sza-
mos technikai nehézséget okoz. A problémék részben elkeriilhe-
tévé valnak, ha ezen operatorok bizonyos korlatos fliggvényeit
tekintjiik. Igy jutunk el a Weyl-operétorok fogalméhoz. A Weyl-
operatorok eleget tesznek egy specidlis felcserélési relacionak,
melyet kanonikus felcserélési relacionak hivunk, mig az altaluk
generalt algebrat az angol elnevezés utan CCR-algebranak ne-
vezziik. A fermionok esetén a kelt§ és eltiintet operatorok kor-
latosak, igy ezek targyalasa matematikailag egyszeriibb. Ezen
operatorok az ugynevezett kanonikus "anti-felcserélési" relacio-
nak tesznek eleget, az altaluk generalt algebrat CAR-algebranak
hivjuk. Megemlitjiik, hogy mind a CAR-, mind a CCR-algebra
esetén lehetGség nyilik a klasszikus Gauss-eloszlas analogonja-
nak a definidlasara. Valoban, a klasszikus valdszintiségszami-
tasban a Gauss-mérték olyan karakterisztikus fiiggvényhez ve-
zet, melynek exponensében egy kvadratikus forma 4ll. Ennek
logaritmusa igy egy masodfoku polinom és az Gsszes korrelacios
fiiggvény eltiinik a masodik rend f6l6tt. Megjegyzendds, hogy
J. Marcinkiewitz egy tétele szerint, ha egy véges rend f6l6tt el-
tiinnek a korrelaciok, akkor eltiinnek a mésodik rend f6l6tt is
és az egyiittes eloszlas normalis [11]. A fermionok és a bozonok
esetén is definidlhatjuk a korrelacids fiiggvényeket és a klasszi-
kus gondolatmenetet kovetve eljuthatunk a Gauss-mérték alta-
lanositasahoz, az tgynevezett kvaziszabad allapotokhoz. Ezen
allapotokban az Gsszes n-pont korrelacids fliggvényt meghata-
rozzdk a 2-pont fiiggvények, s6t ezen allapotok megkaphatok,
mint bizonyos hatéreloszlés tételek limeszei.
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Munkam soran a nemkommutativ Markov-allapotok analizi-
sét tiiztem ki célul. Sziikséges és elégséges feltételeket talaltam
ahhoz, hogy egy &llapot Markov-tulajdonsagi legyen. Megad-
tam keét fizikailag is relevans esetben (a fermionok illetve a bo-
zonok esetében) a Gauss-eloszlasnak megfelel§ kvaziszabad alla-
potokra a Markov-tulajdonség teljes karakterizaciojat. Vizsga-
l6dasaim soran, tobb 6nmagaban is érdekes eredményt talaltam,
kiilonos tekintettel bizonyos entropikus mennyiségekre vonatko-
zblag.

2. F6bb eredmények

1. Béar a Neumann-entrépia erds szubadditivitasa régota is-
mert, az eddigi bizonyitasok zo6me meglehetGsen bonyolult. Si-
keriilt egy viszonylag egyszert bizonyitdst adnom a Golden-
Thompson-Lieb-egyenl6tlenségre tAmaszkodva, melynek el6nye,
hogy nemcsak tenzorszorzatokon miikddik, hanem pusztan egy
nyomtarté feltételes varhato érték meglétét koveteli meg, ami
egészen altalanos esetekben létezik is. A bizonyitas tovabbi el6-
nye, hogy sziikséges és elégséges feltételt ad az egyenlGség ese-
tére.

Tétel 2.1 Tekintsiik az Ai123 C*-algebra Aqa, Asz és Ay részal-
gebrdit, tovdbbd legyen As C Ai2,Ass. Ai2s egy o123 nor-
mdal dllapotdra jeldlje rendre ¢p12, ¢a3 €s ¢ ennek megszoritd-
sait Ao, Aoz illetve Ao algebrdkra. Ha léteznek a nyomtarto
Eis: Ajaz — Ajg és Eoz : Ajaz — Ags feltételes vdrhato érté-
kek, melyekre E15 o Fo3 = FEa3 0 Eqo teljesiil, akkor a Neumann-
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entropidkra fenndll az erds szubadditivitds, azaz

S(¢123) + S(¢2) < S(¢12) + S(h23).

Tovdbbd, akkor és csak akkor kapunk egyenldséget, ha a megfe-
leld statisztikus operdtorok kielégitik a

IOg D123 + 10g D2 = 10g D12 + IOg D23.
egyenlelet.

Megjegyzendd, hogy az egyenlGség feltételei egyéb formaban is
kifejezhetGek [16, 17].

2. Lattuk, hogy egy harom tényezGs tenzorszorzat téren ponto-
san azok a Markov-allapotok, melyekre egyenlgség van a Neumann-
Markov-harmasok teljes karakterizacioja ismert [8]. Ezen rend-
szerek részrendszerei azonban kommutélnak, nagyban leegysze-
riisitve a vizsgilatokat. Tekintsiink egy megszamlalhato fermi-
onbdl allé rendszert, melynek elemeit indexelje az I megszam-
lalhato halmaz. Bar ekkor a rendszert leir6 A(I) CAR-algebra

izomorf a ®1M2((C)C C*-tenzorszorzattal, Am az izomorfizmus
nem 6rzi meg a természetes lokalizaciot. Méas széval, a diszjunkt
részrendszerek nem felcserélhetGek egymassal, szemben a ten-
zorszorzat rendszerekkel. Matematikailag tébbek koz&tt ebben
fejez6dik ki a Pauli-elv, még nem koélesonhaté fermionok kozott
is erds korreléaci6 van statisztikajukbol kifoly6lag. Szamunkra ez
azt jelenti, hogy a tenzorszorzatra vonatkozé bizonyitasok nem

12



alkalmazhatéak kozvetleniil a CAR-algebrak esetén. Ezen nehe-
zségek ellenére a Neumann-entrépia erésen szubadditiv marad,
ahogy az a 2.1 Tételbdl adodik, lévén létezik nyomtarté feltéte-
les varhato érték. Mas uton jutott hasonlé eredményre Araki és
Moriya [5].

Legyen I és J Z két tetsz6leges részhalmaza. Jelolje A(1TUJ),
A(I), A(J) és A(INJ) rendre az TUJ, I, J I NJ halmazokhoz
tartoz6 CAR-algebréikat, az ¢y, d1, ¢s és ¢rny allapotokkal.
Ekkor

S(¢1) + S(ps) = S(b1ns) + S(brua). (1)
Igazoltam, hogy ha az allapotok egy fontos osztalyara, az agyne-

vezett paros allapotokra szoritkozunk, a Markov-tulajdonséag és
a Neumann-entrépia erés additivitdsa ekvivalensek egymaéssal.

Tétel 2.2 Legyen ¢ruy a A(IUJ) CAR-algebra egy pdros dl-
lapota. Ekkor ¢ru; Markov-dllapot az {A(I\ J), A(I),
AT U J)} lokaliziciora nézve, azaz létezik eqy v dltaldnositott
vdrhatd érték az A(I\ J) C A(I) C A(I UJ) hdrmasra nézve,
melyre fenndllnak a
¢roy = druJ, (2)

E(A(J)) C A(INJ), (3)
feltételek, akkor és csak akkor, ha egyenldség teljesil a Neumann-
entrdpia erds szubadditivitisdban, azaz

S(¢r) + S(¢) = S(b1ns) + S(d10s)- (4)

Sikeriilt az allapot paritasara tett megszoritas enyhitése is, amennyi-
ben a lokalizacio feltételein erdsitiink.
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Tétel 2.3 A ¢ryy dllapot az A(I U J) CAR-algebrin pontosan
akkor Markov-dllapot az { A(I\J)*, A(I), A(IUJ)} lokalizdciéra
nézve, ha (4) fenndll.

Itt A(1\J)™ a paros részalgebrét jeloli. A 2.2 Tétel egy enyhébb
véltozatat Moriya méar kordbban bizonyitotta.

3. CAR-algebrak allapotainak egy fontos osztalyat jelentik a
kvaziszabad allapotok, amelyek a klasszikus Gauss-eloszlas ana-
logonjainak tekintheték. Megmutattam, hogy ilyen allapotok
pontosan akkor Markov-allapotok, ha a marginélisaik szorzatai
az adott lokalizaciora nézve, vagyis fiiggetlenek.

4. A tovabbiakban a bozonokat leir6 CCR-algebrakkal foglalkoz-
tam. Tekintsiik a CCR(H) algebrat valamilyen H Hilbert-tér
felett és rajta egy 1 normal allapotot. A

Cy(f,9) :=v(BT(f)B (9)), fgeH

fiiggvényt ¢ 2-pont fliggvényének nevezziik, amennyiben létezik.
Itt B~ és Bt jelolik a bozon keltd illetve eltiintetd operatorokat.
A

ITf) =Cy(f.9) (5)

altal definialt pozitiv T' operatort ¢ 2-pont operatoranak hiv-
juk. Egy kvéziszabad &llapotot teljes mértékben meghataroz a
2-pont operatora, ezért ezt szokas az allapot indexében is fel-
tlintetni, és az allapot szimboluménak hivni. Petz Dénessel ki-
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Tétel 2.4 Legyen ¢ egy dllapot a CCR(H) algebrdan, melynek
T a 2-pont operdtora. Ekkor 1 relativ entrépidja eqy kvdziszabad
wa dllapotra nézve

S(W)|wa) = =S() — TrTlog A(I 4+ A)~! + Trlog(I + A). (6)

Kovetkezményként adodik, hogy egy kvaziszabad w4 allapot
rendelkezik a legnagyobb Neumann-entrépidval az Gsszes A 2-
pont operatoru allapot kozott.

Tétel 2.5 Tekintsik ¢» dllapotot CCR(H)-n, melyre

(BT (f)B(9)) = (9. Af) (f.9 €M)

valamely pozitiv A € B(H) operdtorra. Ekkor S(¢) < S(wa) és
egyenldség esetén v = wa.

5. Vizsgaltuk a Markov-tulajdonsag teljesiilését CCR-algebrakon.
Tekintsiik a H Hilbert-tér egy H1 @ Ha @ Hs ortogonalis felbon-
tasat. Ekkor

CCR(H) = CCR(H1) ® CCR(Hz) ® CCR(Hs)

és a Markov-tulajdonsagot definialhatjuk egyenlGségként a Neumann-

kas [15]. Ha a ¢193 allapot kvaziszabad, akkor teljesen megha-
tarozza a 2-pont operatora. Célunk az, hogy leirjuk a Markov-
tulajdonsagot ezen operatoron keresztiil.
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Tekintsiik az wq = w123 kvaziszabad éallapotot, ahol A egy
pozitiv operator H-n, az allapot 2-pont operédtora. Ezen opera-
tor a kovetkezd blokkmaétrixos alakba irhaté, H felbontasanak
megfelelGen:

Apr A Agg

A= A%y As Ag

Afz  Azz Ass
Jelolje P; az ortogondlis projekciot H-rol H;-ra, (1 < i < 3).
Természetesen, P, + P, + P3 = I és bevezethetjik az P5 :=

P + Py és Po3 := P + P5 jeloléseket. Petz Dénessel igazoltuk
a kovetkezd tételt.

Tétel 2.6 Tegyiik fel, hogy A € B(H) pozitiv operdtor és az
wA = w123 egy kvdziszabad dllapot CCR(H)-n véges Neumann-
entropidval. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(a) S(wi23) + S(wa) = S(wi2) + S(wa3)

(b) TTH(A) + TT‘K(PQAPQ) = TTK(PlgAP12)+ TTH(PQgAPQg),
ahol k(t) = —tlogt+ (t + 1) log(t + 1).

(c) Létezik P € B(H) projekcio, melyre Py < P < Py + P5 és
PA = AP.

A (c) feltétel azt jelenti, hogy A a kovetkezd blokkdiagonalis
format olti

All a 0 0 A11 a
a* c 0 0 a* c 0

A= {0} 0 d M - 0 a vl @
0 0 b*| Ass b*  Ass
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ahol a, b, ¢, d, valamint 0 megfelel6 operatorok.

6. Vizsgaltuk a relativ entrépia minimalizalasat a kvazisza-
bad allapotra nézve, bizonyos feltételek mellett. Megmutattuk,
hogy hasonloan a klasszikus esethez [6], a minimalizal6 allapot
is Markov-tulajdonségu.

Tétel 2.7 Legyen w = wa egy kvdziszabad Markov-dllapot a
CCR(H) algebrin és ¢y egy dllapot CCR(H1)-n valamely 2-
pont fiigguvénnyel. Ha 1 minimalizdlja az S(¢|lwa) relativ ent-
ropidt, ugy hogy a ¥|CCR(H1) = Y1 margindlis rigzitett, akkor
1 Markov-dllapot.

Megjegyzendd, hogy a 1 allapotnak ugyanaz a feltételes varhato
értéke, mint az adott w allapotnak. A klasszikus valdsziniiség-
szamitasban hasonlé tétel bizonyithat6. Hasonlé tételt igazol-
tunk a feltétel megvaltoztatasakor.

Tétel 2.8 Legyen w = wy kvdziszabad Markov-dllapot CCR(H)-
n. Ekkor létezik egy v dllapot, mely minimalizilja a S(¢||wa)
relativ entrépidt azon feltétel mellett, hogy ¥|.A1-nak régzitjik a
2-pont fiigguényét. Sot, v is Markov-dllapot.

7. Ha (flg) = 0, (f,g9 € H), akkor a W(f),W(g) € CCR(H)
algebra elemek, az un. Weyl-unitérek kommutalnak és lehetd-
ség nyilik 6sszehasonlitani a Markov-tulajdonsagot a klasszikus
Gauss-eloszlas, illetve a CCR-algebran vett kvéziszabad allapo-
tok esetében. Azt kaptuk, hogy a kommutél6 igynevezett me-
zGoperatorok klasszikus értelemben is Gauss-eloszlasi Markov-
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harmasokat alkotnak, mig a megforditas nem igaz, csak bizonyos
feltételek mellett.
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