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1 Bevezetés

A miiszaki tervez0 munkajanak jelentds részét a tervezett objektum alakjanak meghata-
rozasara ¢€s szemléltetésére iranyul6 tevékenységek teszik ki. Az alakzatok numerikus megha-
tarozasa szempontjabol a geometria a legfontosabb tényezd. Ezért az elmult évtizedekben a
geometriai modellezés kutatasara, a geometriai modellez6 rendszerek fejlesztésére a vilag kii-
16nb6z6 orszagaiban kutatocsoportok alakultak.

Napjainkban mar latvanyos eredményeket értek el a geometriai modellezés terén,
ugyanakkor a tetszéleges bonyolultsagi 3D-s objektumok geometriai modellezésének altala-
nos elméletét eddig csak részben sikertilt kidolgozni. A gyakorlatban mindez azt jelenti, hogy
a modellezési folyamatban a szerkesztési lehetdségek korlatozottak.

A haromdimenzids vilagunkban eléforduldé bonyolult alaku targyak megfelelé modelle-
zésére €s valosaght képi megjelenitésére a CAD-rendszerek (Computer Aided Design) spline-
technikan alapulé matematikai modszereket hasznalnak.

Spline-gorbének (ill. feliiletnek) nevezziik — szabadon fogalmazva — az intervallumon-
ként azonos tipusu fliggvényekkel leirt gorbeivekbdl (ill. feliiletfoltokbol) allo dsszetett gorbét
(feliiletet), amely ivek (feliiletdarabok) eldirt csatlakozasi feltételeknek tesznek eleget.

A gorbék és feliiletek tobbféleképpen irhatok le. A szamitogéppel segitett tervezés sza-
mara a modelleket leir6 spline-fliggvényeknek paraméteres alakban vald6 megadasa a leggya-
koribb. A gorbék megadasa egyparaméteres, a feliiletek megadéasa kétparaméteres vektor-
fliggvényekkel torténik.

Ha a két paraméter csak a [0, 1] intervallumon véltozik, akkor az R(¢,u) vektorfiigg-
vény egy feliiletdarabot ir le, amely ugy tekinthetd, mint a paramétersik [0, 1] x [0, 1] egy-
ségnégyzetének képe az R(z,u) fliggvény altal definialt leképezés mellett.

A feliiletdbrazolasnak jol bevalt modszere a paramétervonalak halozatanak megrajzola-

sa. A paramétervonalak az R(¢,,u), ill. R(z,u,) fliggvényekkel leirt feliileti gorbék. Speciali-
san a feliiletdarabot hatarol6é gorbék: az R(0,u), R(l,u) t paramétervonalak, és az R(z,0),

R(z,1) u paramétervonalak.

A disszertacidban a szerzO trigonometrikus, racionalis €s polinom sulyfiiggvényekkel
definialt spline-gorbéket és feliileteket mutat be gorbe- €s feliiletmodellezési problémakra.

A masodik fejezetben interpolacios pontokra illesztett gorbét definial trigonometrikusan
sulyozott spline-ként, amelynek gorbeiveit koriveknek és egyenes szakaszoknak konvex
kombindacioja allitja eld aszerint, hogy harom egymas utan kovetkezé pont egy koron vagy
egy egyenesen van. Az igy definialt spline-gorbe gorbiilet-folytonos lesz, sot a csatlakozopon-
toktdl eltekintve végtelen sokszor differencialhato.

A trigonometrikus sulyfliggvényeket racionalis sulyfiiggvényekkel is helyettesiti.
Alkalmazasként poligonok csucsainak lekerekitésére mutat példat.

A harmadik fejezetben olyan altalanos eltolasi feliiletet definial, amelynek vezérgorbéje
trigonometrikusan sulyozott spline, generaldé gorbéje pedig egy harmadfoku Bézier-gorbe. A
feliiletfoltokat tehat vegyes tipusu, egyik irdnyban trigonometrikus, a masik iranyban pedig
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polinomialis kétparaméteres vektorfiiggvény irja le. A szomszédos foltok G'-rendben csatla-
koznak egymashoz.

Tovabbi alkalmazast mutat a negyedik fejezetben két vezérgorbével definialt szabadon
formalt eltolési feliilet szarmaztatasara €s az alaki paraméterek megvalasztasara.

Az 6todik fejezet két feliilet kozti rés 6sszekapesolasara olyan modszert mutat be, ahol a
rés masik két oldalanak hatdrvonalat szabadon adjuk meg; valamint harom feliilet altal hata-
rolt haromszoglyuk kitoltésére ad eljarast. Az adott feliiletek és gdrbék csatlakozasatol fliggd-
en, valamint a sulyfiiggvények megvalasztasaval G', C' és C’-folytonos csatlakozast értiink
el.

A hatodik fejezet — a tervezéstdl kicsit elszakadva — elemzi a kidolgozott algoritmuso-
kat, és megvizsgalja azok ill. a szdmitas hatékonysagat.

2 Trigonometrikusan sulyozott interpolacios spline-gorbe

A haromdimenzios E* euklideszi térben adott pontsorozaton 4thalado, azonos modon definialt
ivekbdl 0sszetett gorbét készitlink ugy, hogy a gorbe az ivek csatlakozasi pontjaiban gorbiilet-
folytonos legyen. A gorbeiveket az adott pontokon athalad6 koriveknek vagy egyenes szaka-
szoknak trigonometrikus sulyfiiggvényekkel képezett kombinacidjaként fogjuk leirni, ezért
azt mondjuk, hogy az adott pontsorozatra trigonometrikusan stlyozott interpolacids spline-
gorbét illesztiink. A két szomszédos pont kozotti gorbeivre eldirjuk, hogy egyenes szakaszt
ill. korivet allitson el6 abban az esetben, ha az adott pontsorozat négy egymas utdni eleme egy
egyenesen ill. egy koron van.

2.1 A trigonometrikusan sulyozott interpolacios spline-gorbe eloallitasa

Adotta { P;, P, P3,..., P, } E? interpolacids pontok halmaza.

Kerestink egy olyan, trigonometrikus ivekbdl all6 gorbiilet-folytonos gorbét, amely athalad az
adott pontokon, ¢s visszaadja a korivet és egyenes szakaszt, ha azokon legalabb négy interpo-
lacids pontot valasztunk.

A gorbét a kdvetkez6 algoritmussal allitjuk elo:

1. Iépés: Az elso kettd és az utolso két pont kozotti gorbeivek definialasa végett kiegészitjiik a
pontsorozatot a Py és P,+; pontokkal (1asd 2.2).

2. 1épés: Elkészitjiik az i-edik gorbeivet (i=1,...,n—1):

e hatidrozzunk meg egy kort vagy egyenest a P, ;, P; és P;; pontokon keresztiil, és ennek a
P; és P;y; kozotti darabja legyen il

e hatidrozzunk meg egy kort vagy egyenest a P;, P, és P;i» pontokon keresztiil, és ennek a
P; és P kozotti darabja legyen V[T

Az [P és iv[iP® gorbeiveket paraméteres vektoregyenlettel adjuk meg a [0, 1] interval-

lum felett.



o képezziik az iv[i]"(¢) és Iv[if°™(f) gorbék konvex kombinaciéjat Gigy, hogy az eredmé-
nyiil kapott gérbe olyan legyen P; és P+, kozott, hogy a P; ponthoz kézel az iv[i]™(¢)-re,
a Pi.; kornyezetében pedig iv[iF°"(¢)-re hasonlitson:

giv[i)(t) := cos’(¢-Z) -iv[i]™(¢) + sin® (1-Z) AV[i}**(7) , (2.1)

tel0,1], i=1,...,n—-1
3. Iépés: Az ilyen mdédon meghatarozott gérbeivek unidja a kivant interpolacios gorbe.

iv[4] bal

Megjegyzés Ez a gorbe lokalisan modosit-
hatd, azaz alakja csak az elmozditott pont
1+ valamely jol meghatarozhaté kdrnyezetében
= valtozik.

1. abra: Az i-edik gorbeiv

2. 1. 1. tétel A fenti (2.1) képlettel keészitett trigonometrikusan sulyozott spline-gorbe ivei

gorbiilet-folytonosan csatlakoznak egymdshoz.

2.2 Peremfeltételek

Az interpolacios gorbe n — 1 gorbeivbdl all, és minden iv a két végpontjaval és még két
szomszédos ponttal meghatarozott, atfedd egyenes ill. kor konvex kombinéacidja. Emiatt az el-
sO és utolsod gorbeiv definicidja megkivanja a pontsor kibdvitését. A Py és P,.; pontok
megvalasztdsa kiilonb6z6 peremfeltételeknek megfelelen torténhet.

a) Természetes peremfeltétel
A kezdé- illetve a végpontban a gorbe gorbiilete nulla.
Ekkor

Po=P; +(P1—P2). Pua =P, (P, = Py1)
ahol p, a P; pont helyvektorat jeloli.

b) Periodikus peremfeltétel
Ilyen esetben P; = P,. Legyenek
P()ZZP,,,J, P,,H I:PZ.

¢) Koriv szerinti peremfeltétel



Haa P;, P,, P; pontokon atmend kor kozéppontjat C-vel, a CTD1 és C—P2 vektorok altal be-
zart szoget pedig ¢@-vel jeloljik, akkor a Py pontot
Po ::c+2-cos¢)-agl—C732
Osszefiiggéssel hatarozzuk meg.
A P,:; pontot pedig a
P :=k+2~cos5-K—Pn—Fn_1

képlettel, ahol K a P,, P,;, P,> pontok koré irt kor kézéppontja, & pediga KP, ; és KP,
vektorok altal bezart szog. (A pontok helyvektorat a megfeleld kisbetiivel jeloltiik.)

2.3 Sulyfiiggvények és paraméterezés

A trigonometrikus ivekbdl allo gorbiilet-folytonos gorbe eldallitdsahoz trigonometrikus stly-
fliggvényeket hasznaltunk:

u(t) = sin’ (t %) €s

1 - pu(t)=cos’(1-Z), 0<t<I.
Hatranya ennek a paraméterezésnek, hogy a trigonometrikus fliggvényértékek szamolasa a
gépi szamitast lelassitja, valamint a szamolas a 0° kdzelében instabil.
A gyakorlatban azonban legtobbszor polinomokat vagy racionalis tortfiiggvényeket alkalmaz-
nak sulyfiiggvényekként. Ennek praktikus okai vannak: konnyen lehet szdmolni veliik, szami-
togépen konnyen tarolhatok. Polinom esetén a derivaltja, integralja is egy-egy polinom, ame-
lyeknek egylitthatoit algebrai uton egyszertien ki lehet szamolni.

Ha a ¢-Z4 radianban adott szdget ¢-vel jeloljik, akkor a trigonometriabol ismert

»

t = tg —-es helyettesitéssel attérhetiink racionalis tortfliggvény alakt stlyfiiggvényekre:
,\2
4¢* ) (1 —t )
u() = > ¢ l—pu(t)=——>2=, 0<s<1
(1 + t2) (1 + t2)

Tudjuk, hogy alkalmas paraméterezés megvalasztasaval javithatd a szamitott pontok
gorbe menti eloszlasa, igy a gorbérdl jobb, egyenletesebb grafika nyerhetd. A szamitasokat mi
raciondlis paraméterezéssel végezziik el a gyakorlatban legtobbszor alkalmazott in. normalt
tartomany valasztasa mellett: 0 <7 < 1, de az elméleti targyaldsban a trigonometrikus fiiggvé-
nyek és derivaltjaik attekinthetbbek. Mivel a kétféle paraméterezéssel ugyanazokat a gorbé-
ket és feliileteket allitjuk eld, és a derivaltak a perempontokban ugyanazokat az értékeket ad-
jak, a csatlakozasi viszonyokra vonatkozo tételeket a trigonometrikus alakban adott stulyfiigg-
vényekkel bizonyitjuk.



2.4 Alkalmazas

Tekintstink egy példat a trigonometrikusan stlyozott interpolacids spline-gdrbe gyakorlati al-
kalmazasara. Egy poligon cstcsait kerekitjiik le adott sugarti korivekkel.

Adott a poligon a csucspontjaival: { Q;, Os, O3, ..., O, } és a lekerekitési korok 7;
(i=2,..,n—1)sugara. Az adott torott vonal mentén felvessziik az interpolacios pontokat,
amelyek a lekerekitd koriveknek a poligon oldalain 1év6 érintési pontjai, és azoktdl adott, elég

kicsi € tdvolsadgra mindkét iranyban tovabbi egy-egy pontot a koriven és a poligon oldalan.

Legyen S :={ P, Py, Ps, ..., P} c E* (k= (n—2)-6+2) az interpolaciés pontok sorozata,
amely a spline-gorbe meghatarozé adata. Ebben az esetben a Q; és (@, pontoknal nincs
csucs, ezeket nem kell lekerekiteni, igy a természetes peremfeltételt hasznalhatjuk. A Py pon-
tokra alkalmazzuk az el6zdekben leirt eljarast, és létrehozzuk a P;, P>, P;, ..., P, pontokon
atmend trigonometrikusan sulyozott spline-fliggvényt. Ez a gorbe egy érintélegesen csatlako-
z6 koriv és egyenes szakasz parost négy gorbeivvel helyettesit. Nevezetesen az € tavolsaggal
mindkét végén megroviditett koriv €s egyenes szakasz kozott két gorbiilet-folytonosan csatla-
kozo6 atmeneti gorbeivet tartalmaz.

2. dbra: Térbeli poligon 3. dbra: A csucsoknal lekerekitett poligon

3  Vegyes tipusu feliiletfoltokbdl allo eltolasi feliilet

A 2. pontban eldallitott trigonometrikusan sulyozott spline legyen a feliilet vezérgorbé-
je. Generalo gorbeként négy kontrollponttal adott Bézier-gorbét valasztunk, és a vezérgdrbe
mentén ,,mozgatjuk”.

A gorbeivek csatlakozasi pontjaiban elhelyezziik a Bézier-gorbe kontrollpoligonjat. En-
nek a térbeli helyzetét szabadon valaszthatjuk meg. Mivel a vezérgorbe altalaban nem sikgor-
be, a kontrollpoligon alkalmas pozicionalasdhoz a végpontokhoz lokalis koordinata-
rendszerként a pontbeli kisérd triédert rendeljiik. Kiindulasként tekintjiik a vezérgorbe kezdo-
pontjaban megadott kontrollpoligon csucsait és azok koordinatait a kezddpontban felvett loka-



lis koordinata-rendszerben. Feltehetjiik, hogy a kisérd triéder a vezérgorbe iveinek kezdo- és
végpontjaban is 1étezik.

Legyen Vi ( k=1, .., 4 ) a Bézier-gérbe négy alappontja. Egy koordinata-rendszer
transzformacidoval a V; pontot a vezérgorbe P; interpolacids pontjaba, a giv[i](z) gorbe
P; := giv[i](0) pontjaban vett kisérd triédere altal meghatarozott koordinata-rendszerbe he-

lyezziik, legyen ez I}ll Ugyanez a transzformacidé meghatarozza a masik harom alappontot,
¢s ezaltal a kobos Bézier-gorbe kezddpontja is a gérbeiv kezddpontjaba keriil. Hasonloképpen
helyezziik el a kontrollpoligont a giv[i](¢) iv P+, = giv[i](1) végpontjahoz tartozé kisérd
triéder koordinata-rendszerébe is, ez a Vl 111 ponttal kapesolodik a vezergdrbe Pii; pontja-

hoz. A gorbeiv kozbiils6 pontjaiban a kontrollpoligon csticspontjait a két végpontjahoz rendelt

I}i’k és I% ax (k=1,...,4) pontokbdl készitett konvex kombinacioval definialjuk:
Via(@) = givli](0)
Vi) = cos’ (t-Z)-V,  +sin’ (- £) -V, + giv[il(0) (3.1)

t e [0, 1], i=1,....,n—-1, k=234

A fenti szerkesztést minden gorbeivre (i =1, ..., n — 1 ) elvégezziik. Ezaltal a kobos
Bézier-gorbe kontrollpoligonjat végigvissziik a trigonometrikusan stlyozott spline vezérgor-
bén, majd minden pontban elkészitjiikk a Bézier-gorbét. Az eltolasi feliiletet igy vegyes tipusu,
egyik iranyban trigonometrikus, masik irdnyban pedig polinomialis kétparaméteres vektor-
fliggvény irja le:

-1 3 =3 1[|V,®

3 -6 3 0f |V,
Rl-(t,u)Z[u3 u' u 1] : 20 =

-3 3 0] |Vis(0

1 0 0 0]|V.0®

T
’

:[303(”) Bi3(u) By(u) B33(“)]'[Vi,1(f) Via () Vi5(0) Vi,4(t)}
buel01], i=1,..,n—1 (3.2)

ahol Bj3(u) (j =0, ..., 3 ) stlyfiiggvények a Bernstein alappolinomok, amelyek a harmadfoka
polinomtér bazisat alkotjak.

3. 1. tétel A fent definidlt (3.2) R,(t,u) feliiletfoltok normdlis-folytonosan kapcsolodnak

egymdshoz, vagyis az érintosik az egyik feliilet darabrol a masikra valo atlépéskor folytono-
san valtozik.



4. abra: A vezérgorbe és a generalo gorbe 5. abra: Az eltolasi feliilet
kontrollpoligonja

4 Két vezérgorbével definialt altalanositott eltolasi feliilet

4.1 Két vezérgorbével és egy generalo gorbével definialt feliiletek

Legyena P;; (i=1, ..., n) interpolacidés pontokon atmend trigonometrikusan sulyo-
zott spline-gorbe giv(?), ésa P,; (i=1, ..., n ) pontokat interpolalo gérbe civ(¢), (z € [0, 1])
a két vezérgorbe. A generalo gorbe a Vi ( k=1, ... ,4) kontrollpontokkal adott Bézier-gorbe.
Az i-edik (i=1, ... ,n— 1) gorbeivekhez tartozo kontrollpoligont a kdvetkezdképpen kapjuk:
e aJ; kontrollpontot a giv[i]() gorbe giv[i](0) pontjdba helyezziik az ezen ponthoz tartozo

kisérd triéder koordinata-rendszerében, igy V;, adodik. Ugyanez a transzformacid a V>

alappontot a I}i,Z pontba viszi szintén a giv[i](0) ponthoz tartozé kisérd triéder koordina-

ta-rendszerében.
e AV, kontrollpontot a civ[i](f) gorbe kezd6pontjaba helyezziik, a ponthoz tartozo kisérd

triéder koordinata-rendszerébe vald transzformalassal: I}i,4 adodik, majd ugyanebben a
koordinata-rendszerben 1%,3 -t is kiszamitjuk.

o Igy a gorbeivek kezdSpontjaban létrehozzuk a I}i’k ( k=1, ..,4) pontokkal adott

kontrollpoligont.
e Ezt aivek végpontjdban is elvégezziik, s a I}, ax (k=1,..,4) kontrollpontokat kapjuk.

o A gorbeivek kozbiilsé pontjaiban a kontrollpoligont a kdvetkezOképpen definialjuk:
Via () = giv[il(®)
Via(t) = cos® (1-5) Vi +sin’ (¢-5) Vi, +giv [11(0)

Vis(t) = cos® (t-%) -V +sin’ (¢-£) -V, 5 + civ[i](0)



V4 () =civiil()

tel0,1], i=1,....n—1.

Ezzel az eljarassal a V;; a giv[i](¢) gorbén,a 171»54 pont a civ[i](f) gorbén ,,csuszik”.

A generalt harmadfokt Bézier-gorbék halmaza lesz a definialt feliilet egyik paraméter vonal-
serege, €s a trigonometrikusan sulyozott spline-gorbék alkotjak a masik paraméter vonalsere-
get.

4. 1. 1. tétel A Bézier-gorbék kontrollpontjainak palyagorbéi érinto-folytonosan csatlakozo
gorbeivekbol allnak.

A tételbdl kovetkezik, hogy a feliiletfoltok normalis folytonosan csatlakoznak egymas-
hoz. Ez azt jelenti, hogy a szomszédos feliiletfoltok feliileti normalisai a csatlakozd gorbe
pontjaiban parhuzamosak és egyiranyuak. Ilyenkor valamely feliileti gorbe mentén haladva az
egyik feliilet darabrdl a masikra valo atlépéskor az érintd sik folytonosan valtozik. Ekkor azt
mondjuk, hogy a feliilet sima.

180 f—W_ID

0 0

W 80 &0 W@ g 3™

6. abra: Két vezérgorbe és a generadlo gor- 7. abra: Szabadon formalt eltolasi feliilet
be kontrollpoligonja

Megjegyzés Az igy szerkesztett feliilet jol
alkalmazhat6 az un. ,,borondsarok lekereki-
téseknél” is. A két vezérgorbét a poliéder
szomszédos oldallapjain ugy vettiik fel,
hogy a lekerekitést a vizsgalt sarok mentén
végeztiik el. A felsé vezérgorbe lekerekitd
sugara g, az als6é p. € értéke olyan kicsi,

amelyet a szerkesztés még megenged. A
Bézier-gorbét ugy adtuk meg, hogy a sa-
rokban az érinték az oldallapokon legye-
nek, igy a kapott eltolasi feliilet a poliéder 8. abra: Lekerekitett konvex sarok
oldallapjaihoz érint6legesen csatlakozik.



4.2 Feliiletgeneralas alaktarto Bézier-gorbével

Mivel a feliilet definidldsakor a Bézier-gorbe kontrollpoligonjanak térbeli helyzetét és
oldalainak hosszat bizonyos mértékig szabadon valaszthatjuk meg, a definialt feliilet alakjat
nemcsak a meghataroz6 gorbék megvalasztasaval, hanem tovabbi geometriai feltételek eldira-
saval is befolyasolhatjuk. Pl. a Bézier-kontrollpoligonokra eldirt ,,hasonlosagi feltétellel”.

A két vezérgorbét és a generald gorbét a 4.1 fejezetben leirtak szerint adjuk meg.

Egy koordinata-rendszer transzformaciéval a V; kontrollpontot az elsd, a V; kontroll-
pontot a masodik vezérgorbe minden gorbeivének kezdd- és végpontjdhoz tartozd kisérd
triéderének koordinata-rendszerébe helyezziik tgy, hogy a VA;.’] az elso, a I}i,4 a masodik ve-

z€rgorbén ,,csusszon”, kdzben a kontrollpoligon oldalhosszainak aranya az eredetivel egyez-
z€k meg. Ez parhuzamos vezérgdrbék esetén a kontrollpoligonok hasonldsagat biztositja.
Ehhez minden gorbeiv (i =1, ..., n — 1) elején ill. végén meghatarozzuk a A, ill. A, kons-
tans szorzokat ( A4;, A, > 0), amelyek a kontrollpoligon két végpontja kozotti aktualis és ere-
deti tavolsagainak aranyat adjak meg.

Az i-edik (i =1, ... , n — 1 ) gorbeivek kozbiilsé pontjaiban a Bézier-gorbe
kontrollpoligonjat a kdvetkezOképpen definialjuk:

Vs + iV

A
Vg tsin® (1-2)- Ay Vi 5+ civ[il(o)

1

Ezt a feliiletet is a (3.2) egyenlettel
adott R,(#,u) kétparaméteres vektorfligg-

vény irja le.

9. abra: Alaktarto transzformdacioval ke-
sziilt feliilet
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4.3 Alakparaméterek meghatarozasa simasagi feltételb6l

A két vezérgorbével definidlt szabadon formalt feliilet 1étrehozdsakor a generald Bézier-
gorbe kontrollpoligonja altalaban torzul. A két gorbén ugyanis a megfeleld gorbeivek vég-

1

pontjainak tavolsaga, vagyis a I}.’l és 17,.’4 (i=1,..,n—1) kontrollpontok tavolsaga valto-
zik. Masrészt ezekben a pontokban a két gorbe kisérd triéderének élei altaldban nem parhu-

zamosak, kovetkezésképpen az adott I}m I}[’z 12’3 I}i,4 kontrollpoligon I}i,l I}i,z €s 1%,3 I}M ¢le-

i
inek a kiilonb6z6 kisérd triéderek koordinata-rendszereihez vald rogzitése a kontrollpoligon
torzulasat okozza. A 4.2 pontban az oldalhosszak aranyat megtartd szorzotényezok bevezeté-
sével — amelyeket a feliilet alakparamétereinek nevezhetiink — mérsékeltiik ezt a torzulast.

Azért, hogy ,,sz€ép alakt” feliileteket kapjunk, olyan fiiggvényeket vezetiink be, — ne-
vezziik ezeket energia-fiiggvényeknek —, amelyek minimalizalasdval simitani lehet.

Legyen R : Q — E* . A vékony membran energiaja az Q feliiletdarabon:
H(Kf + Kzz ) dQ
Q

ahol x;és k, az R feliilet f8gorbiileteit jelentik.

A hajlitasi energia fizikailag azt az energiat jelenti, amely a vékony membran meghajli-
tasahoz sziikséges. A kifejezésben a feliilet alakjat jellemzd fogorbiiletek a feliilet paraméte-
rezésétol fliggetlenek.

A tapasztalat szerint azok a simit6 fiiggvények, amelyek feliileti gorbiileteket tartalmaz-
nak, j6 mindségl feliileteket eredményeznek, de ezen megoldasok kiszdmitasahoz sok iddre
van sziikség.

Mi majd alakparaméterek megvalasztasahoz alkalmazunk simité feltételeket.

A feliiletek fizikai viselkedésére jellemz6 kiillonb6z6 energiamennyiségek minimalizala-
sa az alakparaméterek megvalasztasara hatékony modszernek bizonyult. A legtobb esetben az
energia-fiiggvények feliileti integralok, amelyek kiilonb6z6 rendt parcidlis derivaltakat tar-
talmaznak, és mindegyik a deformacids energiara skalar értéket ad.
OR(t,u) s OR(t,u)

t ou

Ha a paraméterezés izometrikus, tehat ortonormaltak, tovabba a

gorbiileti iranyok megegyeznek a paramétervonalak irdnyaval, akkor a vékony membran

2 2 2
e H O*R(t,u) o O*R(t,u) N O*R(z,u) i
Lo otou ou’

energidjat az

u

A=10,1]x]0,1]
feliileti integral - mint simit6 fiiggvény ( fairing function ) — adja. Ha olyan alakparamétereket
valasztunk, amelyek a feliilet vektoregyenletében elsé hatvanyon szerepelnek, akkor ez a
fliggvény az alakparaméterekben masodfoku, pozitiv definit, ezért a minimum helye jol sza-
mithat6. Az alakparaméterekre tett feltételt, miszerint azok értékét ugy valasztjuk, hogy az F
fiiggvény értéke minimalis legyen, simasagi feltételnek ( fairness condition ) nevezziik.
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A két vezérgorbével és egy harmadfoktl Bézier-gorbével definidlt szabadon formalt fe-
lillet alakparamétereit jelolje 4; (i =1, ... ,n — 1), ahol n — 1 a feliiletfoltok szama. A simito
figgvénynek az egész feliiletre vett integralja

n—1
S(A1, Ay ooy Ant )= Y F
i=1

n — 1 valtozés masodfoku polinom. A széls6érték meghatarozasa tehat az alabbi linearis
egyenletrendszer megoldasara vezet:

a—S:O, i=1,...,n—-1.
04,
Szamos példan elvégzett vizsgalatok ﬁ)w' R
azt eredményezték, hogy az igy generalt fe- 0 7 1 | "-.
lilletek ,.feszesebb” alakot mutatnak, mint a 2 ARy —i iy
4.1 pontban leirt modszer, ami a 4, = 1 E : !
(i=1,..,n—1)esetnek felel meg. i \ 'f 7 -
7l il
250 W _ Ao

10. abra: Simasagi feltétellel szamolt feliilet

E= ] R\ (RO
: o ot ou

un. Dirichlet-energia a normal deformacié gradiensén alapul. Azt mutatja meg, hogy mennyi

energia sziikséges a normalis iranyaban torténd alakvaltoztatashoz.
A harmadrendi parcialis derivaltakkal felirt
R l(Rew)) (Rww) | (R@w))
Ba= [f|[ SRGOT 5l EREw) | [OREw) [ [TRCw) |,
o ot dt“du dtdu du

a 10kési energia. A modell, amelyre ez az energiafliggvény jellemzd, egy papirszerli anyaghoz
hasonlit, szogletes, mint egy poliéder.

A gyakorlatban sokszor a haromféle energia linearis kombindcidjaval szamolnak:
E@ = O(,'El + BF + 'YEZ
Az egyiitthatok megvalasztasaval lehet befolyasolni, hogy melyik alakvaltoztatas dominaljon.

5 Rések és lyukak kitoltése feliilletek konvex kombinacidjaként

Ebben a fejezetben a négy peremgdrbére illesztett Coons-féle feliiletszerkesztési mod-
szert altalanositjuk.

12



A modszert az autotervezés teriiletén dolgozoék — S. A. Coons (Ford) és W. Gordon
(General Motors) — fejlesztették ki.

Coons — az eredeti cikkében — a feliiletegyenletet magasabb dimenzioban is megadta. n di-
menzioban a hatarolo gorbéket n — 1 dimenzios hiperfeliiletekkel helyettesitette.

Az altalunk vazolt feliiletek csak formalisan kovetik Coons modszerét, hisz a két szem-
kozti hatarvonal helyett két feliilet darabot haszndlunk, amelyek a hatarvonalaik mentén az
eredményiil kapott feliiletfolttal normalis-folytonosan kapcsolddnak. Ez a Coons-féle feliilet-
definialas kiterjesztésének tekinthetd, ahol a két kiindulasi adat dimenzi6szdma megegyezik a
kapott feliilet dimenziészamaval.

5.1 Eljaras rés kitoltésére adott peremgorbékkel

Ebben az algoritmusban két feliiletet adunk meg az r,(¢,u) és r,(¢t,u) kétparaméteres
vektorfiiggvényekkel, valamint két térgorbét az ry(u) és ry(u) egyparaméteres vektorfiigg-

vényekkel, amelyek a keresett feliiletfolt hatargdrbéi lesznek, és a két adott feliilet hatargorbé-
thez csatlakoznak. A réskitoltd feliilet a két adott feliiletet koti Ossze. A rés az ry(¢t,u) és

r,(¢,u) feliileteknek az u € [—a, 0], 1ll. u € [1, b] darabjai k6z6tt van, €s az eljarasban ezen fe-
lileteknek az u € [0, 1] tartomanyra kiterjesztett darabjaival szdmolunk. Az R(#,u) feliiletet
a(t,u) € [0, 1] x [0, 1] paramétertartomanyban ugy definialjuk, hogy a hatarol6 gorbék u = 0
és u = 1 esetén egyezzenek meg a rés hataraival: az r;(¢,0) és az r,(¢,1) gorbékkel, tovabba

t=0esetén az ry(u), t=1esetén az r,(u), u € [0, 1], gorbékkel essenek egybe.

Az R(t,u) réskitoltod feliiletet a szemkozti feliiletek és gorbék trigonometrikus konvex kom-
binéacigjaval és egy alkalmas korrekciods fiiggvénnyel allitjuk eld.

Adott két feliiletdarab a [0, 1] x [0, 1] paramétertartomanyon értelmezett r, (¢,u) €s r,(¢,u)
differenciadlhato vektorfiiggvényekkel, és két gorbe az ry(u) és r,(u) differencialhato

vektorfiiggvényekkel, u € [0, 1]. A rés sarokpontjaira megkoveteljiik, hogy :
1(0,0) =r;(0),  r(1,0) =ry(0)
r,(0,1) = r5(1), r,(1,1) = r,(1) teljesiiljon.

Keresiink olyan R(¢,u) feliiletfoltot, amelynek a hatarol6 gorbéi az ry(¢,0), r,(¢,1), r3(u) és

r,(u) gorbék.

ry(u)—

5.1. 1. tétel Az R(t,u) =cos’ (Z-u)-xy(t,u)+sin’ (Z-u)-ry(t,u) +
: 1).

+ cos? l-t)-r3(u)+sin2 (%
- {[cos2 (%-u)-rl(o,u)—i-sin2 (%-u)-r’z(o,u)]cos2 (%t) +

+ [cos2 (%-u)-rl(l,u)+sin2 (%-u)-rz(l,u)]sin2 (%t)}

(5.1.1)
vektoregyenlettel definialt feliilet a kivant feltételeket kielégiti.
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Megjegyzés Az R(t,u) feliiletet felirhatjuk matrixos alakban is:

R(t,u) = [cos2 (%t) sin’ (%-t)]{?iﬂﬂrl(t,u) ry(t,u)]-
4

2(z.
_ [0052 (l~t) Sinz(ﬂ.t)]{n(o,u) rz(O,u)}. cos (2 u
2

2 2 r,(Lu) r,(Lu)

sinz( ‘U
ahol a stlyfliggvények: valamint
[ = cos’ (%-t), g ) = cos’ (%u),
HO) =1, A0 =0 g0 =1, gl =0
fy(6) = sin® (Z1), g, () = sin*(Z-u),
L0 =0,  f,()=1 g0 =0, g1 =1
A + [ =1 g (u) + gu) =1.

A képlet utolso6 tagja a korrekcios fliggvény, amely az (5.1.1) vektoregyenletben a kapcsos za-
rojelben szerepld kifejezés.

5. 1. 2. tétel Ha az ry(u) és r,(u) térgorbék Cl-folytonosan kapcsolodnak az v, (t,u) feliilet
t =0 és t =1 hatarvonaldhoz, akkor az (5.1.1) vektoregyenlettel definialt R(t,u) feliilet az
r,(t,u) feliilethez Cl-folytonosan kapcsolodik az v, (t,0), t € [0, 1], hatdargérbe mentén.

% B0 4 2 0 -

11. abra: Sik- és hengeres feliiletfolthoz 12. abra: A rés folytonos kitoltése
kapcsolodo gorbék

A modellezés soran gyakran jelentkeznek olyan problémak (pl. csatornak tervezésénél),
amikor hengeres és toroidos feliileti elemeket kell dsszekapcsolni. Ennek megvaldsitasara is
lehetéség van ezzel a mddszerrel, gyengébb feltételek mellett.

5. 1. 4. tétel Ha az ry(u) és r,(u) térgorbék G'-folytonosan kapcsolédnak az r,(t,u) feliilet
t =0 és t =1 hatarolo gorbéjéhez, akkor az (5.1.1) vektoregyenlettel definialt R(t,u) feliilet
az 1,(t,u) feliilethez G'-folytonosan kapcsolédik az r,(t,0), t € [0, 1], hatargorbe mentén.
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Bizonyos szerkesztéseknél a feladat megkoveteli, hogy olyan réskitolto feliiletet illesz-
sziink a két adott — ry(t,u) és r,(t,u)— felilet koz¢é, amely C’-folytonosan kapcsolodik az

adott feliiletekhez. Ennek az el6zéekben alkalmazott trigonometrikus stlyfliggvények nem fe-

2
£0 &5 LW g
t=0 du® |[u=0
t=1 u=1

lelnek meg, mert ——=—=

d’£,()
dr?

Olyan sulyfiiggvényeket kell alkalmazni, amelyekre (az el6z6 jeldléseket hasznalva)

£0)=0, 1D =1 hO + L@ =1 £0)=/£0)=0 2(0)=£1)=0

és

£:0)=0, gM=1 g +gw =1 g0)=g0)=0  g0)=g1)=0
(5.1.2)

Ahhoz, hogy az R(t,u) és r,(t,u) {r,(t,u)} feliletek azu =0 {u=1} paraméter-
vonalak mentén masodrendben folytonosan kapcsolodjanak, az R, (,0) =1y, (¢,0)

{ Ry (@, =1ry,,(1) } egyenl8ségnek kell teljesiilnie.

Adott — a [0, 1] x [0, 1] tartomé&nyon értelmezett, kétszer parcialisan derivalhatd ry(z,u) és
r,(¢,u) kétparaméteres vektor-skalar fiiggvényekkel — két feliiletdarab, valamint — a [0, 1] in-
tervallumon értelmezett, kétszer differencialhatd ry(u) és ry(u) vektor-skalar fiiggvényekkel

— két gorbe.
Keresiink olyan R(t,u) feliiletet, amelynek hatarolo gorbéi: ry(z,0), r,(t,1), ry(u) és ry(u).

A feliiletfoltot a kdvetkez6 egyenlettel definialjuk:
r
3(u)}+[r1(t,u) rz(t,u)]'{gl(u)}
1y (u) 8 (u)
£ (0,u) rz(o,u>Hgl<u>}
r(Lu) rLu) || g )
t,u € [0,1] (5.1.3)

R(t,u) = [£i(0) fz(’)]'{

- [/ fz(t)]'[

5.1. 6. tétel Ha az ry(u) és ry(u) térgorbék C’- folytonosan kapcsolédnak az r,(t,u) feliilet
t =0 ést =1 hatarvonalahoz, akkor az (5.1.3) vektoregyenlettel definialt R(t,u) feliilet az
r,(t,u) feliilethez C’~folytonosan kapcsolédik az r,(¢,0), t € [0, 1], hatargorbe mentén, ahol
a sulyfiiggvények eleget tesznek az (5.1.2) feltételeknek.

Példainkban az (5.1.3) egyenlettel megadott feliiletek elkészitésekor 6todfoku Hermite
polinomokat hasznaltunk stlyfiiggvényekként, melyek eleget tesznek az (5.1.2) feltételeknek:
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£, () =61 —15t* +10£°, f@)=1- £,
gz(u)=6u5 —15u* +10u°, gw)=1-g,(u)

Felmeriil a kérdés: vajon csak polinomialis sulyfiiggvények esetén hozhatd létre -
folytonos illeszkedés?

Igazolhatd, hogy ha az (5.1.1) vektorfiiggvényhez egy tijabb tagot vesziink, azaz a kor-
rekcids fiiggvényt kibévitjik, akkor trigonometrikus sulyfiiggvényekkel is 1étrehozhatd a C*-
folytonos kapcsolodas megfeleld bemend adatok esetén.

Ekkor a feliiletfoltot a kovetkezd vektorfiiggvénnyel adhatjuk meg:

R(t,u)= [cos2 (£:1) sin’ (%-t)]'{f EZ;} + [ (t,u) rz(f’”)]'{:); ((EZ))]

e o a7 10 (0,u) ] cos’ (£-u)
_ [cos (7 t) sin (7 f)] Ll(l,”) rz(l,u)} Linz(%-u)} +
+ S(u)-%z-{rl(t,u)—rz(t,u)—cosz (£+1)-[1,(0.1) =1, (0,20)] —sin® (%-£)-[r, (L) —x, (Lw)]}
(5.1.4)

ahol s(u) = 8% (~2u+1)’ -sin’ (7m(2u+1)).
P

5. 1. 8. tétel Ha az ry(u) és ry(u) térgorbék - folytonosan kapcsolodnak az v, (t,u) feliilet
t =0 ést =1 hatarvonaldhoz, akkor az (5.1.4) vektoregyenlettel definialt R(t,u) feliilet az
r,(t,u) feliilethez Cz-folytonosan kapcsolodik az v, (¢,0), t € [0, 1], hatdrgorbe mentén. O

5.2 Haromoldalua lyuk kitoltése

A lyukkitoltd feliiletet a harom adott feliilet konvex kombinaciojaként allitjuk eld ugy,
hogy az kapcsolddik az adott feliiletekhez a hatargdérbéik mentén. Feltessziik, hogy az adott
feliiletek a parcidlisan differencialhato r;(¢,u) 1= 1, 2, 3 vektor-skalar fliggvényekkel adottak,

ahol (t,u) € [t1, t2] x [u1, uz], és ez a tartomany tartalmazza a [0, 1] x [0, 1] négyzetet. A meg-
kotés az algoritmusban az, hogy az adott feliiletek koziil kettd feliilet haromoldali degeneralt
feltilet legyen, amelyek egyetlen sarokpontjukkal talalkoznak a lyuk sarkaban. Ezek példaul
részei két kiilonbozo forgasteliiletnek, amelyek degeneralt derékszogii foltként jelennek meg,
vagy haromszog alaku foltok, amelyek kiilon-kiilén G'-folytonosan kapcsolodnak a lyukat ha-
tarold harmadik feliilethez.

Esetiinkben az adott 3 feliiletfolt konvex kombinécidja az alapnégyzeten értelmezett, a
korrekcios fiiggvény pedig a hatarolo gorbékbdl késziilt trigonometrikus szorzétényezokkel
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adott. Az eredményiil kapott Iyukkitolto feliilet egy degeneralt derékszogt folt, ahol a hataro-
16 ¢ = 0 vonal csak egy pont, a haromoldalt lyuk egy sarokpontja.

13. abra: Ellipszoid, kup és henger dltal ha- 14. abra: A lyukat kitélto feliiletfolt a
tarolt haromszoglyuk hatarolo feliiletdarabokkal

Adott harom feliilet az r,(t,u), r,(¢t,u), r;(t,u) parcidlisan differencidlhaté vektorfiiggvé-

nyekkel, amelyek paramétertartomanya a [0, 1] x [0, 1] alapnégyzetet tartalmazza, és a sarok-
pontokra: r,(0,u)=r,(0,u)=m, r;(1,0) =1r;(1,0) ¢s r,(1,1)=r;(L,1).

Keresiink olyan R(¢,u) feliiletfoltot, amelynek hatarold gorbéi az r,(£,0), r,(z,1) és ry(Lu)

gorbek.

5.2. 1. tétel Az R(t,u)=cos’ (Z-1)-cos’(£-u)-x,(t,u) + cos’(%£-1)-sin’ (Z-u)-ry(t,u) +
+ sin? (£-1) x5 (t,u) —
— {sin® (£+1)- cos (£-u) [r5 (£,0)~1; (1,0)] +sin® (£+¢)-sin (%-u ) [15 (&, D -1y (&, )]}
(t,u) €0, 1]x[0, 1] (5.2.1)

vektoregyenlettel definidlt feliilet a kivant feltételeket kielégiti.

5. 2. 2. tétel Ha a haromszoglyukat kitolté (5.2.1) R(t,u) feliiletre az
1, (2,0)]r;,(2,0) és 5, @D 1, (2,1
parhuzamossagi feltételek, valamint az
(L0 =ry,(1L0) s r (LD =ry,(L1)
egyenlbségek dllnak fenn, akkor az R(t,u) lyukkitoltd feliilet a lyukat G'-folytonosan tdlti ki.

Az (5.2.1)-ben definialt feliilet alakja a szinguldris pontban a kdvetkezdképpen vizsgalhato:
o Haaz r(¢,u) és ry(t,u) feliletek valamelyikének nincs érint6 sikja, vagy az érint6 sik-

jaik kiilonbozoéek az adott £ = 0 pontban, akkor az eredményiil kapott lyukkitolto felii-
letnek sincs érintd sikja ugyanabban a pontban.
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o Haat=0pontban az r,(¢,u) és r,(¢,u) feliileteknek mint ponthalmazoknak van érintd

sikja, csak a leir6 vektorfiiggvény egyik parcidlis derivaltja 0, akkor ebben a pontban a
feliileti merdleges egységvektorokat a kdvetkezoképpen definialhatjuk:

lim (r ()<t () € lim(ry () x Ty (1) )

t—0 t—>0

ahol uy € [0, 1] és a 0 a kitevében a vektorok normalizaciojat jelenti.

A feltétel szerint a két feliiletnek van kozds érintd sikja a haromszdglyuk ezen pontjaban, ko-
vetkezésképpen ez a két vektor egyenld a kozos feliileti merdlegessel, melyet n jeldl.
Megmutatjuk, hogy az R(z,u) lyukkitolto feliiletnek ugyanaz az érintd sikja ebben a pontban.

Ehhez meghatarozzuk a ¢ = 0 pontban mindkét paraméteriranyban az érintdvektorokat:

IimR, (t,u =cos?(Z-u, )-limr,  (¢,uy)+sin? (Z-u, )-limr. t,u
t—0 t( O) (2 0> t—0 l’t( 0) (2 0) t—0 2,t( 0)

limR (,u,) = cos’ (% U ) limry , (F,u) + sin’ (% U ) limr, , (2,u)
t—0 t—0 =0

ahol uy € [0, 1] ¢és felhasznaltuk a hatarértékképzés miiveleti tulajdonsagai mellett a sarok-
pontra tett megéllapitast is.

A feliileti normalis: lim (R (6,u0) xRy, (1,10) ).
t—0

Az u = uy paramétervonal mentén a ¢ = 0 pont felé haladva a feliileti normalis hatarér-
téke parhuzamos az n vektorral, mert a vektoridlis szorzatban a vektor mindkét komponense
merdleges n-re. Kovetkezésképpen az R(z,u) lyukkitoltd feliiletnek ugyanaz az érintdsikja a

(t,u) = (0,0) pontban, mint az r,(¢,u) és r,(¢,u) feliileteknek.
6 A kidolgozott algoritmusok vizsgalata

6.1 Az algoritmusok elemzése

A szamitdgépi geometridt tobbek kozott a matematikaban, a korszerii mérnoki tudoma-
nyokban, a szamitégéppel tdmogatott tervezésben, a szamitdgépi grafikaban, a robotikaban és
a statisztikdban hasznaljak fel.

Modszereinek bemenete jellemzden egy geometriai objektumhalmaz leirasa, mint példaul
egy ponthalmazé.

A kimenet lehet egy 0j objektum, mint példaul a pontokat interpolald gorbe, de lehet valasz
egy, az objektumokra irdnyuld kérdésre, mint példaul, hogy harom pont egy egyenesen van-e,
vagy egy korre illeszkedik.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogy milyen kiinduldsi pontrendszer esetén al-
kalmazhat6 a 2. fejezetben leirt algoritmus, mikor allithaté eld a kivant gorbe, valamint egy
poligon csucsainak lekerekitésekor milyen feltételek mellett haszndlhaté a trigonometrikusan
stlyozott spline eldallitasara kidolgozott algoritmus?
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6.2 Az algoritmusok és szamitasi eljarasok hatékonysaganak vizsgalata

Egy feladatra adott algoritmus esetén alapvetd kérdés, mennyi ideig tart a szamolas
vagy mekkora ennek memoriaigénye. Bar altaldban nehéz ezt megbecsiilni, mindent meg kell
tennilink annak érdekében, hogy szamitasainkat alkalmas matematikai modellek hasznélataval
¢s hatékony programozassal optimalizaljuk.

Altaldban egy algoritmus éltal felhasznalt idd a bemenet méretével nd, igy a program futsi
idejét bemenete méretének fiiggvényével irjuk le.

A bemenet mérete a bemend elemek (pontok) » szama.

Egy algoritmus futési ideje egy bizonyos bemenetre a végrehajtott alapmiiveletek szama.

Az adott P, P>, P;,..., P, interpolacios pontokra illeszkedd trigonometrikus ivekbdl allo
gorbiilet-folytonos gorbe eldallitasahoz 2n — 1 ivet kell elkésziteniink. Mivel minden gorbeiv
elkészitése ugyanannyi (konstans) szamitast igényel, a futdsi id6 » linearis fliggvénye, azaz
O(n).

Vegyes tipusu feliiletfoltokbol allo eltolasi feliilet eldallitasahoz eldszor a trigonometri-
kusan sulyozott spline vezérgorbét készitjiik el. Az elézdekben lattuk, hogy ennek futasi ideje
O(n). A gorbe n interpolacids pontjaba transzformaljuk a Bézier-gorbe kontrollpoligonjat, a
kozbiilsé pontokban pedig ezek konvex kombinacidjaként allitjuk eld. Az ezek segitségével
1étrehozott n — 1 darab vegyes tipusu feliiletfolt elkészitéséhez 4x4-es matrixszal vald szorzast
végziink, ami konstans id6t vesz igénybe. gy 6sszességében a futasi idé6 O(n).

Két vezérgorbével definilt altalanos eltolasi feliilet elkészitéséhez két trigonometriku-
san sulyozott spline vezérgorbét allitunk elé O(n) id6 alatt, majd n — 1 feliiletfoltot szintén
O(n) id6 alatt. Igy a feliilet 1étrehozasanak futasi ideje O(n).

A feliiletek eldallitasa simasagi feltételek felhasznalasaval mar tobb vizsgalatot igényel.

A szabadon formalt feliilet A; (i = 1,..., n — 1) alakparaméterei meghatarozasara n — 1 egyen-
letbdl 4llo lineéris egyenletrendszert kapunk. Ezt viszont az energiafliggvénybdl kaptuk, ame-
lyet nem integralassal, hanem az integral numerikus kozelitésével allitottunk eld. Itt a pontok
szdmanak és helyének megvalasztasa befolyasolja az eredményt.
A linedris egyenletrendszer atirhaté matrixegyenletté, ahol a matrix, illetve a vektor elemei az
R valds szamtesthez tartoznak. Az M-A = b, (M nemszinguléris matrix) n — 1 linearis egyenle-
tet és n — 1 ismeretlent tartalmazé rendszer megoldasaként A = M™'-b adodik. E modszer hat-
ranya a numerikus instabilitds. Szerencsére 1étezik egy numerikusan stabil megoldas, az LUP
felbontas is, amelynek masik elénye, hogy az el6z6nél haromszor gyorsabb. Amikor a P per-
mutédcios matrix nincs jelen, akkor az M = LU szorzat tényezdit kell meghatarozni. Ezek alap-
jan megallapithatjuk, hogy egyenletrendszeriink megoldasanak futési ideje az LUP felbontas
futasi idejével megegyezik, tehat O(n’). Ha a numerikus integralasnal felvett pontok szama n-
nél nem nagyobb, akkor a feliilet eléallitisanak futasi ideje szintén O(n).

Munkank soran a Maple altalanos célu szamitogépi algebrai rendszert hasznaltuk.
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