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1. El6zmények

A 3-dimenzios tér szabalyos mozaikjainak Schléfli szimbolumai {p, ¢, r} alakuak,
ahol {p,q} jelenti a mozaik tartoméanyat (cellajat), {q,r} pedig a csucsalakzatot
irja le (COXETER [1]). A {p, q} szabélyos poliéder egy élét r szamu poliéderrel rak-
hatjuk korbe, azaz a mozaiknak minden éle mentén r-ed rendi forgasszimmetridja
van [15]. COXETER ([1]) vizsgalta a magasabb-dimenzios szabalyos mozaikokat is.
Bebizonyitotta, hogy szabalyos poliéderekkel a 3-dimenzidés euklideszi térben csak
egy szabalyos mozaik, a jolismert kockamozaik 1étezik, melynek Schlafli szimbolu-
ma {4,3,4}. A 3-dimenzi6s hiperbolikus térben mar 15 szabalyos mozaikot adott
meg. Koziiliik 4 korlatos tartomanyu ({3, 5,3}, {4,3,5}, {5, 3,4}, {5,3,5}), a tobbi
tartoméanya nem korlatos ({3,4,4}, {3,3,6}, {4,3,6}, {5,3,6}, {4,4,3}, {6,3,3},
{6,3,4}, {6,3,5}, {6,3,6}, {4,4,4}, {3,6,3}). COXETER ([1]) megmutatta, hogy a
4-dimenzios euklideszi térben harom, a {3,3,4,3}, a {3,4,3,3} és a {4,3,3,4}, ma-
gasabb dimenzios terekben csak a kockamozaiknak megfelels {4, 3, ..., 3,4} szabalyos
mozaik létezik, melyek tartoményai természetesen korlatosak. A hiperbolikus terek-
ben csak a 4 és az 5-dimenzios térben léteznek szabalyos mozaikok. A 4-dimenzios
hiperbolikus térben 0Osszesen 7 szabélyos mozaik létezik, melyek koziil 5 korlatos
tartoméanyu mozaik ({3,3,3,5}, {4,3,3,5}, {5,3,3,5}, {5,3,3,4}, {5,3,3,3}), mig
a tovabbi 2 tartomanya nem korlatos ({3,4, 3,4}, {4, 3,4,3}). Bizonyitott, hogy az
5-dimenzids hiperbolikus térben 5 szabalyos mozaik létezik, amelyek kozott nincs

korlatos tartomanyd mozaik.

FEJES TOTH L. |2, 261. old.] koncentrikus korgytriitartomanyok teriileteit vizs-
galta a kovetkezsképpen. Legyen C(r) egy r sugart kor teriilete. Ekkor a > 0 esetén

lim % az euklideszi sikon 0, mig a hiperbolikus sikon e* — 1. Ez a tény
7—00
inspiralt tobb matematikust, hogy a hiperbolikus tér szerkezetének vizsgalataval

foglalkozzon.

A tovabbiakban FEJES TOTH L. korokre vonatkozo hatarértékét altalanositjuk
szabalyos mozaikokra. Rogzitsiink egy P pontot, mint egy szabalyos mozaik egy
(véges) cstcspontjat és hozzunk létre koré ovezeteket. (FEJES TOTH L. vizsgéla-
ta esetén a koncentrikus korok kozéppontjat tekinthetjik kiindulé pontnak.) Az
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1. 6vezet alljon a P pontot tartalmazo tartomanyokbol. (A 0. dvezet legyen a P
pont. Véges cstucsponttal nem rendelkezé mozaikok esetén a 0. 6vezetnek a mozaik
egy tartoményat tekintjik és koré hozzuk létre az Gvezeteket.) A 2. Gvezet alljon
a mozaik azon tartoményaibol, melyeknek van kozos (véges) pontja az 1. dvezettel
(nem feltétlen kozos csuicspontja), de nincs a 0. dvezettel. Az i. 6vezet ismerete ese-
tén az (i + 1). dvezet alljon a mozaik azon tartomanyaibol, melyeknek az i. 6vezet
valamely tartomanyéval van kozos (véges) pontja, de nincs kézos pontja egyetlen
(1 — 1). 6vezetbeli tartoméannyal sem. A legfeljebb i-edik Gvezetek unidjat jeloljiik

[1;-vel. 11y legyen a P pont.

Jelolje V; az i. 6vezet térfogatat, Fik (¢ > 0,d > k > 0, ahol d a mozaik
dimenzi6ja) a I1; feliiletére illeszkedd k-dimenzios lapok térfogatisszegét. (Ha k = d,
akkor Fik = Vj;, valamint FZ-O jelentse az i. 6vezet kiils6 feliiletére illeszkeds véges

cstucspontok szamat.) Tovabba legyen S; = Zé':o Vj, amely a II; térfogata.

KARTESZI [4] szabalyos haromszog mozaikokat vizsgalt a hiperbolikus sikon. A

0. ovezetként egy haromszoget tekintett és koréje képezte az ovezeteket. Kiszamol-
ta, hogy lim % = (m74)2;47(m76), ahol m az egy csticshoz tartozé haromszogek
széama, S(Z:}Tlgoﬂi szimbolummal {3, m} (m > 6). HORVATH |[3] a szabélyos p-szogekkel
képezett {p, q} mozaikokat vizsgalta és meghatarozta, hogy lim % = w,
ahol ¢ > 2 ésc = (p—2)(¢—2)—2. VERMES [11], [12], [14] a hiZ;eo;bolikus sik aszimp-

totikus sokszogeivel képezett mozaikok esetére hatarozta meg a fenti hatarértéket.

ZEITLER [16] a 3-dimenzios hiperbolikus tér {4, 3,5} kockamozaikjara szamolta ki,
hogy lim % — 4y/T4 — 14 ~ 0.9666 és lim Y6 = 15 4 4/T4 ~ 29.96.
1—o0 7t ¢

1—00

2. A dolgozat tematikaja

A dolgozatban megadjuk a lim % és lim % (¢ > 1) hatarértékeket csaknem
1—o0 7t i—oo Ut
az Osszes 3-dimenzios és 4-dimenzios szabalyos mozaik esetén (1. tablazat), tovabba
k
beltjuk, hogy lim Y = lim 5 = lim 7

1—00 1—00

(i > 1), melyet kristdly novekedési

hdnyadosnak is nevezhetiink. Elég nagy ¢ esetén, megkozelitsleg lim % -szer tobb
1—oo °

tartomany van a mozaik (i + 1). 6vezetében, mint az i.-ben.
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A fenti hatarértékek meghatarozasahoz a mozaik egyes 6vezetein levd csiicspon-
tokat osztalyozzuk, és szamoljuk Ossze. Ezen csiicspontok segitségével hatarozzuk
meg az egyes Ovezetek tartomanyainak szamait. (Mivel a vizsgalt mozaikok tarto-
méanyai egybevagoak, ezért a térfogataikat tekinthetjiik egységnek.) Az (i+1). 6vezet
csticspontjainak szamat az ¢. Ovezet csticspontjainak tipusaitol és szaméatol fiiggGen
rekurziv moédon hatarozzuk meg. Az Osszeszamolés alapja az, hogy minden csics-
pont kornyezetének, a mozaik cstucsalakzatanak csicsait, éleit, ..., k-dimenzios lap-
jait szintén osztalyozzuk és az egyes osztalyokba tartozo elemeket megadjuk. Ezen
csucsalakzatok mindig a jolismert szabalyos poliéderek.

A dolgozat 2. fejezete a definiciokat tartalmazza, illetve az Osszeszamolashoz
sziikséges rekurziv sorozatokkal kapcsolatban k6zol néhany fontos tételt, amelyek a
hatarértékek meghatarozéasat egyszertsitik le. A bizonyitas sordn néhany algebrai
tételt hasznalunk fel ([9], [10]). A fejezet legfontosabbak tételei a kovetkezdk:

Adottak n > 2, ¢ > 1, 7 = 1,2,...,n esetén az a; € R", a € R" (oszlop-)
vektorok és az M € R™ " regularis matrix. Képezziik a szokasos matrixszorzassal

az {a;};-, vektorsorozatot rekurziv modon az
a;+1 = Mai, ( 1)

formula segitségével, majd bel6le az {ri}fil val6s szamsorozatot az

ry = aTai, (2)

Osszefiiggéssel.

2.1.1. Tétel. Az (2)-ben definidlt {r;};=, sorozat egy (legfeljebb) n-ed rendd linedris

rekurziv sorozat, azaz
ri = P1ri—1 + Bari—2 + - + Bprion, (3)
ahol 3; € IR, B, #0¢ési>n+1.

A (3) rekurziv sorozathoz tartozé karakterisztikus egyenlet (ami az M métrix

karakterisztikus egyenlete is) legyen a kovetkezd alaku (3, # 0):

z”:ﬁlz”_1+ﬁgz”_2+---+ﬁnzo. (4)
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Tovabbé legyen
=P = e = = B = ()™ (2 — )™, (5)

ahol z1, ..., zp, gyokok kiilonbozéek (my +---+mp =n, 1 < h<n)ésapf, #0
feltétel miatt nullatol is kiilonboznek (z; £ 0, [ =1,...,h).
A rekurziv sorozatok f6tétele (10, 33. old.]) szerint az {r;};=, linearis rekurziv

sorozat barmely tagjat explicit médon meghatarozhatjuk a kovetkezGképp:
ri = g1(i)21 + g2(0)25 + - - + gn(i) 2}, (6)

ahol gi(i) egy legfeljebb (my, — 1)-ed fokd polinomja i-nek és fiiggvénye az {r;}—,

sorozat r1, 12, ..., ry kezdGelemeinek, my-nak és zp-nak (k=1,...,h).

A tovabbiakban tegyiik fel azt is, hogy a (4) karakterisztikus egyenlet minden
gyoke valos, azaz zp € R, k=1...h<mnésazr; #0 (i > 1). A vizsgalt euklideszi
mozaikok esetén a (4) karakterisztikus egyenlet minden gyoke 1, azaz 21 =1, h =1
és m1 = n. Ekkor (6) alapjan r; = ¢1(i)1" = ¢1(i) # 0, tehat g1(i) nem a konstans
0 polinom. Minden vizsgalt hiperbolikus mozaik esetén pedig a (4) karakterisztikus
egyenletnek minden gyoke valds, legalabb ketts kiilonboz6 gyoke van és 1étezik egy
z1 egyszeres, dominans gyok, amelyre teljestil, hogy |z1| > |zk] és |z1] = 21 > 1
(k = 2,...,h). A tovabbiakban ezeket az eseteket vizsgaljuk és ehhez feltessziik,
hogy g1 # 0.

2.2.2. Tétel. A h=1, z1 =1, illetve az1 < h <n, |z1| > |zx| #0, |z1] = 21 > 1,
g1 #Z0 (k=2,...,h), esetek mindegyikében a (2)-ben definidlt r; és az s; = Z;-:O T
(1 > 1) sorozatokra ' gligoo o= 6 gligoo o= 4=

2.2.6. Tétel. Egy szabdlyos mozaik kristdily novekedést hdnyadosa a mozaik dltal
meghatdrozott rekurzic M madtrizdnak a legnagyobb, abszolutértékben is a legnagyobb,

valos sajdtértéke.

A tovabbi fejezetekben az egyes mozaikok esetén a rekurziés matrixokat adjuk

meg.
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El6szor az 1. 6vezeteket vizsgaljuk meg részletesebben, majd teljes indukcioval az
i. ovezet ismeretét feltételezve kovetkeztetiink az (i+1). 6vezetre. Rekurziv sorozatok
segitségével el6bb az Gvezetek kiilss feliiletén levé mozaikestucspontok szamat, majd
az egyes Ovezetek tartoméanyainak, valamint 2-, 3- és 4-dimenziés lapjainak szdmat
is kifejezziik. Az Osszeszamlélashoz azt a tényt hasznaljuk fel, hogy szabalyos mo-
zaik 1évén nemcsak a tartomanyai, hanem a csticsok kornyezetei, a csticsalakzatok
is egybevagoak. Igy elég ismerniink a mozaikok egy tetszéleges cstucspontjanak a
kornyezetét, e cstcsponthoz kozeli cstcspontok elhelyezkedését, szamat. Az Ossze-
szamolas tisztan geometriai modszerekkel elvégezhetd a cstucsalakzatoknak csak a

kombinatorikus topolégikus tulajdonsagait felhasznalva.

A dolgozatban szerepl6 modszer jobb megismerése miatt a 3. fejezetet a {4, 3,4}
euklideszi kockamozaik vizsgédlataval kezdjiik, annak ellenére, hogy ezen mozaik ese-
tén sokkal egyszertibben elvégezhetnénk az azon tartomanyok szaménak meghata-
rozésat, melyek az egyes Gvezeteket alkotjak. Ezutan a {4,3,5} hiperbolikus koc-
kamozaik megfelel§ rekurziv sorozatainak felirasaval folytatjuk a fejezetet (habar
ZEITLER [16] mar részben, mas modon a fenti hatéarértékeket kiszdmolta), majd
ezutan a megfelelg 4-dimenzios mozaikokat ({4, 3,3,4}, {4,3,3,5}) és a duéalisaikat
({5, 3,4}, {5,3,3,4}) vizsgaljuk (NEMETH [5], [6]). Dudlis mozaikokra bebizonyitjuk

a kovetkezd tételt.

3.6.1. Tétel. A minden hiperbolikus kockamozaik €és dudlisa estén a 1<lim %,
1—00 7"t
im Y lim S5 lim DS hatdrértekek k :
im -+, lim =gt és lim =5t hatdrértékek megegyeznek.

1<i—00 1<i—o00 ~* 1<t—o0 1

A 4. fejezetben a 3-dimenzios {5,3,4} és az {5,3,5} hiperbolikus dodekaéder
mozaikokat vizsgaljuk a bemutatott modszert hasznalva.

Az 5. fejezetben a nem korlatos tartoméanyu {4, 4,3}, {6, 3,3}, {6,3,4} és {6, 3,5}
végtelen szabalyos poliéderekkel képezett mozaikokat és az ezek felosztasaval (VER-
MES [13], [14]) kapott aszimptotikus gulakkal képezett mozaikokat, valamint 4-
dimenzios megfelel§jét ({4, 3,4, 3}) és dualisaikat ({3,4,4}, {3,3,6}, {4, 3,6}, {5,3,6}
és {3,4,3,4}) vizsgaljuk meg (NEMETH [7]). Itt is az el6z6 fejezetek Osszeszamolasi

modszerét alkalmazzuk.
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A 3-dimenziés hiperbolikus térben szabélyos hasabokkal is (VERMES 1. [13],
[14]) képezhetiink mozaikokat. A 6. fejezetben ezen mozaikokra hasznéaljuk a megfe-
lel§ Gsszeszamolasi modszert. A szabalyos hasdabokkal képezhetd mozaikok Schléfli
szimbolumai {p|q,r} alaktak, ahol p a szabalyos hasabok alapsokszogeinek szamét
jeloli, {q,r} pedig a mozaik csucsalakzatéat irja le. Mivel a szabalyos hasédbokkal
képezhets mozaikok szama végtelen és targyalasukat egységesen, paraméteres for-
méaban végezziik, a végss eredmény meghatarozasahoz a szamitogép is sziikséges.

A dolgozatban sikeriilt egy méasik modszerrel is megadni a fenti hatarértékeket
korlatos tartoményt mozaikok esetére a 3- és 4-dimenzidju euklideszi és hiperbolikus
terekben. A médszer leirasa a fiiggelékben kapott helyet. Az egyes Gvezetek tartoma-
nyai szamanak meghatarozasahoz a mozaikot felosztjuk karakterisztikus szimplexek-
re. A karakterisztikus szimplexek csicsainak, amelyek a k-dimenzios (k < d) lapok
kozéppontjai, szaméat vizsgaljuk algebrai modszerekkel. Itt is rekurzié segitségével
tériink at az i. 6vezetrsl az (i + 1). 6vezetre, de a rekurzi6 matrixat altalanosan, a
szabalyos mozaikok Schlafli szimbolumainak paramétereivel tudjuk felirni. Tobbszor
a jolismert kombinatorikai szita modszert alkalmazzuk ([8, 41. old.]). Természete-
sen a dolgozatban bemutatott két modszerrel kapott eredmények megegyeznek és a
{4, 3,5} mozaik esetén ZEITLER [16]| eredményeivel is egybeesnek. Ha a 2-dimenzios
euklideszi és hiperbolikus sikra alkalmazzuk az altalanos modszert, akkor a vizsgélt
hatarértékek mas szerzék (KARTESZI [4], HORVATH [3]) eredményeit adjak.

Definici6. Nevezziik i-egyiittesnek az 1., a 2., ..., (i — 1). és az i. mozaikovezet
k

1
uniojat. Jeloljiik v¥-val az i-egyiittes k-dimenziés (k < d) lapok kdzéppontjainak

AM A — (0 1 2 3\T
szamat. Legyen ez vektor alakban v; = (v; v; vy v7)

1000
F.1.4. Tétel. viy1 = Mv;, i > 0, ahol M = GT(go“f 8) és U=14-7,
000-1 » a3
V=14 esetén
i
U 1 U, 1 U 1 1
V0t ) ot v(E s Vi) Ve
U U U
G- T(z—q—p +2 r(3—p) +1 r<2—p—1> r
U U U
E_p 5 ;—1 2
U U U 1
2q 4 2p



Tézisflizet 9

Reményteljesnek latszik, hogy e szdmolési modszer kiterjeszthets tetszéleges d-
dimenzios korlatos és nem korlatos tartoméanyt szabalyos mozaikokra is, és a modszer
altalanositasdval megadhatd a mozaikovezetek kiilsg feliiletére illeszkedd csticsok,

lapok, élek, ..., (d — 1)-dimenzids lapok szama is.

3. Eredmények osszefoglalasa

A kovetkezd tablazatok Osszefoglald jelleggel a dolgozatban vizsgalt mozaikokra
pontosan meghatarozott hatarérték kozelits értékeit tartalmazzak. Eddig az euklide-
szi mozaikoktol eltekintve a {4, 3,5} mozaik esetére (ZEITLER [16]) voltak ismertek
az eredmények. A {p, ¢, r} végtelen érintépoliéderekkel képezett mozaik aszimptoti-
kus gulakra torténd felosztasaval kapott mozaikot {p,q,r}, jeloli (5. fejezet). Az 1.
tablazat a szabalyos mozaikokra kapott hatarértékeket osszegzi, mig a 2. és a 3. tab-
lazat a 6. fejezetben leirt, VERMES 1. [13], [14] altal definialt, szabalyos hasabmo-
zaikokhoz tartozo hatarértékeket adja meg (csak p < 10 esetre).

mozalk % [
{4,3,4} 1 0
{4,3,5}, {5,3,4] 29.96663 0.96663
{5,3,5} 166.99401 0.99401
{3,5,3) 46.97871 0.97871
{4,4,3},, {4,4,3}, {3,4,4} 10 0.9
{6,3,3},, {6, 3,3}, {3,3,6} 6 0.83333
{6,3,4},, {6,3,4}, {4,3,6} 21 0.95238
{6,3,5},, {6,3,5}, {5, 3,6 76 0.98684
{4,3,3,4} 1 0
{3.3,3,5}, {5.3,3,3} 84.03807 0.98810
{4,3,3,5}, 15,3, 3, 4} 2381.82771 0.99958
{5,3,3,5} 319483.2496 0.999997
{4,3,4,3},, {4,3,4,3}, {3,4,3,4} | 141.728617 0.992071

1. tablazat. A szabdlyos mozaikok dsszefoglalo tdbldzata.
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Jim 52 {p13,3} | {pI3,4} | {p13,5} | {pl4,3} | {pl5,3}
p=3 - - [ - -
p=4 - - - 229.904
p=>5 - - - 91.1299 | 306.746
p=~6 = - - 116.403 | 384.746
p="1 35.2892 | 117.827 | 413.707 | 141.309 | 463.059
p=2~8 42.1757 | 138.482 | 484.300 | 166.994 | 541.449
p=9 48.8284 | 158.870 | 554.594 | 190.533 | 619.837
p =10 55.3460 | 179.081 | 624.665 | 215.970 | 698.198

2. tablazat. zlirgo Vthl értékei a szabdlyos hasabmozaikok esetén.
lim & (3,3} | {wl3,4} | {pI3,5} | {pl4,3} | {vl5,3}
= _ _ _ _
p=4 - - - 0.995650
p= — - - 0.989027 | 0.996740
p= - - - 0.991409 | 0.997401
p= 0.971663 | 0.991514 | 0.997583 | 0.992923 | 0.997840
p= 0.976290 | 0.992779 | 0.997935 | 0.993976 | 0.998153
p= 0.979520 | 0.993706 | 0.998197 | 0.994752 | 0.998387
p=10 0.981929 | 0.994416 | 0.998399 | 0.995348 | 0.998567

3. tablazat. lim ¥

Si

1— 00

értéker a szabdlyos hasdibmozaikok esetén.
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