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1. BEVEZET� 1

Ebben a tézisfüzetben a Rejtett Markov Modellek Statisztikai Vizsgálata cím¶ PhD dol-
gozat eredményeit foglaljuk össze. El®ször egy rövid történeti áttekintést adunk a választott
témáról, majd a modell de�niálása után bemutatjuk a dolgozat eredményeit.

1. Bevezet®
A Rejtett Markov Model (HMM) egy diszkrét idej¶, véges állapotter¶ homogén Markov
lánc, melyet egy memória nélküli zajos csatornán �gyelünk meg. A Markov lánc minden
állapotához hozzá van rendelve egy kiolvasási s¶r¶ség, ami megadja a zaj mértékét. A Mar-
kov lánc kezdeti eloszlása illetve átmenetvalószín¶ségi mátrixa, valamit a kiolvasási s¶r¶ségek
valamilyen paraméteres családja karakterizálja a Rejtett Markov Modellt.

A Rejtett Markov Modell sztochasztikus rendszerek modellezésének egyik alapvet® esz-
köze lett. Széleskör¶ alkalmazása folyik a nanotechnológiában [31], a telekommunikációban
[52], a beszédfelismerésben [30], a kapcsolt rendszerekben [16, 20], a pénzügyi matematikában
[13] és a fehérje kutatásban [53]. Egy általános bevezet® található a [15] összefoglaló cikkben.

A Rejtett Markov Modellek dinamikájának becslése alapvet® probléma az alkalmazások-
ban. Az els® eredmény Baumtól és Petrie-t®l származik, akik a kérdést véges állapottér és vé-
ges kiolvasási tér mellett vizsgálták, [5]. Eredményük a Shannon-Breiman-McMillan tételen
alapszik. Er®s értelemben vett konzisztenciát el®ször Araposthatis és Marcus bizonyított vé-
ges állapotter¶ és bináris kiolvasási ter¶ HMM-ekre, [1]. �k bizonyították el®ször a prediktív
�lter exponenciális felejtését. Leroux általános folytonos kiolvasási tér mellett bizonyította a
maximum-likelihood becslés er®s konzisztenciáját a szubadditív ergod tétel alkalmazásával.

Legland és Mevel vizsgálták a prediktív �lter exponenciális felejtését általános kiolvasási
tér mellett, és bizonyítottak geometriai ergodicitást arra a kib®vített Markov láncra, mely
az állapotból, kiolvasásból, és a prediktív �lterb®l áll, [40] és [39]. Ezen utóbbi eredményeket
terjesztették ki Douc és Matias általános kompakt állapotter¶ HMM-ekre, [9].

Rejtett Markov Modellek statisztikai vizsgálatának egyik alapvet® kérdése, hogy a nagy
számok törvénye létezik-e a log-likelihood függvényre. Az el®bbiekben vázolt irodalmi hivat-
kozások mindegyikében találhatóak feltételek arra, hogy a nagy számok er®s törvénye létez-
zen. Az eddigiekben a legjobb megközelítésnek a Legland és Mevel által használt eszköz,
a geometriai ergodicitás t¶nt. A geometriai ergodicitás segítségével centrális határeloszlás
tételeket tudtak bizonyítani.

Lineáris sztochasztikus rendszerek statisztikai elméletéb®l ismert, hogy ezek a klasszi-
kus eredmények nem mindig kielégít®ek bizonyos természetesen adódó kérdések megválas-
zolására, mint például az adaptív el®rejelzés hatékonysága. Erre vonatkoznak Gerencsér-
nek és Rissanen-nek az eredményei, lásd [28], [26]. Adaptív el®rejelz®k hatékonyságának
vizsgálata tette szükségessé lineáris sztochasztikus rendszerek paraméter becslésének er®s
approximációját. Lineáris sztochasztikus rendszerek esetében az o�-line becslés er®s appro-
ximációjára vonatkozó eredmény van [24]-ben.

Az er®s approximációra vonatkozó eredmények az L-kever®ség fogalmán alapulnak, me-
lyet Gerencsér vezetett be [23]-ben. Ez a fogalom a Caines, Rissanen [48] és Ljung [42] által
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használt exponenciálisan stabil folyamatok egy általánosítása.
Egy egyszer¶, de fontos észrevétel, hogy az L-kever®ség fogalma kiterjeszthet® a Rejtett

Markov Modellek osztályára. A kiterjesztéshez azt használjuk, hogy egy Markov lánc repre-
zentálható véletlen leképezésekkel, lásd [8]. Belátjuk például, hogy ha az állapot folyamatra
teljesül a Doeblin-feltétel, akkor a Rejtett Markov folyamat tetsz®leges, rögzített korlátos,
mérhet® függvénye L-kever® lesz, lásd 3.1 Tétel.

2. Alapfogalmak
2.1. Hidden Markov Models
Legyenek X ,Y lengyel terek. Tekintsünk egy Rejtett Markov Modellt, melynek állapottere
X és a kiolvasási tere Y .

2.1. De�níció. Az (Xn, Yn) pár Rejtett Markov folyamat, ha (Xn) egy homogén Markov
lánc az X állapottéren és az (Yn) kiolvasási sorozat feltételesen független és azonos eloszlású
az (Xn) folyamat generálta σ-algebrára nézve.

Az érthet®ség kedvéért legyen a HMM állapottere most véges, azaz |X | = N . Kompakt
állapottérre vonatkozó fogalmak és eredmények a disszertáció 4.2 fejezetében találhatóak.

Legyen Q∗ az ismeretlen Markov lánc átmenetvalószín¶ségi mátrixa, azaz

Q∗
ij = P (Xn+1 = j|Xn = i),

ahol ∗ jelöli azt, hogy a valódi értékét tekintjük az ismeretlen mennyiségnek. A disszer-
tációban parametrikus problémával foglalkozunk, azaz az ismeretlen mennyiségek (átme-
netvalószín¶ségi mátrix, kiolvasási s¶r¶ségek) mindig valamilyen paramétert®l függenek. A
paraméter valódi értéke az az érték lesz, amelyet a sorozat generálásához használunk.

A kiolvasásokat a következ® feltételes s¶r¶ségfüggvényekkel de�niáljuk

P (Yn ∈ dy|Xn = x) = b∗x(y)λ(dy), (1)
ahol λ egy rögzített σ-véges mérték.

A becsléselmélet egyik kulcs mennyisége a prediktív �lter:

pj
n+1 = P (Xn+1 = j|Yn, . . . , Y0).

Legyen pn+1 = (p1
n+1, . . . , p

N
n+1)

T . Ekkor [5] alapján a �lter folyamat kielégíti a Baum-
egyenletet:

pn+1 = π(QT B(Yn)pn), (2)
ahol p0 = q a kezdeti eloszlás, Q ∈ RN×N egy valószín¶ségi mátrix, B(y) = diag(bi(y))
feltételes s¶r¶ségfüggvényekb®l (valószín¶ségekb®l) álló diagonális mátrix és q ∈ RN egy
valószín¶ségi vektor, azaz qi ≥ 0, ha i = 1, . . . N és

∑N
i=1 qi = 1.
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Legyen q egy tetsz®leges kezdeti valószín¶ségi vektor és jelölje pn(q) a Baum-egyenlet
megoldását.

A statisztikai vizsgálatoknak egy kulcstényez®je, hogy a Baum-egyenlet exponenciálisan
stabil, azaz két különböz® kezdeti vektorból indítva a rekurziót (q-ból és q′-b®l), akkor pn(q)
és pn(q′) különbsége exponenciálisan gyorsan tart 0-hoz.

Megfelel® feltételek mellett ezt bizonyította be Legland és Mevel általános kiolvasási tér
mellett ([40]). Az alábbiakban kimondjuk a tételt arra az esetre, amikor az átmenetvalószí-
n¶ségi mátrix pozitív:

2.1. Állítás. Tegyük fel, hogy Q > 0 és bx(y) > 0 minden x, y-ra. Legyenek q, q′ tetsz®leges
kezdeti értékek. Ekkor valamilyen 0 < δ < 1 mellett,

‖pn(q)− pn(q′)‖TV ≤ C(1− δ)n‖q − q′‖TV , (3)

ahol ‖ · ‖TV jelöli a totális variáció normát.

Legyen D egy nem üres nyílt részhalmaza az Rr térnek. Tekintsük a következ® becslési
feladatot: legyen Q(θ) és b(θ) a θ ∈ D függvénye, valamint legyen

Q∗ = Q(θ∗), b∗ = b(θ∗).

A maximum-likelihood becslés konzisztencájához szükségünk van arra, hogy a

lim
N→∞

1

N
log p(y0, . . . yN , θ) (4)

határérték 1-valószín¶séggel létezik (egyenletesen θ-ban), [42].
A (4) határértéket sokszor vizsgálták az irodalomban, lásd [4], [41], [20], [34], [9], [10].

2.2. L-kever® folyamatok
Ebben a fejezetben áttekintést adunk az L-kever® folyamatokról. Az L-kever®ség fogalma,
melyet Gerencsér László vezetett be ([23]), hatékony eszköznek bizonyult a lineáris sztochasz-
tikus rendszerek vizsgálatában. Kapcsolatot teremtve a Rejtett Markov Modellek és a li-
neáris sztochasztikus rendszerek között, az L-kever®ség a disszertáció legfontosabb technikai
eszköze. Az alábbiakban de�niáljuk az L-kever® tulajdonságot:

Legyen (Ω,F , P ) egy adott valószín¶ségi mez®. Tekintsünk egy Rm-érték¶ (Xn), n ≥ 0
sztochasztikus folyamatot ezen a mez®n.

2.2. De�níció. Az (Xn), n ≥ 0 folyamat M-korlátos, ha minden 1 ≤ q < ∞-re

Mq(x) = sup
n≥0

E
1
q |Xn|q < ∞.
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Azt, hogy (Xn) M -korlátos, a kés®bbiekben úgy jelöljük, hogy Xn = OM(1). Hasonlóan, ha
cn egy pozitív tagokból álló sorozat, akkor Xn = OM(cn) azt jelenti, hogy Xn/cn = OM(1).

Legyen (Fn), n ≥ 0 egy monoton növ® σ-algebra család, illetve (F+
n ), n ≥ 0 egy monoton

fogyó σ-algebra család. Tegyük fel, hogy minden n ≥ 0-ra, Fn és F+
n függetlenek.

2.3. De�níció. Az (Xn), n ≥ 0 sztochasztikus folyamat L-kever® az (Fn,F+
n ) párra nézve,

ha Fn-adaptált, M-korlátos, és tetsz®leges 1 ≤ q < ∞ mellett

γq(τ) = sup
n≥τ

E
1
q |Xn − E(Xn|F+

n−τ )|q-ra,

ahol τ nem-negatív egész, teljesül, hogy

Γq(x) =
∞∑

τ=0

γq(τ) < ∞.

3. Exponenciálisan stabil rendszerek
3.1. Markov láncok reprezentációja
A 3.1 fejezetben egy áttekintést adunk Markov láncok véletlen leképezésekkel történ® re-
prezentációjáról, [8], majd közlünk néhány fontos állítást a fenti reprezentáció és a Doeblin
feltétel kapcsolatáról, lásd [7]. Ezen eszközökkel bizonyítjuk a következ® lemmát:

3.1. Lemma. Tegyük fel, hogy az (Xn) Markov láncra teljesül a Doeblin feltétel. Ekkor az
(Xn, Yn) folyamatra szintén teljesülni fog a Doeblin feltétel.

3.2. Markov láncok és az L-kever®ség
Tekintsük a következ® input-output rendszert: Legyen az input folyamat egy Markov lánc,
mely kielégíti a Doeblin-feltételt, az output folyamatot pedig egy korlátos mérhet® függvény
generálja. Ekkor az output folyamatra nem teljesül a Doeblin-feltétel. A következ® tétel azt
mondja, hogy az output folyamat L-kever® lesz.

3.1. Tétel. Legyen (Xn) egy Markov lánc, melynek állapottere az X lengyel tér. Tegyük
fel, hogy a Doeblin-feltétel teljesül az Xn láncra. Továbbá legyen g : X −→ R egy korlátos,
mérhet® függvény. Ekkor az

Un = g(Xn)

folyamat L-kever®.
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3.3. Exponenciálisan stabil véletlen leképezések I.
Bevezetjük az exponenciális stabilitás általános fogalmát. Legyen X egy tetsz®leges ab-
sztrakt mérhet® tér és legyen Z egy Banach tér zárt részhalmaza (pl. Z ⊂ L1(R) lehet a
s¶r¶ségfüggvények halmaza). Legyen f : X × Z −→ Z egy Borel-mérhet® függvény, és egy
rögzített (xn)n≥0, xn ∈ X sorozatra tekintsük a következ® rekurziót:

zn+1 = f(xn, zn), z0 = ξ. (5)

Jelöljük a rekurzió megoldását zn(ξ)-vel. Az egyszer¶bb jelölések kedvéért a generáló (xn)
sorozat jelölését®l eltekintünk.

3.1. De�níció. Az f leképezés egyenletesen exponenciálisan stabil, ha minden (xn)n≥0, xn ∈
X sorozatra fennáll, hogy

‖zn(ξ)− zn(ξ′)‖ ≤ C(1− %)n‖ξ − ξ′‖, (6)

ahol C > 0, 1 > % > 0 függetlenek az (xn) sorozattól.

Bizonyos feltételek mellett ez teljesül a Baum-egyenletre, lásd 2.1 Állítás vagy [40].
De�niáljuk a (Zn) folyamatot a következ® módon:

Zn+1 = f(Xn, Zn), Z0 = ξ, (7)

ahol az (Xn) Markov lánc kielégíti a Doeblin feltételt. Jelöljük a Markov-lánc invariáns
eloszlását π-vel. A (Zn) folyamat M -korlátosságához kellenek a következ® feltételek:

3.1. Feltétel. Legyen az X0 eloszlása π0. Tegyük fel, hogy

dπ0

dπ
≤ C1. (8)

3.2. Feltétel. Minden ξ ∈ Z és q ≥ 1-re tegyük fel, hogy

Eπ‖Z1(ξ)‖q ≤ K1(ξ) < ∞,

azaz ∫

X

‖f(x, ξ)‖qdπ(x) ≤ K1(ξ) < ∞, (9)

ahol π az (Xn) stacionárius eloszlása és K1(·) egy mérhet® függvény.

3.2. Lemma. Legyen f(x, z) egy exponenciálisan stabil leképezés és tegyük fel, hogy a 3.1,
3.2 feltételek teljesülnek. Ekkor a (7) rekurzióval de�niált (Zn) folyamat tetsz®leges Z0 = ξ
kezdeti érték mellett M-korlátos.
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Legyen g egy mérhet® függvény és tekintsük a Vn = g(Xn, Zn) folyamatot. Tegyük fel a
következ®t a g függvényre:
3.3. Feltétel. Legyen g(x, z) egy mérhet® függvény az X ×Z téren, mely Lipschitz-folytonos
z-ben tetsz®leges x esetén, és a Lipschitz konstans nem függ x-t®l.

3.2. Tétel. Tekintsük az (Xn, Zn) folyamatot, ahol az (Xn) Markov láncra teljesül a Doeblin-
feltétel, és Zn-t a (7) rekurzió de�niálja valamilyen exponenciálisan stabil f leképezéssel és
ξ kezdeti értékkel. Tegyük fel, hogy a 3.1 és 3.2 feltételek teljesülnek. Továbbá legyen g(x, z)
egy korlátos, mérhet® függvény, mely kielégíti a 3.3 feltételt. Ekkor a

Vn = g(Xn, Zn)

folyamat L-kever®.

Néhány alkalmazásban a 3.3 feltétel túl er®s. Ezért tekintsük az alábbi gyengített ver-
zióját:
3.4. Feltétel. Legyen g(x, z) egy mérhet® függvény az X ×Z téren, mely Lipschitz-folytonos
z-ben tetsz®leges x mellett olyan L(x) x-t®l függ® Lipschitz konstanssal, melynek Lipschitz
konstans momentumai léteznek az (Xn) folyamat π stacionárius eloszlása szerint, azaz min-
den q ≥ 1-re ∫

X

|L(x)|qdπ(x) < Lq
q < ∞.

Kicserélve a 3.3 feltételt a 3.4 feltételre, 3.2 Tétel igaz marad.

3.4. Exponenciálisan stabil véletlen leképezések II.
Ebben a részben a 3.2 Tétel kiterjesztését vizsgáljuk nem-korlátos g függvényekre. A követ-
kez® feltételre van szükségünk:

3.5. Feltétel. Tegyük fel, hogy minden q ≥ 1-re
∫

X

sup
z∈Z

‖g(x, z)‖qdπ(x) ≤ Mq < ∞. (10)

3.3. Tétel. Tekintsük az (Xn, Zn) folyamatot, ahol az (Xn) Markov láncra teljesül a Doeblin-
feltétel, és Zn-t a (7) rekurzió de�niálja valamilyen exponenciálisan stabil f leképezéssel és ξ
kezdeti értékkel. Tegyük fel, hogy a 3.1 és 3.2 feltételek teljesülnek. Továbbá tegyük fel, hogy
a g(x, z) függvényre teljesülnek a 3.3, 3.5 feltételek. Ekkor a

Vn = g(Xn, Zn)

folyamat L-kever®.

3.3 Tétel szintén igaz a gyengébb 3.4 feltétel mellett.
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3.5. Exponenciálisan stabil véletlen leképezések III.
Er®s approximációs tételekhez szükségünk lesz a ∂

∂θ
log p(yn|yn−1, . . . y0, θ) derivált folyamat

L-kever®ségére. Mivel 3.3 Tétel feltételei nem teljesülnek erre a folyamatra, szükségünk van
a tétel további kiterjesztésére.

Tekintsük az alábbi feltételt a 3.3 feltétel helyett:

3.6. Feltétel. Legyen g(x, z) egy mérhet® függvény az X ×Z téren olyan, hogy minden x-re
egy x-t®l függ® L(x) Lipschitz konstansra teljesül, hogy

|g(x, z1)− g(x, z2)| ≤ L(x)‖z1 − z2‖(‖z1‖+ ‖z2‖),
és 


∫

X

|L(x)|qdπ(x)




1/q

< Lq < ∞

minden q ≥ 1-re, ahol π(x) az (Xn) Markov lánc stacionárius eloszlása.

Gyengítsük 3.5 feltételt:

3.7. Feltétel. Tegyük fel, hogy minden q ≥ 1-re
∫

X

sup
z∈Z

(‖g(x, z)‖
‖z‖+ 1

)q

dπ(x) ≤ Mq < ∞. (11)

Ekkor teljesül, hogy

3.4. Tétel. Tekintsük az (Xn, Zn) folyamatot, ahol az (Xn) Markov láncra teljesül a Doeblin-
feltétel, és Zn-t a (7) rekurzió de�niálja valamilyen exponenciálisan stabil f leképezéssel és ξ
kezdeti értékkel. Tegyük fel, hogy a 3.1 és 3.2 feltételek teljesülnek. Továbbá tegyük fel, hogy
a g(x, z) függvényre teljesülnek a 3.6, 3.7 feltételek. Ekkor a

Vn = g(Xn, Zn)

folyamat L-kever®.

3.6. On-line becslés
Ebben a fejezetben tárgyaljuk a Rejtett Markov Modellek rekurzív becslésének konvergen-
ciájához szükséges általános modellt. Ehhez tekintünk egy Markov folyamatot, melyet egy
exponenciálisan stabil leképezés hajt és használjuk Benveniste, Metivier és Priouret (BMP)
([6]) sztochasztikus approximációs algoritmusokra vonatkozó eredményeit. Az els® alfeje-
zetben vázoljuk a sztochasztikus approximációs algoritmus általános sémáját, a második
alfejezetben pedig bebizonyítjuk, hogy a modellosztályunkra alkalmazható az algoritmus.
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3.6.1. A BMP séma
Ebben a fejezetben vázoljuk a Benveniste, Metivier és Priouret (lásd a [6]-ban 2. Fejezet,
II. Részt) szerz®k sztochasztikus approximációs algoritmusokra vonatkozó alapvet® ered-
ményeit.

Legyen adott {Πθ, θ ∈ D ⊂ Rd} átmenetvalószín¶ségeknek egy családja az U téren, ahol
U egy lengyel tér. Jelöljük a téren a metrikát d-vel. Megjegyezzük, hogy [6]-ban U azonosítva
van Rn-nel, de az eredmények általánosíthatóak teljes szeparábilis metrikus térre. Legyen
D egy nyílt halmaz. Tegyük fel, hogy minden θ ∈ D-re létezik egy egyértelm¶ µθ invariáns
mértéke a folyamatnak. Legyen (Un(θ)) egy olyan Markov lánc, melynek U0(θ) kezdeti
eloszlása µθ. Legyen H(θ, u) egy Rd × U → Rd leképezés. A BMP-elmélet alapfeladata a
következ® egyenlet megoldása:

Eµθ
H(θ, U(θ)) = 0.

Tegyük fel, hogy egy θ∗ ∈ D megoldás létezik.
A BMP-séma. A fenti egyenlet megoldására a következ® rekurzív becslési eljárást de�-

niáljuk
θn+1 = θn +

1

n
H(θn, Un), (12)

ahol Un az id®ben változó paraméterrel de�niált folyamatot jelenti, azaz

P (Un+1 ∈ A|Fn) = Πθn(Un, A),

ahol Fn az U0, . . . , Un valószín¶ségi változók által generált σ-algebra és A egy Borel-mérhet®
részhalmaza az X térnek.

[6]-ban bizonyítják a következ® konvergencia-tételt (13. Tétel, 236.old):

3.5. Tétel. (Benveniste-Métivier-Priouret 1990, [6]) Tegyük fel, hogy a disszertációban sze-
repl® A1 - A6 feltételek teljesülnek és ε egy elegend®en kicsi szám. Tegyük fel, hogy
θ ∈ intD0, Um = u ∈ U , és tekintsük a θ◦n = θn∧τ∧σ megállított folyamatot. Ekkor tets-
z®leges 0 < λ < 1 számhoz léteznek a B és s konstansok úgy, hogy minden m ≥ 0-ra teljesül,
hogy lim θ◦n = θ∗ legalább

1−B(1 + V (u)s)
+∞∑

n=m+1

n−1−λ.

valószín¶séggel.

Az A1 - A6 feltételek megtalálhatóak a disszertáció 3.6.1 fejezetében, illetve [6]-ban.

3.6.2. Alkalmazás exponenciálisan stabil nem-lineáris rendszerekre
Ebben a fejezetben az (A1)-(A3) feltételek teljesülését ellen®rizzük exponenciálisan stabil
nem-lineáris rendszerekre. Legyen X egy lengyel tér és Z egy szeparábilis Banach tér zárt
részhalmaza. Jelölje dX az X téren a metrikát.
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Legyen f egy exponenciálisan stabil leképezés, lásd 3.1 De�níciót, és de�niáljuk a (Zn)
folyamatot a

Zn+1 = f(Xn, Zn, θ), Z0 = ξ, (13)
rekurzióval, ahol (Xn) egy olyan Markov lánc, mely kielégíti a Doeblin-feltételt. Legyen
Un = (Xn, Zn) ∈ X × Z = U , és de�niáljuk a metrikát U -n a következ®képpen:

d(u, u′) = ‖z − z′‖+ dX (x, x′), (14)

ahol u = (x, z) és u′ = (x′, z′). Végül legyen

V (u) = ‖z‖. (15)

a Ljapunov függvény.
Jelöljük az (Xn) folyamat stacionárius eloszlását π-vel. (A1)-hez szükségünk lesz két

feltételre: az els® az, hogy ne legyenek egymástól "nagyon messze" állapotok, a második
lényegében (A1) egy lépésben akkor, amikor az X0 eloszlása stacionárius.

3.8. Feltétel. Jelölje X1 eloszlását π1. Tegyük fel, hogy
dπ1

dπ
≤ C1. (16)

3.9. Feltétel. Tegyük fel minden ξ ∈ Z-re és p ≥ 1-re, hogy

Eπ‖Z1(ξ)‖p ≤ K1(1 + ‖ξ‖p),

azaz ∫

X

‖f(x, ξ)‖pdπ(x) ≤ K1(1 + ‖ξ‖p). (17)

Megjegyezzük, hogy 3.8 Feltétel a 3.1 Feltétel egy módosított változata, míg 3.9 Feltétel
a 3.2 Feltétel egy speciális esete.

3.6. Tétel. Tekintsünk egy Un = (Xn, Zn) folyamatot, ahol Zn-t a (7) rekurzióval de�niál-
juk egy exponenciálisan stabil f leképezéssel és egy olyan (Xn) Markov lánccal, mely kielégíti
a Doeblin-feltételt. Tegyük fel, hogy 3.8 és 3.9 Feltételek teljesülnek. Ekkor (A1) fennáll,
azaz létezik olyan K pozitív konstans, hogy minden n ≥ 0, u ∈ U és θ ∈ Q-ra:

Eu,θ(|V (Un)|p+1) ≤ K(1 + |V (u)|p+1).

3.6 Tételben nem használjuk, hogy az X tér metrikus, azaz itt az X tér tetsz®leges
mérhet® tér lehet. Másfel®l a Doeblin tulajdonság csak az (Xn) Markov lánc stacionárius
eloszlásának létezéséhez kell.

(A2)-höz további két feltételre lesz szükségünk az (Xn) folyamat stabilitásával kapcso-
latban.



10 MOLNÁR-SÁSKA GÁBOR

3.10. Feltétel. Tegyük fel, hogy f Lipschitz folytonos x-ben, azaz

‖f(x1, z)− f(x2, z)‖ ≤ LdX (x1, x2)

3.11. Feltétel. Tegyük fel, hogy

EdX (Xn, X
′
n) ≤ KdX (X0, X

′
0).

3.7. Tétel. Tekintsünk egy Un = (Xn, Zn) folyamatot, ahol Zn-t a (7) rekurzió által de�niál-
juk egy exponenciálisan stabil f leképezéssel és egy olyan (Xn) Markov lánccal, mely kielégíti
a Doeblin-feltételt. Tegyük fel, hogy 3.8, 3.9, 3.10 és 3.11 Feltételek teljesülnek. Ekkor (A2)
fennáll, azaz léteznek olyan K, p pozitív konstansok és 0 < ρ < 1, hogy minden g ∈ Li(p),
θ ∈ Q, n ≥ 0 és u, u′ ∈ U-ra:

|Πn
θ g(u)− Πn

θ g(u′)| ≤ Kρn‖∆g‖Vp(1 + |V (u)|p + |V (u′)|p)d(u, u′).

(A3)-hoz szükségünk van arra, hogy az f leképezés sima legyen a θ paraméterben, azaz
f : X × Z ×Θ → Z legyen egy olyan Borel-mérhet® függvény, mely di�erenciálható θ-ban,
és tetsz®leges rögzített θ mellett az f(·, ·, θ) exponenciálisan stabil leképezés.

3.8. Tétel. Tekintsünk egy Un = (Xn, Zn) folyamatot, ahol Zn-t a (7) rekurzió által de�niál-
juk egy exponenciálisan stabil f leképezéssel és egy olyan (Xn) Markov lánccal, mely kielégíti
a Doeblin-feltételt. Tegyük fel, hogy 3.8, 3.9 Feltételek teljesülnek. Ekkor (A3) fennáll, azaz
léteznek olyan K, p pozitív konstansok, hogy minden g ∈ Li(p), u ∈ U , n ≥ 0 és θ, θ′ ∈ Q-ra:

|Πn
θ g(u)− Πn

θ′g(u)| ≤ K‖∆g‖Vp(1 + |V (u)|p)|θ − θ′|.

Összefoglalva a fentieket, kaptuk, hogy

3.9. Tétel. Tekintsünk egy Un = (Xn, Zn) folyamatot, ahol Zn-t a (7) rekurzió által de-
�niáljuk egy exponenciálisan stabil f leképezéssel és egy olyan (Xn) Markov lánccal, mely
kielégíti a Doeblin-feltételt. Tegyük fel, hogy 3.8, 3.9, 3.10 és 3.11 Feltételek teljesülnek.
Ekkor (A1)-(A3) fennállnak.

Tehát ha (A5) fennáll valamilyen H függvényre és van olyan Ljapunov függvény, amely
kielégíti (A6)-t, akkor a 3.5 Tétel szerinti konvergencia eredmény fennáll a (12) rekurzióval
generált sorozatra.

3.9 Tétel eredményét használjuk Rejtett Markov Modellekre az 5. Fejezeteben.
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4. Alkalmazás HMM-re
Ebben a fejezetben alkalmazzuk az el®z® fejezet eredményeit Rejtett Markov Modellekre.
Legyen (Xn, Yn) egy HMM, ahol az X állapottér véges és az Y kiolvasási tér folytonos,
azaz legyen Y egy mérhet® tér, B(Y) ezen a téren egy σ-algebra és λ egy σ-véges mérték.
A gyakorlati alkalmazásokban az Y kiolvasási tér az Rd egy mérhet® részhalmaza. Bár
a fejezet eredményei igazak általános kiolvasási tér mellett is, mi a továbbiakban mindig
feltesszük, hogy Y az Rd egy mérhet® részhalmaza és λ a Lebesgue-mérték. Tegyük fel,
hogy az átmenetvalószín¶ség-mátrix és a kiolvasási s¶r¶ségek (valószín¶ségek) pozitívak,
azaz Q∗ > 0 és b∗i(y) > 0 minden i, y-ra. Ekkor a Doeblin-feltétel teljesül az (Xn, Yn)
folyamatra.

Legyen az (Xn) invariáns eloszlása ν, valamint az (Xn, Yn) invariáns eloszlása π. Ekkor

π({i}, dy) = νib
∗i(y)λ(dy). (18)

4.1. Rejtett Markov Modellek becslése
A becslési feladat egyik központi kérdése az, hogy a

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

g(yk, pk) (19)

határérték létezik-e, ahol
g(y, p) = log

∑
i

bi(y)pi. (20)

4.1. Tétel. Tekintsünk egy (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol az X állapottér véges és az
Y kiolvasási tér az Rd tér egy mérhet® részhalmaza. Tegyük fel, Q, Q∗ > 0 és bi(y), b∗i(y) > 0
minden i, y-ra. Indítsuk az (Xn, Yn) folyamatot olyan π0 kezdeti eloszlásból olyan, melynek
Radon-Nikodym deriváltja a stacionárius π eloszlásra nézve korlátos, azaz

dπ0

dπ
≤ K. (21)

Végül tegyük fel, hogy minden i, j ∈ X -re és q ≥ 1-re
∫
| log bj(y)|qb∗i(y)λ(dy) < ∞. (22)

Ekkor a g(Yn, pn) folyamat L-kever®.

Mivel a Q átmenetvalószín¶ségi mátrix pozitív, ezért az (Xn) folyamat stacionárius e-
loszlása szigorúan pozitív, így a pozitív kiolvasási s¶r¶ségek (valószín¶ségek) miatt (21)
feltétel nem egy er®s feltétel. Például kezdeti eloszlásnak tekinthetjük azt, amikor az X
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téren veszünk egy állapotot egyenletes eloszlás szerint, majd egy mindenütt pozitív s¶r¶ség-
függvénnyel generálunk hozzá egy kiolvasást.

(19) aszimptotikus viselkedését bizonyítjuk a következ® tételben:

4.2. Tétel. Tekintsünk egy (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol az X állapottér véges és az
Y kiolvasási tér az Rd tér egy mérhet® részhalmaza. Tegyük fel, Q,Q∗ > 0 és bi(y), b∗i(y) > 0
minden i, y-ra. Indítsuk az (Xn, Yn) folyamatot olyan π0 kezdeti eloszlásból, melynek Radon-
Nikodym deriváltja a stacionárius π eloszlásra nézve korlátos, azaz

dπ0

dπ
≤ K. (23)

Végül tegyük fel, hogy minden i, j ∈ X -re és q ≥ 1-re
∫
| log bj(y)|qb∗i(y)λ(dy) < ∞. (24)

Ekkor a
lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

g(Yk, pk)

határérték létezik 1-valószín¶séggel.

Tekintsünk most egy véges állapotter¶, véges kiolvasási ter¶ HMM-t. Ekkor a 4.1 Tétel
egy speciális esetét kapjuk:

4.3. Tétel. Tekintsük az (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol X és Y végesek. Tegyük fel,
hogy Q, Q∗ > 0 és bi(y), b∗i(y) > 0 fennállnak minden i, y-ra. Ekkor a g(Yn, pn) folyamat
L-kever®.

A fejezet végén összehasonlítjuk eredményeinket Legland és Mevel idevonatkozó ered-
ményeivel, lásd [40] vagy a disszertáció 4.1.6 Állítását, és egy példát adunk olyan Rejtett
Markov Modellre, ahol a 4.2 Tétel alkalmazható, de a 4.1.6 Állítás feltételei nem teljesülnek.

4.2. Kiterjesztés általános állapottérre
Ebben a fejezetben a 4.1 fejezet eredményeit terjesztjük ki arra az esetre, amikor az állapottér
kompakt. Legyen (Xn) egy Markov lánc a K ⊂ X kompakt állapottéren, ahol X egy lengyel
tér, és B(K) a megfelel® Borel σ-algebra. Rögzítsünk egy σ-véges domináló mértéket az
X téren. Legyen Q∗(x,A) (x ∈ K, A ∈ B(K)) a Markov átmenet magja, lásd [44]. Az
(Yn) meg�gyelések feltételesen függetlenek és azonos eloszlásúak feltéve az (Xn) folyamatot,
ahol az Y kiolvasási tér lengyel tér. Jelölje b∗xn(y) a feltételes s¶r¶ségfüggvényeket, lásd (1).
Legyen az (Xn) folyamat kezdeti eloszlása P ∗

0 .
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Tegyük fel, hogy a bx(y) s¶r¶ségfüggvények ugyanazon λ σ-véges mérték szerint adottak,
illetve a Q átmeneti magnak van egy q s¶r¶sége egy σ-véges µ domináló mérték szerint az X
téren. Továbbá tegyük fel, hogy az (Xn) folyamat kezdeti eloszlásának is van egy p0 s¶r¶sége
a µ mértékre nézve.

Tekintsük a prediktív �lter s¶r¶ségfüggvényét, azaz az Xn változó s¶r¶ségfüggvényét,
ha az (Yi)

n−1
i=0 múlt adott. A Baum-egyenlet alapján van egy rekurziónk a prediktív �lter

s¶r¶ségfüggvényére (2):

pn+1(x) =

∫
u
q(u, x)bu(Yn)pn(u)dµ(u)∫

u
bu(Yn)pn(u)dµ(u)

.

A következ® jelöléseket fogjuk használni: az (K,B(K), µ) téren de�niált tetsz®leges f
függvényre legyen

ess sup(f) = inf{M ≥ 0 : µ({M < |f |}) = 0},
és ha f nem-negatív, akkor legyen

ess inf(f) = sup{M ≥ 0 : µ({M > |f |}) = 0}.
Minden y ∈ Y-ra legyen

δ(y) =
ess supx bx(y)

ess infx bx(y)
. (25)

Végül legyen
ε =

ess infx,x′ q(x, x′)
ess supx,x′ q(x, x′)

. (26)

A következ® állítás a prediktív �lter exponenciális stabilitását mutatja ([9]), mely a 2.1
Állítás általánosítása.

4.1. Állítás. (Douc-Matias 2001, [9]) Tegyük fel, hogy 0 < ε. Legyenek p′0 és p′′0 az X0

kezdeti eloszlás tetsz®leges s¶r¶ségfüggvényei a µ mértékre nézve. Ekkor

‖pn(p′0)− pn(p′′0)‖L1 ≤ C(1− ε)n‖p′0 − p′′0‖L1 . (27)

4.2.1. HMM-k becslése: folytonos állapottér
Tegyük fel, hogy az (Xn) Markov lánc egy stacionárius eloszlása ν. Ekkor az (Xn, Yn)
folyamat stacionárius eloszlásának s¶r¶ségfüggvénye

π(x, y) = bx(y)ν(x).

A likelihood függvény logaritmusa
n−1∑

k=1

log

(∫

K

bx(Yk)pkµ(dx)

)
,
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és de�niáljuk a g függvényt úgy, hogy

g(y, p) = log

(∫

K

bx(y)p(x)µ(dx)

)
. (28)

A következ® tétel a 4.1 Tétel egy általánosítása.

4.4. Tétel. Tekintsünk egy (Xn, Yn) Rejtett Markov Modelt, ahol az állapottér K ⊂ X kom-
pakt és az Y kiolvasási tér az Rd egy mérhet® részhalmaza. Tegyük fel, hogy ε > 0 és
a Doeblin-feltétel teljesül az (Xn) Markov-láncra. Legyen az (Xn, Yn) folyamat π0 kezdeti
eloszlása olyan, hogy a π stacionárius eloszlásra nézve a Radon-Nikodym derivált korlátos,
azaz

dπ0

dπ
≤ K. (29)

Továbbá tegyük fel, hogy minden q ≥ 1-re

ess sup
x

∫
| log ess sup

x′
bx′(y)|qb∗x(y)λ(dy) < ∞. (30)

és
ess sup

x

∫
|δ(y)|q b∗x(y)λ(dy) < ∞. (31)

Ekkor a g(Yn, pn) folyamat L-kever® és a

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

g(Yk, pk)

határérték létezik 1-valószín¶séggel.

5. Rejtett Markov Modellek rekurzív becslése
Legyen (Xn, Yn) egy véges állapotter¶, véges kiolvasási ter¶ Rejtett Markov Modell. Tekint-
sük a következ® becslési feladatot: legyenek Q és b a θ ∈ D paraméter függvényei, ahol D
az Rr tér egy kompakt részhalmaza, továbbá legyenek

Q∗ = Q(θ∗), b∗ = b(θ∗).

Tekintsük a paraméterfügg® Baum-egyenletet

pn+1(θ) =
QT (θ)B(yn, θ)pn(θ)

b(yn, θ)Tpn(θ)
= Φ1(yn,pn, θ), (32)
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Az egyszer¶ség kedvéért a továbbiakban a θ paramétert®l való függést nem jelöljük a
kifejezésekben. Deriváljuk pn+1-t θ szerint:

Wn+1 = QT

(
I − B(yn)pne

T

bT (yn)pn

)
B(yn)Wn

bT (yn)pn

+ F, (33)

ahol
F =

QT
θ B(yn)pn

bT (yn)pn

+ QT

(
I − B(yn)pne

T

bT (yn)pn

)
β(yn)pn

bT (yn)pn

,

Wn = ∂pn

∂θ
és β(yn) = ∂B(yn)

∂θ
.

Tömörebb formában kifejezve,

Wn+1 = Φ2(yn,pn,Wn, θ).

azaz rögzített θ mellett az un = (Xn, Yn,pn,Wn, θ) folyamat Markov lánc.
Legyen

ϕn(θ) =
∂

∂θ
log p(yn|yn−1, . . . , y0, θ)

a score-függvény. Felhasználva, hogy

log p(yn|yn−1, . . . , y0, θ) = log bT (y)pn,

azt kapjuk, hogy
ϕn =

β(yn)pn + Wnb(yn)

b(yn)Tpn

. (34)

Legyen
H(θ, u) = H(θ, x, y,p,W ) =

β(y, θ)p + Wb(y, θ)

b(y, θ)Tp
, (35)

és tekintsük a
θn+1 = θn + γn+1H(θn, xn, yn,pn,W n), (36)

pn+1 = Φ1(yn,pn, θn), (37)
W n+1 = Φ2(yn,pn,W n, θn) (38)

adaptív algoritmust.
Ennek az algoritmusnak a konveregenciájához használjuk fel a Benveniste, Metivier és

Priouret féle megközelítést, lásd 3.6.1 fejezet, illetve [6]. A 3.9 Tétel feltételeit ellen®rizve
kapjuk a következ® eredményt véges állapotter¶ és véges kiolvasási ter¶ HMM-ekre.

5.1. Tétel. Legyen (Xn, Yn) egy véges állapotter¶ és véges kiolvasási ter¶ Rejtett Markov
Modell. Tegyük fel, hogy Q∗ > 0, b∗x(y) > 0, és Q(θ) > 0, bx(y, θ) > 0 minden x, y-ra
és θ ∈ D-re, ahol D az Rd tér egy kompakt halmaza. Tegyük fel, hogy Q(θ) és b(θ) a θ
paraméter sima függvényei, azaz a második deriváltak léteznek. Ekkor a 3.6.1 fejezet (A1)-
(A3) és (A5) feltételei teljesülnek.
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Megjegyezzük, hogy ha az állapottér és a kiolvasási tér egyaránt véges, akkor az (A4)
feltétel triviálisan teljesül.

(A6) teljesülését nehéz garantálni még lineáris sztochasztikus rendszerek esetén is. Legyen

h(θ) = lim
n→∞

E
∂

∂θ
log p(Yn|Yn−1, . . . Y0, θ). (39)

Ez a határérték létezik (lásd 6.2 Tétel) és tegyük fel, hogy az alábbi identi�kálhatósági
feltétel teljesül:

5.1. Feltétel. A h(θ) = 0 egyenletnek pontosan egy megoldása van D-ben, mégpedig θ∗.

Az 5.1 feltételb®l következik, hogy (A6) teljesül egy kis tartományon. A fejezetet az
alábbi tétellel zárjuk, mely a 3.5 Tétel egy alkalmazása.

5.2. Tétel. Legyen (Xn, Yn) egy véges állapotter¶ és véges kiolvasási ter¶ Rejtett Markov
Modell. Tegyük fel, hogy Q∗ > 0, b∗x(y) > 0, és Q(θ) > 0, bx(y, θ) > 0 minden x, y-
ra és θ ∈ D-re, ahol D az Rd tér egy kompakt halmaza. Tegyük fel, hogy Q(θ) és b(θ)
a θ paraméter sima függvényei, azaz a második deriváltak léteznek. Végül tegyük fel, hogy
az 5.1 identi�kálhatósági feltétel teljesül. Ekkor a (36), (37) és (38) rekurziókkal de�niált
algoritmus konvergál a θ∗ igazi paraméterhez 1 − ε valószín¶séggel, ahol ε > 0 tetsz®leges
pozitív szám.

6. Rejtett Markov Modellek er®s approximációja
6.1. Modell paraméterezése
Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy a becsült paraméter milyen gyorsan tart a valódi
paraméterértékhez. Legyen G ⊂ Rr egy nyílt halmaz, D ⊂ G egy kompakt halmaz és D∗ ⊂
intD egy másik kompakt halmaz, ahol intD jelöli a D halmaz bels® pontjainak halmazát.
Tegyük fel, hogy a θ∗ igazi paraméterre teljesül, hogy θ∗ ∈ D∗, illetve a Rejtett Markov
Modell θ becsült paraméterére fennáll, hogy θ ∈ D. A továbbiakban D∗ és D halmazokat
kompakt tartományoknak nevezzük.

Tekintsük a következ® becslési feladatot: legyenek Q és b a θ ∈ D paraméter függvényei.
Továbbá legyen

Q∗ = Q(θ∗), b∗ = b(θ∗).

Ebben a fejezetben mindig feltesszük, hogy az állapottér véges, a kiolvasási tér pedig foly-
tonos. Bár a fejezet eredményei a 4. Fejezethez hasonlóan igazak általános kiolvasási tér
mellett is, mi a továbbiakban mindig feltesszük, hogy Y az Rd egy mérhet® részhalmaza és
λ a Lebesgue-mérték.
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6.2. A derivált folyamat L-kever®sége
Az er®s approximációs tételhez szükségünk van a ∂k

∂θk log p(yn, yn−1, . . . , y0, θ) derivált fo-
lyamatok L-kever®ségére, (k = 1, 2, 3).

Tetsz®leges y ∈ Y-ra legyen

δ(y) =
max

x
bx(y)

min
x

bx(y)
, (40)

valamint

δ′(y) =
max

x
‖∂bx(y)/∂θ‖

min
x

bx(y)
. (41)

6.1. Tétel. Tekintsük az (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol az X állapottér véges és az Y
kiolvasási tér az Rd egy mérhet® részhalmaza. Tegyük fel, hogy Q,Q∗ > 0 és bi(y), b∗i(y) > 0
minden i, y-ra fennáll, valamint, hogy Q(θ) és b(θ) a θ paraméter sima függvényei. Legyen
az (Xn, Yn) folyamat π0 kezdeti eloszlása olyan, hogy a π stacionárius eloszlásra vett Radon-
Nikodym deriváltja korlátos, azaz

dπ0

dπ
≤ K. (42)

Tegyük fel továbbá, hogy
∫
|δ(y)|qb∗i(y)λ(dy) < ∞, (43)

∫
|δ(y)′|qb∗i(y)λ(dy) < ∞. (44)

Ekkor a
∂

∂θ
log p(yn|pn−1, . . . p0, θ)

folyamat L-kever®.

Alkalmazásokban szükségünk van arra, hogy a deriváltfolyamat várhatóértékének létezik
a határértéke (lásd (39) illetve (49)).

6.2. Tétel. A 6.1 Tétel feltételei mellett a

lim
n→∞

E
∂

∂θ
log p(yn|yn−1, . . . y0, θ)

határérték létezik.

Hasonló tételekre van szükség a második és harmadik deriváltakra.
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6.3. A becslés hibájára vonatkozó karakterizációs tétel
Tekintsünk egy (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol az X állapottér véges és az Y kiolvasá-
si tér az Rd tér egy mérhet® részhalmaza. Tegyük fel, hogy Q(θ), Q∗ > 0 és bi(y, θ), b∗i(y) > 0
minden i, y-ra, valamint azt, hogy az (Xn, Yn) folyamat π0 kezdeti eloszlásának Radon-
Nikodym deriváltja a π stacionárius eloszlásra nézve véges, azaz

dπ0

dπ
≤ K. (45)

Végezetül tegyük fel, hogy minden i, j ∈ X , θ ∈ D és q ≥ 1-re
∫
| log bj(y, θ)|qb∗i(y)λ(dy) < ∞. (46)

Az ismeretlen paraméter becslésére a maximum-likelihood (ML) becslést használjuk.
Legyen

LN =
N∑

n=1

log p(Yn|Yn−1, . . . , Y0, θ)

a log-likelihood függvény. Ezt a kifejezést tekintjük a θ paraméter szerinti költségfüggvényé-
nek. A kifejezés jobb oldala függ θ∗-tól is, hiszen az (Yn) sorozatot θ∗ szerint generáljuk. Az
LN függvény tehát függ mind a θ, mind a θ∗ paraméterekt®l. A θ∗ paraméter θ̂N maximum-
likelihood becslése legyen a

∂

∂θ
LN(θ, θ∗) = LθN(θ, θ∗) = 0 (47)

egyenlet megoldása.
Legyen az aszimptotikus költségfüggvény

W (θ, θ∗) = lim
n→∞

Eθ∗ log p(Yn|Yn−1, . . . , Y0, θ). (48)

Tegyük fel, hogy a W (θ, θ∗) függvény sima a D tartomány belsejében, azaz a harmadik
deriváltja létezik. A 6.2 Tétel feltételei mellett

Wθ(θ, θ
∗) = lim

n→∞
Eθ∗

∂

∂θ
log p(Yn|Yn−1, . . . , Y0, θ), (49)

és a Fisher-információs mátrix
I∗ = Wθθ(θ

∗, θ∗) =

lim
n→∞

Eθ∗

(
(

∂

∂θ
log p(yn|yn−1, . . . , y0, θ

∗))T (
∂

∂θ
log p(yn|yn−1, . . . , y0, θ

∗))
)

.

6.1. Megjegyzés. Megjegyezzük, hogy Wθ(θ
∗, θ∗) = 0.
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Tekintsük az alábbi identi�kálhatósági feltételt:

6.1. Feltétel. A
Wθ(θ, θ

∗) = 0

egyenletnek pontosan egy megoldása van a D tartományban, mégpedig θ∗.

A [24] cikk gondolatmenetét követve az alábbi karakterizációs tételt bizonyítjuk a maxi-
mum-likelihood becslés hibájának nagyságára.

6.3. Tétel. Tekintsünk egy (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol az X állapottér véges és
az Y kiolvasási tér az Rd tér egy mérhet® részhalmaza. Tegyük fel, hogy Q(θ), Q∗ > 0 és
bi(y, θ), b∗i(y) > 0 minden i, y-ra. Tegyük fel, hogy a 4.1 és a 6.1 Tétel feltételei, illetve a
6.1 identi�kálhatósági feltétel teljesül. Legyen θ̂N a paraméter maximum-likelihood becslése.
Ekkor

θ̂N − θ∗ = −(I∗)−1 1

N

N∑
n=1

∂

∂θ
log p(Yn|Yn−1, . . . , Y0, θ

∗) + OM(N−1), (50)

ahol I∗ a Fisher-információs mátrix.

A tétel lényege az, hogy a f®tag egy martingál, míg a hiba tag OM(N−1) nagyságrend¶.
Így minden határeloszlási tétel, ami teljesül a f®tagra, igaz lesz a θ̂N − θ∗-re is.

Kimondjuk a tételt arra az esetre is, amikor a kiolvasási tér véges.

6.4. Tétel. Tekintsünk egy (Xn, Yn) Rejtett Markov Modellt, ahol mind az állapottér, mind
a kiolvasási tér véges. Tegyük fel, hogy Q(θ), Q∗ > 0 és bi(y, θ), b∗i(y) > 0 minden i, y-ra,
illetve a Q(θ), b(θ) függvények sima függvények θ-ban, azaz a harmadik deriváltak léteznek.
Tegyük fel továbbá, hogy a 6.1 identi�kálhatósági feltétel teljesül. Legyen θ̂N a maximum-
likelihood becslés. Ekkor

θ̂N − θ∗ = −(I∗)−1 1

N

N∑
n=1

∂

∂θ
log p(Yn|Yn−1, . . . , Y0, θ

∗) + OM(N−1), (51)

ahol I∗ a Fisher-információs mátrix.

7. Becslés felejtés esetén
Ha a rendszer dinamikája lassan változik, akkor mindig igazodnunk kell az aktuális álla-
pothoz. Ekkor ahelyett, hogy minden múltbeli adatot egyformán veszünk számításba, a
régi adatokat kisebb súllyal kell �gyelembe vennünk. Tehát egyfajta felejtési faktorral kell
módosítani a becslési eljárást. Technikailag ezt úgy valósítják meg, hogy beépítenek egy
exponenciális felejtést az eredeti becslési eljárásba.
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Tekintsük a következ® módosított maximum-likelihood becslést: legyen θ̂N(λ) a θ∗ para-
méternek az a becslése, amely minimalizálja a

N∑
n=1

(1− λ)N−nλ log p(yn|yn−1, . . . , y0; θ), (52)

függvényt, ahol 0 < λ < 1. A λ-t nevezzük felejtési faktornak: minél kisebb a λ, annál
lassabb a felejtés.

Legyen

Lλ
N(θ, θ∗) =

N∑
n=1

(1− λ)N−nλ log p(Yn|Yn−1, . . . , Y0, θ).

Ez utóbbi kifejezést nevezzük a módosított maximum-likelihood függvényhez tartozó
költségfüggvénynek. A kifejezés jobb oldala függ θ∗-tól is, hiszen az (Yn) sorozatot θ∗ szerint
generáljuk.

Könnyen látható, hogy a költségfüggvény rekurzívan is számolható:

Lλ
N(θ, θ∗) = (1− λ)Lλ

N−1(θ, θ
∗) + λ log p(YN |YN−1, . . . , Y0, θ).

Tehát az utolsó meg�gyeléshez tartozó korrekciós tag mindig ugyanakkora súllyal szerepel.
Ez a reprezentáció mutatja, hogy miért hívják ezt a típusú becslési eljárást "�xed-gain"
becslésnek.

Tehát a θ∗ paraméternek a módosított ML becsléssel kapott θ̂N(λ) becslése a

∂

∂θ
Lλ

N(θ, θ∗) = Lλ
θN(θ, θ∗) = 0 (53)

egyenlet megoldása.
A 4.1 Tétel és a 6.2 fejezet eredményeit felhasználva, és követve a [25] gondolatmenetét

kapjuk az alábbi reprezentációs tételt, mely a 6.3 Tételnek egy módosított változata.

7.1. Tétel. A 6.3 Tétel feltételei mellett

θ̂N(λ)− θ∗ = −I(θ∗)−1

N∑
n=1

(1− λ)N−nλ
∂

∂θ
log p(Yn|Yn−1, . . . Y0, θ

∗) + rN ,

ahol 0 < α < 1, rN = OM(λ) + OM(αN), és I(θ∗) a Fischer-információs mátrix.

7.1 Tétel következményeként kapjuk, hogy a kovariancia mátrixra fennáll, hogy

E(θ̂n−1 − θ∗)(θ̂n−1 − θ∗)T =
λ

2
I(θ∗)−1 + O(λ3/2) + o(1). (54)
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8. Változás detektálása Rejtett Markov Modellekre
[3] alapján vizsgáljuk Rejtett Markov Modellek változás detektálásának problémáját. El®s-
zör megjegyezzük, hogy a log-likelihood függvény −1-szeresét felfoghatjuk úgy is, mint egy
kódhosszt modulo egy konstans, amit az (yN , . . . , y1) sorozat kódolásával kapunk, amikor a
kimenetelek együttes s¶r¶ségfüggvénye p(yN , . . . , y0; θ).

A sztochasztikus komplexitás elméletében központi elem a likelihood függvénynek ez a
felfogása. Legyen

Cn(yn; θ)
∆
=− log p(yn|yn−1, . . . , y0; θ),

a kódhossz.
[26] eredményeit terjesztjük ki Rejtett Markov Modellekre.

8.1. Tétel. A 6.3 Tétel feltételei mellett

E(Cn(Yn, θ̂n−1(λ))− Cn(Yn, θ
∗) =

1

2
rλ + O(λ3/2−c′′) + o(1),

ahol c′′ > 0 egy tetsz®leges kicsi konstans, és r = dim θ.

A tétel azt jelenti, hogy minél gyorsabb a felejtés, azaz minél közelebb van λ az 1-hez,
annál többet vesztünk a kódoláskor. Egy egyszer¶ következménye a 8.1 Tételnek, hogy

8.1. Állítás. Tekintsünk két különböz®, 0 < λ1 < λ2 < 1 felejtési faktort. Ekkor

E(Cn(yn, θ̂n−1(λ1))− Cn(yn, θ̂n−1(λ2))) ' 1

2
r(λ1 − λ2) < 0.

8.1 Tétel hasznos a model kiválasztás szempontjából. Azonban ez az elméleti eredmény
a konkrét realizációt tekintve nem mindig célravezet®. Ezért vizsgáljuk trajektóriánként a
prediktív hiba karakterizációját. Legyen a kumulatív hiba

SN(λ) =
N∑

n=1

(Cn(yn, θ̂n−1(λ))− Cn(yn, θ
∗))

8.2. Tétel. A 6.3 Tétel feltételei mellett

lim sup
N→∞

| 1
N

SN(λ)− λ

2
r| ≤ Cλ3/2.

Hasonlóan a korábbiakhoz, egy egyszer¶ következménye az el®z® tételnek:

8.2. Állítás. Legyenek 0 < λ1 < λ2 < 1 különböz® felejtési faktorok. Ekkor

lim sup
N→∞

| 1
N

SN(λ1)− 1

N
SN(λ2)− λ1 − λ2

2
r| ≤ Cλ

3/2
2 .
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Végül tegyük fel, hogy a τ id®pillanatban változás következik be a paraméterben : az
igazi paraméter legyen θ1 amikor n ≤ τ és θ2 amikor n ≥ τ + 1, azaz

θ∗ :=

{
θ1, if n ≤ τ
θ2, if n ≥ τ

Legyenek 0 < λ1 < λ2 < 1. Ekkor a 8.2 Állítás alapján N ≤ τ -ra

SN(λ1)− SN(λ2) ≈ λ1 − λ2

2
Nr.

Másfel®l egy kicsivel a változás után a gyorsabb felejtés lesz a jobb. Tekintsük az alábbi
algoritmust a változás detektálására:

Algoritmus: Legyen d(N) := SN(λ1)− SN(λ2) és

d∗N = min
n≤N

d(n).

Jelzünk, ha d(N) − d∗N > ε, ahol ε > 0 egy el®re lerögzített konstans. Az ilyen típusú
algoritmusokat az irodalomban Hinkley detektornak nevezik, lásd [12].
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