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1. BevezetésAz inverz spektrálelmélet célja, hogy spektrális adatokból meg-határozza egy di�erenciáloperátor együtthatóit. A természettudo-mányok számos ágában felbukkannak inverz feladatok, gondoljunkaz inverz szóráselméletre vagy akár a földrengések elõrejelzésére[22]. A kilencvenes években új lendületet kapott a sajátértékekeloszlására vonatkozó tételek keresése és bizonyítása is.Egy A lineáris operátor sajátértékének nevezzük a λ számot,ha a λid−A operátor magtere nem csak a 0-ból áll. Egy D dif-ferenciáloperátornál ez azt jelenti, hogy a D értelmezési tartomá-nyába es®, azaz a peremfeltételeket kielégít® függvények körébenvan olyan nem azonosan 0 f függvény, amire Df = λf .Meg kell jegyeznünk, hogy általában a di�erenciáloperátorokspektruma sem csak sajátértékekb®l áll, de az általunk vizsgáltesetekben vagy a teljes spektrum, vagy annak egy jól meghatá-rozható része, például a negatív féltengellyel való metszete, csaksajátértékeket tartalmaz.A Sturm-Liouville típusú di�erenciáloperátorok körébe tartozika legtöbbet vizsgált egydimenziós Schrödinger operátor. Ez a
y 7→ −y′′+q(x)ykifejezéssel de�niált operátor, benne a �zikai okokból potenciálnaknevezett q(x) mennyiséggel, akkor a legegyszer¶bb alakú, amikor

q = 0. Ha a q(x) potenciált (bizonyos határok között) megvál-toztatjuk, a spektrum jellege nem változik meg: ha például vé-ges intervallumon tekintjük Dirichlet peremfeltételekkel, akkor aspektrum egyszeres sajátértékek diszkrét, növekv®, +∞-hez tartósorozatából áll, míg ha a [0,∞) félegyenesen tekintjük (pl. q ∈
∈L1 mellett) a 0-ban Dirichlet peremfeltétellel, akkor a spektruma [0,∞) félegyenesen folytonos, a (−∞,0) félegyenesen diszkrét,2
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a potenciáltól függetlenül. Természetesen a potenciáltól függ azegyes sajátértékek pontos értéke, de magát az operátort tekint-hetjük a potenciál nélküli legegyszer¶bb eset perturbációjának.A potenciáltól függ®en a sajátértékekre bizonyos egyenl®tlen-ségek teljesülhetnek � az ilyen állítások tehát a sajátértékek elhe-lyezkedésére, eloszlására vonatkoznak.Fordítva, a sajátértékek elhelyezkedéséb®l is következtethetünka potenciál bizonyos tulajdonságaira. Az inverz spektrálelméletazzal foglalkozik, hogy adott spektrális információkból meghatá-rozható-e a potenciál, vagy annak valamilyen tulajdonsága. Inverzsajátértékfeladatról beszélünk, ha a spektrum csak sajátértékek-b®l áll. A Schrödinger operátor, s®t általában a di�erenciáloperá-torok �zikai eredet¶ek. Fizikai értelemben az inverz feladat annakfelel meg, hogy a mért értékekb®l következtetünk a �zikai tér is-meretlen tulajdonságaira.Nem meglep®, hogy az inverz feladatok általában nehezebbek,megoldásuk, ha egyáltalán van, bonyolultabb apparátust igényel,mint a direkt problémák megoldása.2. A dolgozat felépítéseKezdetben tehát �zikai problémák megoldásához volt szükség adi�erenciáloperátorok vizsgálatára. Sokszor azonban különböz® al-kalmazásokhoz tartozó operátorokat hasonló matematikai mód-szerekkel lehet vizsgálni, míg más esetekben ugyanaz a gyakorlatiprobléma többféle matematikai megközelítést tehet szükségessé.Dolgozatomban az alkalmazott matematikai módszerek szerinticsoportosítást választottam.El®ször egy bevezet® részben összefoglalom a tételekben sze-repl® operátorok eddigi elméletét. Másodszor ismertetem a saját-3



értékek eloszlásával kapcsolatos régebbi és új tételeket. Harmad-szor pedig bemutatom az inverz problémák vizsgálatában eddigelért eredményeimet. Ez a terület az utóbbi években robbanássze-r¶ fejl®désnek indult, és analitikus módszereinkkel sikerült alap-vet® problémákat tisztázni.Az els® fejezet bevezetést ad a legegyszer¶bb,
−y′′+qy = λyalakú Sturm-Liouville típusú di�erenciálegyenletek elméletébe. ASturm-Liouville operátorok vizsgálatát elindító els® cikk több, mint150 éve jelent meg [30]. Egyes tételek és megközelítési módok na-gyon régóta ismertek, ám a témakör jelenleg is fejl®dik, elég, haZettl 2005-ben megjelent összefoglaló m¶vére utalunk [34], aholszámtalan megoldatlan kérdés szerepel.A kés®bb felmerül® problémák szempontjából alapvet®, hogy,amint részben már említettük,� a kezdetiérték-probléma egyértelm¶en megoldható.� véges intervallumon a spektrum egyszeres sajátértékek meg-számlálható, +∞-hez tartó sorozatából áll.� a [0,∞) félegyenesen L1-beli potenciál mellett a spektrumkét részb®l áll : folytonos spektrumból a [0,∞) félegyenesenés negatív (nempozitív) sajátértékekb®l.Ezen túlmen®en a fejezet de�niálja a Sturm-Liouville operátorokvizsgálatában alapvet® fogalmakat és bemutatja az eddig kifejlesz-tett legfontosabb eszközöket, úgymint: transzformációs operátor,oszcillációs tételek, rezolvens operátor, Green-függvény, Weyl-félem-függvény, spektrálfüggvény, határpont (LP) és határkör (LC)eset. 4
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Néhány ponton az ismert eredmények �nomítására vagy to-vábbfejlesztésére volt szükség (például a transzformációs operáto-rokkal kapcsolatban). Ilyenkor részletes bizonyításokat közöltem.A dolgozatban Dirac operátorra vonatkozó tételeket is bizonyí-tok. A Dirac operátorra vonatkozó alapvet® tudnivalókat a függe-lékben foglaltam össze.A második, harmadik és negyedik fejezetben a sajátértékekeloszlására, els®sorban a sajátértékek hányadosaira vonatkozó becs-lések találhatók, amelyek új és nagyrészt saját eredmények, ezértezeket a következ® szakaszban részletesen ismertetem.A dolgozat második felében inverz sajátértékproblémákat tár-gyalok. Inverz feladaton általánosságban azt értjük, hogy spektrá-lis adatokból határozzuk meg egy di�erenciáloperátor együttható-it [33]. A Sturm-Liouville operátorok esetében spektrális adatokalatt korábban az m-függvényt és a spektrálfüggvényt értették.Klasszikus eredménynek számít, hogy ezek bármelyike � Diracoperátorok esetén is � meghatározza a potenciált [12, 28, 25, 31].Meg kell jegyeznünk, hogy a spektrálfüggvény és az m-függvény iskölcsönösen meghatározzák egymást, lásd az 1.10.6. és az A.4.12.tételt.Az inverz sajátértékproblémánál azonban csak sajátértékeketismerünk, és természetesen azt, hogy az egyes sajátértékek milyenperemfeltételb®l származnak. Két klasszikus típusa van ennek aproblémának: az egyik, amikor � általában valamilyen szerencsésszéls®értéktulajdonság miatt � egy adott peremfeltételb®l kapottsajátértékek meghatározzák a potenciált. Ilyen típusú állítást el®-ször Ambarzumian örmény csillagász bizonyított [8], ezért ezeketa kivételes eseteket Ambarzumian-típusú állításoknak nevezzük.A másik, amikor két teljes spektrumból származó, vagy ennekmegfelel® mennyiség¶ sajátérték segítségével határozzuk meg a5



potenciált. Néhány jól ismert eredmény:2.1. Tétel (Borg). σ(0,0)∪σ(α,0) meghatározza a potenciált,míg egy valódi részhalmaza már nem határozza meg.Itt σ(α, β) a
y(0) cosα−y′(0) sinα = 0,

y(π) cos β +y′(π) sinβ = 0szeparált peremfeltételhez tartozó spektrumot jelenti, azaz σ(0,0)a Dirichlet, σ(π
2
, π

2
) pedig a Neumann peremfeltételhez tartozóspektrum.Meg kell jegyeznünk, hogy az, hogy �sajátértékek egy halma-za meghatározza a potenciált�, nem jelenti azt, hogy ezen saját-értékek ismeretében a potenciált valamilyen egyszer¶ módszerrelkiszámíthatjuk, hanem csak annyit, hogy nincs két különböz® po-tenciál, amihez ugyanezek a sajátértékek tartoznak.2.2. Tétel (Hochstadt-Lieberman). Ha a potenciál (0, π

2
)-enismert, akkor bármely σ(α, β) meghatározza (π

2
, π)-n is.Az utóbbi évekig számos cikkben [13, 14, 17, 15, 16, 18, 19,20, 24, 27, 26] bizonyítottak különböz® olyan feltételeket, amelyekbiztosítják a potenciál egyértelm¶ségét. Végül 2001-ben Horváth[21] bizonyított exponenciális rendszerek teljességével kapcsolatosszükséges és elégséges feltételt.Teljesnek nevezünk egy M ⊂X∗∩X halmazt X-ben, ha x∈Xés m(x) = 0 ∀m ∈ M -re esetén x = 0 [29].2.3. Tétel (Horváth). Legyen q∈L2, λn9−∞, n≥1 tetsz®legeskülönböz® valós számok. Legyen λn ∈ σ(αn,0). Akkor a λn saját-értékek meghatározzák a potenciált ⇔ tetsz®leges µ 6= ±

√
λn-re

{e±2iµx, e±2iλnx} teljes L2[−π, π]-ben.6
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A tétel feltételei teljesülnek r = s = 2 esetén, ha a ϕn rendszerRiesz bázis. Lp-terek közötti interpolációval számos egyéb követ-kezményét is kimondjuk a 7.4. szakaszban.A félegyenesen hasonló állítást mondhatunk ki (7.7.1. tétel),ám abban ϕn helyett más függvényrendszer szerepel, ezért más jel-leg¶ eredményekhez vezet. Úgy t¶nik, hogy a stabilitást csak akkorlehet garantálni, ha a problémát áttranszformáljuk egy egydimen-ziós inverz szórásfeladatba. [5].
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Kiderült, hogy exponenciális rendszerek tulajdonságaira vonat-kozó tételek segítségével ([11, 23, 32]) az el®bb említett eredmé-nyek nagy többsége levezethet® ebb®l a feltételb®l (és sin β 6= 0esetén a σ(α, β)-ra vonatkozó bonyolultabb, de hasonló jelleg¶feltételekb®l), lásd a [21] cikk 4. részét.A hatodik fejezetben részletesen ismertetem ezt az eredményt,és a félegyenesre vonatkozó megfelel®jét. Ezek teszik lehet®vé astabilitás kérdésének vizsgálatát, amivel a hetedik fejezetben fog-lalkozunk.3. Új tudományos eredményekÚj tudományos eredményeket tartalmaz a második, a harmadik,a negyedik, az ötödik és a hetedik fejezet.A második fejezetben a sajátértékek hányadosairól szóló becs-lések bizonyítása a cél. Ashbaugh és Benguria [10] bizonyították,hogy ha a q(x) potenciál nemnegatív, akkor

λn

λ1

≤ n2.Két tetsz®leges sajátérték hányadosára módszerük a

λn

λm

≤
⌈ n

m

⌉2korlátot adta, ahol dxe x fels® egészrészét jelöli. Megmutattákazt is, hogy vannak olyan potenciálok, amelyek esetén λn

λm

tet-sz®legesen megközelíti n
m

-et. Ezek a példák azonban úgynevezett�multiple-well� (sokvölgyes) potenciálok, amelyek a [0, π] interval-lumon belül néhány pont környezetében nagyon nagy értékeketvesznek föl, míg máshol közel 0-t. Ez alapján azt sejtették, hogy7



ha a potenciál nem pusztán nemnegatív, hanem konvex is, akkoraz egészrészek elhagyhatók, azaz
λn

λm

≤ n2

m2
n ≥ mis teljesül.Témavezet®mmel közösen bizonyítottuk [4], hogy a sejtés er®-sebb formában is igaz; elegend®, ha a potenciálról csak azt tesszükfel, hogy egyvölgyes (single-well) [9], azaz létezik egy olyan a ∈

∈ [0, π], hogy q monoton csökken [0, a]-n és monoton n® [a, π]-n. Módszerünkkel számos további új eredmény bizonyítható, mintpéldául a 2.2.2.-2.2.4. tételek.A harmadik fejezetben hasonló tételeket fogalmazok meg a vég-telen intervallum esetére (3.3.1., 3.3.8., 3.3.10. tételek), ezek szin-tén közös eredmények.A rezg® húr egyenlete Liouville-transzformációval egy-dimenziós Schrödinger-egyenletté alakítható át. Ezen ala-pul a 4.2.1. tétel. Szintén saját eredményem a 4.3.2. tétel,amelyben bizonyítom, hogy ha a húr % tömegs¶r¶sége� szimmetrikus egyvölgyes, akkor λn

λ1

≤ n2,� szimmetrikus egygátas, akkor λn

λ1

≥ n2.Ha %∈C1[0, π] és valamilyen n>1-re egyenl®ség van, akkor
% konstans. (A tömegs¶r¶ség szimmetrikus, ha %(x)=%(π

2
−

−x), míg egygátas (single-barrier), ha −% egyvölgyes.)Az ötödik fejezetben Ambarzumian típusú tételeketbizonyítok. Saját eredményem az 5.2.2. és a Dirac operá-torra vonatkozó 5.3.1. tétel. Utóbbi az 5.3.3 peremfelté-tel esetén azt állítja, hogy ha a Dirac operátor spektruma8

ugyanaz, mint a 0 potenciállal kapott spektrum, akkor azoperátorban szerepl® mátrix potenciál a 0.A hatodik fejezetben tárgyalt, exponenciális rendszerek teljes-ségére vonatkozó állítások vezettek az inverz sajátértékfeladat új-fajta kit¶zéséhez. A hetedik fejezetben ennek a stabilitását vizsgá-lom. A potenciált meghatározó sajátértékrendszer fogalma nélkülugyanis eddig csak nagyon speciális stabilitásról szóló tételek lé-tez(het)tek.A 7.3.1. tétel a véges intervallum esetén lényegében tisztázza astabilitás kérdését [6]. Tekintsük a

ϕ0 =

√
2

2
, ϕn = cos 2

√

λnx : n ≥ 1,függvényrendszert és a

b 7→ (〈b, ϕn〉) (n ≥ 1)

Lr
0
→ ls leképezést, ahol 1≤ r, s≤∞ és Lr

0
= {h∈ Lr :

∫ π

0
h = 0}.Legyen q, q∗ ∈L1, ‖q‖1, ‖q∗‖1 ≤D, és tegyük fel, hogy valamilyenadott αn számokkal 1

4
≤λn ∈ σ(αn,0, q), 1

4
≤ λ∗

n ∈ σ(αn,0, q
∗) (n≥

≥ 1), limn→∞ λn = +∞ and limn→∞ |λ∗
n−λn| = 0. Ha az el®z®leképezés inverze korlátos, és az inverz normája C, akkor

‖q∗−q‖r ≤ c(D)C

(

∑

n

|λn−λ∗
n|s
)

1

s

.Ha az inverz nem korlátos, akkor minden q potenciálhoz és min-den U > 0, M > 0 számhoz létezik olyan q∗ potenciál, hogy ‖q−
−q∗‖r ≤ U és

‖q−q∗‖r > M

(

∑

n

|λn−λ∗
n|s
)

1

s

.9


