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1 Bevezetés

Az informéaciégeometria nemkommutativ altalanositasat — szdérvanyos
kezdeményezésektol eltekintve — az 1990-es években kezdték kidolgozni. Ez a
tudomanyteriilet, mint ahogy a neve is sugallja, a matematika meglehetésen
kiilonboz6 agait hasznalja eszkozként. A statisztikai alapot a Fisher altal
bevezetett informaciés mennyiség, a Fisher-informacié szolgdltatja. A
differencidlgeometria statisztikai alkalmazasat Rao kezdeményezte 1945-ben,
mikor javasolta a Fisher-féle informéaciés matrix Riemann-metrikaként valé
haszndlatat [17]. Ezéltal bizonyos statisztikai modellek olyan Riemann-
sokasagnak tekinthetok, amelyben a modell differencidlgeometriai jellemz6i
statisztikai jelentést nyernek [5]. Ezt a mddszert sikeresen lehet alkalmazni a
fizika bizonyos teriiletein is; a Fisher-informacié mélyebb fizikai alkalmazésait
mutatja be példdul a [11] kényv. A statisztika és a differencidlgeomet-
ria ezen Otvozetét nevezik informécidogeometrianak. Az 1920-as években
korvonalazdédé kvantummechanika matematikai eszkoztaraban jelent meg
a valoszinliségszamitdas ujfajta, &altalanosabb megkozelitése, melyet ma
nemkommutativ valészinliségszamitdsnak neveznek [13]. A klasszikus
statisztikai modell fogalma, mely szorosan kapcsolédik a Kolmogorov-
féle valészinliségszamitas fogalmaihoz, altalanosithaté a nemkommutativ
valészinliségszamitas esetére is [4]. Ezt az édltalanositott statisztikai mo-
dellt szintén Riemann-sokasagga lehet tenni [14]. Az igy nyert matematikai
objektumok képezik a nemkommutativ informécidogeometria vizsgalatanak
targyat. A kvantummechanikai allapottéren értelmezett Riemann-metrikak
statisztikus fizikai alkalmazhatdsagara szamos példa ismert, Balian 1986-ban
megjelent [6] cikke azonban tttéronek tekinthetd ezen a téren.

2 A dolgozat tematikaja

A nemkommutativ informéciégeometria bemutatasahoz elengendhetetlen
a matematika néhany fejezetének a nagyon vazlatos, célorientalt attekintése.
Foként a statisztika, a valdszinliségszamitas, a differencidlgeometria és a
funkcionédlanalizis eszkozeit fogom alkalmazni specidlis esetekben. A beve-
zetett alapfogalmakat, illetve tételeket gyakran (egymadsra épiils) példédkon
keresztiil mutatom be.

A nemkommutativ informaciégeometria bizonyos teriiletein elért tjabb
eredmények kifejtését harom, elokészito jellegii fejezet el6zi meg. Az



els6 fejezetben a statisztika és a klasszikus valdsziniliségszamitds azon
alapfogalmait és eredményeit tekintem &t, amelyeket a késobbiekben jél
tudok hasznalni a nemkommutativ esetre valé altaldnositdskor. Eloszor
a statisztikai modell fogalmat definidlom, majd példékon keresztiil
ismertetem a két fobb modelltipust, az exponencialis, illetve a kevert
csaladot. Majd a statisztikai modellhez rendelt Fisher-féle informaciot
definidlom, és attekintem ennek fobb tulajdonsagait, tobbek kozott a
paraméterbecslésben kozponti szerepet jatszé Cramér—Rao-tételt. Az
entropia fogalma kapcsan roviden megemlitem a fizikdban sokat hasznalt
maximélisentrépia-elv eredetét, és bemutatom egy alkalmazasat, eljutva igy a
Gibbs-allapotok fogalméhoz. Ezutan tisztazom az eloszlasok kozotti tavolsag
(az Altaldnositott divergencia) és a Csiszar-féle f-divergencia fogalmat
[8]. Megmutatom, hogy ezen tavolsdgmérészamok szorosan kapcsolédnak
a Fisher-féle informéacidhoz. Végil az eloszlasok rendezetlenségére utald
majorizacios relaciét mutatom be, és szamos ekvivalens feltételt ismertetek
a relacio fennallasara.

A masodik fejezet célja a klasszikus informaciégeometria alapvetd esz-
kozeinek a bemutatasa. Néhany példatol eltekintve a sokasag mindig vala-
milyen statisztikai modell lesz a fejezet folyaman. A differencidlgeometriai
alapfogalmak attekintése utan kozelebbrol megvizsgalom, hogy milyen kap-
csolat van a Riemann-sokasagban 1évo gémb térfogatanak a sugar szerinti
Taylor-sorfejtése és a sokasag gorbiiletét jellemzd paraméterek kozott.
Majd megemlitem Cencov tételét [7], mely szerint a diszkrét eloszlason
alapuld statisztikai modellt statisztikailag relevans moddon lényegében
csak egyféleképpen lehet Riemann-sokasigga tenni. A részsokasag és a
sokasag gorbiilete kozott fenndllo kapcsolat lehetOséget teremt arra, hogy
a statisztikali modellek gorbiiletét tjabb moddszerrel is meghatarozhassuk.
Ezt kozelebbrdl is megvizsgalom a diszkrét és a normélis eloszlds esetében.
Majd egy tdjabb — geometriai eredetii — tavolsagfogalmat definialok, melyet
példaként a tobbdimenzids normalis eloszlas esetében meg is hatarozok.

A harmadik fejezet az informaciégeometria nemkommutativ (kvantum-
mechanikai) altaldnositasrdl sz6l. A kvantummechanika és matematikai mo-
dellje kozti kapcsolatot bemutatd elsé rész utan a klasszikus valdszintiségi
eloszlast altalanositom, eljutva igy a kvantummechanikai allapot fogalmahoz.
Ezen allapotokra is értelmezheto az entropiafiiggvény és a majorizacios rela-
ci6 tovabbé a (kvantummechanikai) maximalisentropia-elvbol szarmaztatha-
tok (a klasszikus esethez hasonléan) a kvantummechanikai Gibbs-allapotok.
A statisztikai modell fogalma is egyszertien definidlhaté a nemkommutativ
esetben, azonban a Fisher-féle informacié altalanositasa mar messze nem
egyértelmii. Bemutatom az altalanositas néhény lehetséges valtozatat, vala-



mint a Cencov-tétel kvantummechanikai megfelel6jét, a Petz-féle osztalyozasi
tételt, mely szerint a kvantummechanikai allapottéren értelmezett statiszti-
kailag relevans Riemann-metrikak bizonyos operatormonoton fiiggvényekkel
indexelhetok. Tehat mig a klasszikus esetben egyértelmii a Fisher-féle in-
formacio, addig a nemkommutativ esetben sok ilyen Fisher-féle informacids
mennyiség 1étezik. Ezek koziil az irodalomban leggyakrabban el6fordulékat
részletesen megvizsgalom; és példakon keresztiil mutatom be, hogy a klasszi-
kus Fisher-féle informaciéhoz kapcsoldédd egységes kép hogyan aprozodik fel
a nemkommutativ esetben: példaul mig a klasszikus esetben az entrépiafiigg-
vény masodik derivaltjabdl is és a megfelel6 dimenziéji gombon értelmezett
euklideszi metrikabdl is egyazon Riemann-metrikat lehetett szarmaztatni a
diszkrét statisztikai modelleken, addig a nemkommutativ esetben az elso
mébdszer a Kubo-Mori-féle Riemann-metrikat adja, a masodik pedig a Wigner—
Yanase-féle Riemann-metrikat generédlja (mely metrikdk Petz osztélyozasi
tétele szerint bar a klasszikus Fisher-féle informacié relevans altalanositasai,
azonban nem azonosak). Megemlitem tovabba a Cramér—Rao-egyenl6tlenség
egyik altalanositasat. A relativ entrépiat szintén ki lehet terjeszteni a nem-
kommutativ esetre, és a klasszikus esethez hasonldéan igazolhatd, hogy ennek
masodik derivaltja Fisher-féle informéciés mennyiséget general. Ezen relativ
entropiak bizonyos operatorkonvex fliggvényekkel indexelhetok, és tobbek
kozott kideriil, hogy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés 1étezik bizonyos
operatorkonvex fiiggvények ekvivalenciaosztalyai és a relativ entropidk altal
generalt Riemann-metrikdk kozott. Végiil a nemkommutativ Fisher-féle in-
formacié, a nemkommutativ relativ entrépia, az operatorkonvex és az opera-
tormonoton fliggvények egymassal valé kapcsolatat tisztazom.

A negyedik fejezetben részletesen megvizsgalom a kvantummechanikai
allapotok terének néhany differencidlgeometriailag fontos tulajdonsagat
abban az esetben, ha a Fisher-féle informécionak megfelel6 Riemann-
metrikaval latjuk el az allapotteret. Elészor a sokasag gorbiileti
tenzorat hatarozom meg, valamint a beléle szamolhaté skalargorbiiletet.
Ezen szamitas sordn segitséget jelent, hogy a maéasodik fejezetben
mar meghatdroztam a tobbdimenziés normdlis eloszlasok csalddjanak a
gorbiiletét. Majd a skalargorbiilet kiszamitasa utan Petz sejtését, illetve a
sejtés bizonyitasaban eddig elért eredményeket mutatom be. A sejtés szerint
a kevertebb (vagy kaotikusabb) édllapotban nagyobb az dllapottér skaldrgor-
biilete, ha az allapotteret a Kubo-Mori-féle Riemann-metrikaval latjuk el.
Ennek az igazolasat neheziti, hogy a skalargorbiiletet meglehetosen bonyolult
formula fejezi ki. Petz sejtése azonban nem igaz, ha az allapotok terét
tetszoleges Fisher-féle Riemann-metrikdval lathatjuk el, erre adok példat
a legegyszeriibb, de még nem trividlis kvantumallapotok terén. Majd a



bonyolultabb allapottereken numerikus szimulacidk segitségével elemzem
a skalargorbiilet-fiiggvény viselkedését az irodalomban gyakran el6forduld
Riemann-metrikak esetében. Végiil az allapottérben 1év6 gomb térfogatanak
sugar szerinti Taylor-sorfejtését hatarozom meg bizonyos metrikak esetén.

3 ij tudomanyos eredmények

Az aldbbiakban szerepl6 (tételekre, példdkra és egyenletekre vonatkozo)
hivatkozasok a doktori értekezésben talalhatok meg.

1/a. Statisztikai sokasdgon a gorbiilet jelentdségét elszér Efron kezdte
vizsgdlni 1975-ben [10]. Ez az eredmény (is) motivélja a statisztikai
modellek gorbiiletének a meghatdrozasat. Az egyik legtobbet vizsgalt
klasszikus statisztikai modell a diszkrét eloszlasok csaladja. Tetszoleges
n € N esetén legyen X, = {0,...,n}, ekkor az X,, halmazon értelmezett
strtségfiiggvények n fiiggetlen paraméterrel adhatok meg

p(z,%,...,0,) =%, haz=1i, 0<i<n, (1)

ahol ¥y +---+19, = 1. Egy ilyen stirtiségfiiggvényt egyértelmiien jellemeznek
a (Uq,...,9,) paraméterek. A valédi n-valtozds eloszlasok halmaza

Pn:{(’ﬁl, N 7’l9n)

Vie{l,....on}:0<d; <L) ;< 1}. (2)
i=1

A P, halmaz differencidlhaté sokasdg, melyen a Fisher-féle informacios

matrix Riemann-metrikat hataroz meg. Ennek gij ) metrikus tenzora

(F); v . 1 Op(x,9)0p(x,0) 1 1
gij (ﬁ) Z p(x, Q) aﬁi 819j 51] ; + 1— Zzzl ﬁkv (3)

=0 v
ahol ¥ = (¥4,...,9,) € P,. [gy a (P, 9'")) par Riemann-geometria,
a g™ metrikdt pedig Fisher-metrikdnak nevezziik. Minden o € [—1,1]
paraméterhez tartozik egy V(® a-kovaridns derivélds a P, téren. Az a-
konnexidkat Cencov vezette be, f6bb tulajdonsidgaikat 1982-ben publikalta
[7]. (Az a = 0 paraméterhez tartozik a Levi-Civita-féle kovaridns derivalas.)

Megadom a (P,, g™, V@) téren a Ricci-tenzort explicit alakban
(2.7.  tétel), valamint a tér skalargorbiiletét (2.8.  tétel).



Megmutatom, hogy a (Pn,g(F)’v(a)) tér skalargorbiilete pontosan
akkor allandé, ha a = 0 teljesiil.

1/b. Tetszbleges (M, g) Riemann-sokasig esetére 1979-ben Gray és
Vanhecke megadta a tetszoleges sokasdgbeli pont koré irt adott sugari gomb
térfogatanak a sugér szerinti Taylor-sorfejtésének az elsé néhény tagjat [12].
A sorfejtésre vonatkozé eredményiik azonban hibas.

Meglehet6sen hosszadalmas szamolasuk végigkovetése utan
sikeriilt megtalalnom a helyes sorfejtést, melyet megemlitek a
dolgozatban (2.14. tétel). A (P,,¢'F)) sokasig esetén explicit
alakban megadom az emlitett sorfejtést (2.15. tétel).

2/a. A tobbvéltozés normaélis eloszldsok statisztikai modelljét a Fisher-
féle informéacioval Riemann-geometriava lehet tenni. Minden n természetes
szamra, tekintsiik a valés m X m-es szimmetrikus pozitiv definit matrixok
halmazat

M ={DeM,R) | D=D* D>0} . (4)

Ekkor minden D € M. maértixhoz tartozik egy normadlis eloszlas, melynek
paraméteres strtiségfiiggvénye

vdet D
v (2m)"

Tetsz6leges D € M,F pont esetén a D pontbeli Tp M, érint6tér azonosithaté

az n x n-es valés, szimmetrikus métrixok halmazaval. Legyen D € M és
X.,Y € TpM,: érint6térbeli vektor. Ekkor a D € M, pontban a Fisher-féle
informacios matrix altal indukélt Riemann-metrikéara

1 0f(D,z)0f(D,x)

foMf xR R (D,x) e f(D,z) = e (~3le0n) . 6)

®(D)(X,Y) = dz 6
. df(Dz) _ df(D+tX,z)
teljestil, ahol =755= = 1 —o -
A (M;F,g™) tér f6bb geometriai jellemzdit explicit alakban
meghataroztam. Kifejeztem a Riemann-metrikat egyszeri
matrixmiiveletek segitségével (2.23. tétel), és megadtam a

metrika kiszdmitdsinak egy egyszerii médjat (2.24. tétel). A
vizsgalt Riemann-geometria Levi—Civita-féle kovarians derivalasat,
gorbiileti tenzorat és a tér skalargorbiiletét is meghataroztam
(2.232-2.236 egyenletek).

2/b. A diszkrét eloszlasok, (specidlis) tobbdimenzids statisztikai
modelljét a Fisher-féle informaciéval Riemann-geometriava lehet
tenni. Az emlitett példakban meghatarozom a sokasag



geodetikusait és pontjai (azaz eloszlasok) ko6z6tt a geodetikus
tavolsagot (2.5. — 2.7. példa).

2/c. Az n dimenzids valés (illetve komplex) Hilbert-tér onadjungélt,
pozitiv, egységnyomu operatorainak a halmazat n-dimenziés valds (illetve
komplex) allapottérnek nevezziik, melynek az elemei a valds (illetve komplex)
allapotok. Az éllapotot gyakran stirliségi maétrixnak is nevezik. A
vals, illetve komplex n-dimenziés dllapottér belsejét egyformén M jeloli,
amennyiben ez nem okoz félreértést. Ez az M tér a diszkrét eloszlasok
halmazdnak nemkommutativ dltalanositdsa. Az M halmaz differencidlhat6
sokasag, melyet tobbféle statisztikailag relevans metrikdaval lehet Riemann-
geometriava tenni. Fzeket a statisztikai szempontbdl fontos Riemann-
metrikdkat monoton metrikdknak nevezziik. (A monoton metrikdkat altalé-
ban K (™-nel jel6lém.) Minden monoton metrika egyértelmiien jellemezhetd
egy f :]0,00[— R operatormonoton fliggvénnyel, melyre minden pozitiv x
esetén f(r) = xf(z!) teljesiil és f(1) = 1. Az f fiiggvényhez tartozé
monoton metrikdt a D € M’ pontban az X,Y € Tp M, érintévektoron a

EgM(XY)=Tr (X (R:pf (Ln,DRileé»D)l(Y)) "

kifejezés adja meg, ahol L, p illetve R, p az n X n-es matrixok terén
értelmezett, D-vel val6 balrdl illetve jobbrdl szorzas operatora. Az f(x) =
i(l +/7)? fiiggvényhez tartozé monoton metrika a K \(,% Wigner—Yanase-féle
Riemann-metrika.

Megadom a geodetikusok egyenletét a (M, K&Q) térben, vala-
mint a pontok (kvantumallapotok) ko6zotti geodetikus tévolsagot
(3.11. példa).

3. Az (M}, K™) Riemann-tér differencidlgeometriai jellemzsinek a
vizsgalata az 1990-es években kezd6dott. A sokasag skalargorbiiletét el6szor
Petz [14] cikke emliti, 6 ezt az (M;“,KI((ZK/[) Riemann-sokasag esetére meg

is hatdrozta, ahol KI((ZI\)/[ az f(x) = 12; fiiggvényhez tartozé (Kubo-Mori-
féle) monoton metrika. A gorbiiletre vonatkozd kovetkezd eredményt Petz
és Sudér publikdlta 1996-ban [16], ahol az M; tér metszetgorbiileteit
hatdroztak meg. Az (M, K(™) tér skalargorbiiletét a Kubo-Mori-metrika
mellett valds dllapotok esetén Michor, Petz és Andai [3], komplex dllapotok

esetén pedig Dittmann [9] szamolta ki.

A wvaloés allapotokra elvégzett szamitasokat a dolgozatban
kiterjesztem tetszoleges monoton metrikara és komplex allapotokra
is. Megmutatom, hogy a kvantumallapotok terén végzett
differencidlgeometriai vizsgalodasokat nagymértékben segiti a



tobbdimenziés normalis eloszlasok terének differencidlgeometriai
ismerete (4.1. rész). Ezzel rAmutatok arra, hogy a diszkrét eloszlas
nemkommutativ altalanositdsanak és a tobbdimenziés normalis
eloszlasok csaladjanak a geometridja hasonl6 szerkezetii.

4/a. Az elemi térfogati forma sorfejtését felhasznélva Petz megmutatta,
hogy az allapottér skalargorbiilete az allapot statisztikai bizonytalansagaval,
megkiilonboztethetetlenségével van szoros kapcsolatban [15]. Kvantumme-
chanikai tapasztalatok alapjan varhatjuk, hogy a kevertebb allapotok kevésbé
megkiilonboztetheték. A matematika nyelvén ez azt jelenti, hogy a fizikailag,
statisztikailag relevans Riemann-metrikdkbdl szarmazoé skaldrgorbiiletnek
egyfajta monotonitasi tulajdonsaggal kell rendelkeznie: ha a D; allapot
kevertebb, mint a D, dllapot, akkor a Scal(Ds) < Scal(D;) egyenl6tlenségnek
kell teljesiilnie, ahol Scal jeloli a skalargorbiiletet. Petz sejtése szerint a fenti
monotonitasi tulajdonsag teljesiil, ha a kvantumallapotok terét a Kubo-
Mori metrikdval 1atjuk el [14]. Petz a 2 x 2-es métrixok &llapotterén be
is bizonyitotta ezt a sejtését [14]. Ezen tilmenden eddig csak numerikus szi-
mulaciokat végeztek a sejtéssel kapcsolatban, amelyek mind megerdsitették
azt. Erdemes megjegyezni, hogy a klasszikus esetben a sejtés teljesiil, hiszen
ott a skalargorbiilet allando.

A sejtés bizonyitasaban eddig elért eredményeimet ismertetem
[1] alapjan. Megmutatom, hogy a sejtésben szereplé egyenl6t-
lenséget hogyan lehet tobb egyszeriibb egyenl6tlenség kovetkez-
ményeként értelmezni; és ezen egyszeriibb egyenlGtlenségek koziil
tobbet bebizonyitok, a tobbi egyenlotlenség teljesiilését pedig a
Maple-re irt programjaim segitségével valdsziniisitem (a 4.2.1.—
4.2.3. részben).

4/b. Bebizonyitom, hogy ha Petz-sejtése igaz a komplex
allapottéren, akkor teljesiil a valés allapottéren is (4.8. tétel).

5/a. A 2 x 2-es sliriségi matrixok (kvantumadllapotok) terének
a skalargorbiiletét meghatarozom tetszéleges monoton metrika
esetére kétféle moddszerrel is (4.11. tétel és 4.1. példa). (A
4.1. részben altalanosan levezetett képlet joval egyszeriibb alakot
Olt a jelen esetben.) A skalargorbiilet-fiiggvény Taylor-sorfejtését
meghatirozom a legkevertebb allapotban (a legkevertebb allapottdl
valé tavolsag szerint) (4.12. tétel).

5/b. Meghatdrozom a 2x2-es siirliségi matrixok terének a skalar-
gorbiiletét az irodalomban gyakrabban szereplé monoton metrikak
mellett. Egzakt és numerikus moédszerekkel megmutatom, hogy
az eddig ismert monoton metrikakbdl szarmazé skalargorbiilet



monoton a majorizaciés relaciora nézve. Ezutan a skalargorbiilet
sorfejtésének a segitségével példat adok olyan monoton metrikara,
melybsl szarmazoé skalargorbiilet nem monoton a majorizacios
reliciéra nézve (4.14. tétel) [2].

6. A 3 x 3-as és a 4 x 4-es suruségi matrixok terének
a skalargorbiiletét meghatarozom az irodalomban gyakran el6-
fordul6 monoton metrikak esetében. Numerikus szimulaciék
segitségével példat adok olyan monoton metrikakra, melyekbdl
szarmaz6 skalargorbiilet monoton a majorizacios relaciora nézve
a 2 x 2-es suruségi matrixok terén, azonban a 3 x 3-as stliriségi
matrixok terén mar nem. Szimulacié segitségével valdsziniisitem,
hogy bizonyos metrikakbdl szarmazé skalargorbiilet monoton a
majorizacios relaciéra nézve a 4 x 4-es siiritiségi matrixok terén.

7. Meghatarozom a 2 x 2-es silirliségi matrixok terének
kiilonb6z6 differencidlgeometriai jellemzo6it tetszoleges monoton
metrikdk mellett: a sokasig térfogatat (4.295-4.297 egyenletek);
a geodetikus egyenletét (4.15. tétel); a legkevertebb allapot
korili gomb térfogatat és annak sugar szerinti sorfejtését (4.16.
tétel), valamint az irodalomban leggyakrabban el6fordulé monoton
metrikdk esetén a tetszoleges allapot koriili gomb térfogatanak
sugar szerinti sorfejtését (4.311-4.326). Tovabba példaként
illusztralom egy adott allapot koriili gomb alakjat bizonyos
monoton metrikdk esetén (4.3. példa).



Hivatkozasok

Sajat dolgozatok

Andai A. On the monotonicity conjecture for the curvature of the Kubo-
Mori metric. arXiv:math-ph/0310064.

Andai A. Monotone Riemannian metrics on density matrices with non-
monotone scalar curvature. J. Math. Phys., 44(9):3675-3688, 2003.

P. W. Michor, Petz D., Andai A. On the curvature of a certain
Riemannian space of matrices. Infin. Dimens. Anal. Quantum Probab.
Relat. Top., 3(2):199-212, 2000.

Egyéb dolgozatok

S. Amari. Differential-geometrical methods in statistics, volume 28 of
Lecture Notes in Statistics. Springer-Verlag, New York, 1985.

S. Amari, H. Nagaoka. Methods of information geometry, volume 191
of Translations of Mathematical Monographs. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2000.

R. Balian, Y. Alhassid, H. Reinhardt. Dissipation in many-body
systems: a geometric approach based on information theory. Phys. Rep.,
131(1-2):1-146, 1986.

N. N. Cencov. Statistical decision rules and optimal inference, volume 53
of Translations of Mathematical Monographs. American Mathematical
Society, Providence, RI, 1982.

Csiszar [. Information-type measures of difference of probability
distributions and indirect observations. Studia Sci. Math. Hungar.,
2:299-318, 1967.

J. Dittmann. On the curvature of monotone metrics and a conjecture
concerning the Kubo-Mori metric. Linear Algebra Appl., 315(1-3):83~
112, 2000.

B. Efron. Defining the curvature of a statistical problem (with
applications to second order efficiency). Ann. Statist., 3(6):1189—
1242,1975.



10

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

B. R. Frieden. Physics from Fisher information, Cambridge University
Press, Cambridge, 1998.

A. Gray, L. Vanhecke. Riemannian geometry as determined by the
volumes of small geodesic balls. Acta Math., 142(3-4):157-198, 1979.

Neumann J. A kvantummechanika matematikai alapjai. Akadémiai
Kiado, Budapest, 1980.

Petz D. Geometry of canonical correlation on the state space of a
quantum system. J. Math. Phys., 35(2):780-795, 1994.

Petz D. Covariance and Fisher information in quantum mechanics. J.
Phys. A, 35(4):929-939, 2002.

Petz D., Sudar Cs. Geometries of quantum states. J. Math. Phys.,
37(6):2662-2673, 1996.

C. R. Rao. Information and accuracy attainable in the estimation of
statistical parameters. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society,
37:81-91, 1945.



